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موضوع به توجه با و اید کرده شروع یا کنید شروع ریاض رشته کارشناس دوره در را خود تحصیلات دارید قصد اگر
خواهد ساده شما برای را ریاض تفکر خوب٬ همراه این نترسید! کنید. م سردرگم احساس بودید علاقه مند آن به قبلا که

کرد.
اثبات ها، قضیه ها، تعریف ها، مفاهیم درک در که یافت خواهید دست روش ها از انبوه به کتاب، این مطالعه ی با
استقرا، حالت ها، مستقیم، روش اثبات، اصل روش های همه ی کرد. خواهند کم ریاضیات درست نوشتن و مسائل حل
زیادی تعداد و است، شده استفاده کتاب سراسر در نقض مثال های از م شود. بیان نقیض عکس ویژه به طور و تناقض
توابع بودن پوشا و بودن ی به ی هم ارزی، رابطه های پیمانه ای، حساب مقسوم علیه ها، مانند مختلف زمینه های در تمرین

داشت. خواهید
ضروریات و اصول همه ی لذا گرفته اند؛ قرار آزمایش مورد حقیق دانشجویان توسط متمادی سال های ط کتاب مباحث
خیل و کنید بررس را خودتان پیشرفت تا م کند کم شما به تمرین ۳۰۰ از بیش با کتاب این م شود. داده پوشش

بیندیشید. ریاض دان ی مانند ونه چ که گرفت خواهید یاد زود
تحصیل فیزی یا مهندس رشته در اگر چند هر است، ضروری ریاض کارشناس دانشجوی هر برای کتاب مطالعه
به که زبانشناس یا فلسفه کامپیوتر، علوم مانند موضوع به اگر یا دارید کارشناس ریاض مفاهیم درک به نیاز و م کنید

کند. کم شما به م تواند کتاب این هم باز م پردازید، دارد نیاز منطق
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مترجمان پیش گفتار

آموخت فکرت را جان آنکه نام به
رسد. سرانجام به کتاب این ترجمه تا بخشید توان و صبر عمر، که سپاس بسیار را خدا

فت ش و است برده پی  زمین، خانه اش کوچ و هست واگرایی و بزرگ به دوران ها همه از بیش بشر درحالِ حاضر،
رخداد و نهد پا آن از دورتر بسیار گوی های تا نم نماید، هم نقطه ای هست نقشه در که وطنش از است توانسته که آن

بی ش دریابد. را هست راز بتواند که دارد آن امید همچنان و کند رصد آن از بعد دقیقه سه از کمتر را بنگ“ ”بینگ
و ر یاری بی نظیرترین ، زندگ سخت های در که اندیشه ای م شود، و شده بنا اندیشه اش بر انسان بلندپروازی های همه
در آن، بودن غلط یا درست از جدا اندیشیدن روزها، این ن لی هست. و بوده او ری های کاوش همراه قابل اعتمادترین
برای بشر درحال که م نماید، دسترس از دور منطق اصول با سازگار اندیشیدن و م رود شمار به داشته ها تجمل ترین زمره

است. نیازمند آن به علم از گوشه هر توسعه و دریافت درک،
هموارکردن برای خلاق و زبردست نویسنده ای و استاد صادقانه تلاش بیندیشیم؟“ ریاض دان ی مانند ونه ”چ کتاب
معن تمام به استادی درس کلاس در را خواننده نخست گام در کتاب این است. ریاضیات عالم به ورود علاقه مندان راه

گمان به م کند. درست نویس و درست اندیش ، پرسش گری کنکاش، به وادار را شاگرد بعد گام های در و م نشاند معلم
کشور پژوهش و آموزش جامعه در همیشه از بیش دست این از کتاب هایی و کتاب این تدریس و مطالعه به نیاز مترجمان،
و شیوایی انتقال آنکه سخن کوتاه باشد. شا راه آن خوانندگان همه برای اثر این مطالعه آنکه امید م شود. احساس ما
است ن مم و م برد زمان ساعت ها معادل، جمله ای یافتن گاه و بود دشوار بسیار ترجمه در کتاب، این محتوای جذابیت
را خود سازنده پیشنهادات است خواهشمند بزرگوار و عزیز خوانندگان همه از باشد. داشته اصلاح و تغییر جای هم هنوز

گرفت. خواهد قرار تامل مورد بی گمان که فرمایند، گوشزد مترجمان به کتاب این ترجمه درباره

مترجمان: ترونی ال پست آدرس
ⅿ.esⅿaeiⅼi@horⅿozgan.aⅽ.ir

fathi@horⅿozgan.aⅽ.ir
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بیندیشیم. ریاض دان ی مانند ونه چ

و باشید کرده شروع است ن مم کنید؟ شروع ریاض رشته کارشناس دوره در را خود تحصیلات دارید قصد آیا
اندیشیدن ، صمیم همراه این نترسید! کنید. سردرگم احساس بودیده اید علاقه مند آن به قبلا که موضوع با توجه به

کرد. خواهد ساده شما برای را ریاض به حقیق
حل اثبات ها، قضیه ها، تعریف ها، مفاهیم درک در که یافت خواهید دست روش ها از انبوه به کتاب، این مطالعه  با
حالت ها، مستقیم، روش شامل اثبات، اصل روش های همه  کرد. خواهد کم شما به ریاضیات مؤثر نوشتن و مسئله ها
و است شده استفاده نقض مثال های از کتاب سراسر در است. شده ارائه نقیض عکس ویژه به طور و تناقض استقرا،
پوشا و بودن ی به ی هم ارزی، رابطه های پیمانه ای، حساب مقسوم علیه ها، مانند مختلف زمینه های در زیادی تمرین های

داشت. خواهید توابع بودن
و اصول تمام درنتیجه و گرفته اند؛ قرار آزمایش مورد واقع دانشجویان توسط متمادی سال های ط مباحث این
زودی به کنید، بررس را پیشرفت تان تا م کند کم تمرین ۳۰۰ از بیش با کتاب، این شده اند. داده پوشش ضروریات

بیندیشید. ریاض دان ی مانند ونه چ که گرفت خواهید یاد
نیاز و م کنید مطالعه فیزی یا مهندس اگر هرچند است، ضروری ریاض کارشناس دانشجوی هر برای کتاب این
منطق به که زبان شناس یا فلسفه کامپیوتر، علوم مانند موضوع به یا کنید درک را کارشناس ریاض موضوعات که دارید

کند. کم شما به م تواند کتاب این م پردازید، دارد نیاز



هفت

مؤلف پیش گفتار

دارند؟ روز ۲۸ میلادی سال ماه های از تعداد چه پرسش:
آنها همه  ریاض دان: پاس

ریاضیات قدرت

آن از ماه به رفتن برای م توانیم م کند. کنترل را جهان که است ریاضیات داریم اختیار در که ابزاری قدرتمندترین
است. دشوار آن صحیح یادگیری ببریم. بهره آن از دیابت شخص ی انسولین مقدار اندازه گیری برای یا کنیم، استفاده

غیراجتماع فردی را هستند علاقه مند آن به یا م کنند استفاده ریاضیات از که کسان مردم هنوز و ... هنوز و هنوز و
در آموزان دانش تاریخ، طول در ندارد. استفاده ای ریاضیات که م کنند فکر مردم اکثر هنوز م پندارند۱. اثر بی آدم یا

دارد؟ کاربردی چه ریاضیات که نالیده اند مدرسه
آنها در که مشاغل است. قدرتمندی ابزار ریاضیات گفتم قبلا که همانطور شود؟ ریاض دان دارد دوست فرد ی چرا
افراد واکنش های از برخ دارند. تمایل مشاغل این به هم مردم و دارند خوبی درآمد اغلب م شود استفاده ریاضیات از
در وجه هیچ به من بودم. متنفر ریاضیات از مدرسه در من از: عبارت است ریاض دان فرد با مواجهه در ریاض دان غیر

باشید“. باهوش واقعا باید ”شما یا و نبودم؛ خوب ریاضیات

کل تصور

ریاضیات حرفه با که هنگام م کند. فکر ونه چ واقعا ریاض دان ی که است راز این فاش کردن کتاب این هدف
از مجموعه ای کتاب این م گفت.“ من به زودتر را مطالب این شخص ای کاش ” م کردم فکر وقتها خیل داشتم سروکار
و نگرش راهنمای خوب، روش های از ساده جم آوری ی از بیشتر کتاب این امیدوارم حقیقت، در مثال ها ست. چنین

باشد. مفید کارآیی با ریاضیات در اندیشیدن روش
جدید مهارت های از استفاده شامل شما برای عال سط در ریاضیات مطالعه احتمالا هستید، کارشناس دانشجوی اگر
این ها شد. نخواهد بحث غیره و آزمون روش ، خلاصه نویس زمان، مدیریت برای عموم مطالعه مهارت های مورد در است.

کنید. جست وجو ری دی جای باید را
که دهم ارائه شما به فشرده ای کتاب م خواهم بنابراین بیندیشید، ریاض دان ی مانند بتوانید که کرد خواهم تلاش
مانند اندیشیدن راستای در خاص مهارت های آوردن به دست  ونگ چ مورد در مفید تذکرات و عمل توصیه های شامل
برای م شوند. روشن م کنید بازگو را آنها که زمان ر، دی موارد هستند؛ نامحسوس نکات، برخ باشد. ریاض دان ی
تا کنید ساده را آن و یرید ب نظر در را پیچیده تر طرف باید است برقرار معادله ای دهید نشان م کنید تلاش وقت که مثال
فرد ی برای و است عال ریاضیات در تفکر درباره توصیه هایی شامل کتاب این .(۱۸۴ (صفحه برسید ر دی طرف به

نباشید. نگران نم کنید، درک بلافاصله را آن مطالب همه اگر پس است؛ پیچیده بسیار تازه کار

شود؟ استفاده ونه چ کتاب این از

متفاوت سب های م پردازد، متفاوت و مجزا ایده های از مجموعه ای یا ایده ی به کتاب از قسمت هر که آنجا از
بخوانید. و بنشینید رمان ی مانند را آن نم توانید ریاض کتاب های اکثر مشابه و است زیادی اطلاعات شامل کتاب دارد.

دوستانه توصیه چند

دارد. تکرار ارزش اما شنیده اید؛ قبلا احتمالا که دوستانه توصیه چند حالا و

ضرب المثل ی شماست. مطالعات نتیجه کننده تعیین بزرگترین احتمالا شما فعالیت های دارد، بستگ شما به این •
شوید.   “ وارد باید خودتان اما کند باز را در م تواند ”معلم م گوید: قدیم

دهید. انجام را تمرین ها همه بخوانید، کتاب باشید، فعال •

کنید. اضافه آن به باهوش برای را خود بدسلیقه و علاقه مورد ۱اصطلاح



بیندیشیم؟هشت ریاض دان ی مانند ونه چ

است. خوبی توصیه همیشه کنید؛“ فکر ”خودتان •

باور را آنها شوید مطمئن که وقت تا نپذیرید را آنها باشید. نداشته باور شود، م ارائه که نتایج همه کنید؛ سؤال •
دارید.

م آمد. به دست مشاهداتش از ه بل نم شد، حاصل استنتاج هایش از هولمز شرلوک قدرت ببینید؛ خوب •

ریاضیات نباشید، ناامید م کنید. اشتباه ریاض فعالیت های انجام در که م شود گفته اغلب باشید، آماده اشتباه برای •
یرید. ب کار به خودتان کردن فت زده ش برای را آن هستند. بزرگ آن دست آوردهای اما است سخت

است. آسان م کنید، درک به درست را آن که چیزی سپردن به خاطر باشید، فهمیدن دنبال به نکنید؛ حفظ •

نکنید. اعتماد آن به اما دهید، گسترش را خود بینش •

ران دی از فقط نیست. مسابقه ی این کنید. درک را ریاضیات تا کنید کار ران دی با م توانید اگر اری؛ هم •
نکنید. کپی

یرید. ب یاد بهتر م توانید چطور که بپرسید خودتان از یاد گرفته اید. چیزی چه ببینید و برگردید کنید؛ تأمل •

ذارید. ب را ارزشتان با زمان از اندک مدرسان، و اساتید

م کند، بیان را “B م دهد نتیجه A” ل ش به گزاره ای اثبات دانشجو وقت که بود شاک ارانم هم از ی به تازگ
که حقیقت این از م کند، کار آن با کم م کند، فرض را A دانشجو گفت شوخ به است. ناقص کاملا اثبات روش
برای دانشجویان، از زیادی تعداد به که است ونه چ است. درست A که م گیرد نتیجه و م کند استفاده است درست B

م گذرد؟ سخت این چنین اثبات ها، در منطق استدلال های ساخت
شعار ی این است. پاس ی به رسیدن برای تلاش کتاب، این باشم. داشته پاسخ پرسش، این برای امیدوارم
امیدوارم داده ام. قرار امتحان و آزمایش مورد را ایده ها دانشجویان، در ریاض تفکر بهبود برای تدریس، سال های در نیست.

برساند. ریاضیات درک مسیر به را آنها که باشم کرده جمعآوری خوبی روش های
م دانید که را خود علاقه مورد یا منتخب قسمت های برخ  م کنم پیشنهاد دارید، را کتاب این از استفاده قصد اگر
را کتاب این توصیه های ی همه نم توانند دانشجویان م کنم فکر هرچند کنید. بیان م فهمند به سخت را آنها دانشجویان
باشم. الهام بخش دانشجویان برای که است این تدریس در شخص ام اهداف از ی دریابند. کاملا ، درس دوره ی در
نقل به و کنند مطالعه که م کنند پیدا انگیزه کنند، احساس را جذابیت این دانشجویان اگر و باشد جذاب باید ریاضیات
ذارم. ب آزاد جست وجو برای را آنها که است این هدف م کنند. ورود خودشان شد، ذکر این از پیش که ضرب المثل از
را ریاض عرصه های سایر م توانند دراین صورت ذارید، ب اختیارشان در را پیشرفت ابزارهای و دهید نشان را مسیر آنها به

کم منابع، از استفاده راستا این در است. زمان بر و سخت مرحله، این به دست یابی م دانید که همان طور کنند. کشف
نم کنند فکر متاسفانه هستندو دانشجو نیستند، مقصر خودشان اوقات بیشتر باشد. مؤثر م تواند هم اران هم یا اه دانش از
سؤال هایی آنها از که دارند انتظار باشند. داشته و پاسخ ذات باید م کنند فکر ه بل باشند؛ داشته ر پرسش ذات باید که
که است این کتاب هدف کرده اند. تحصیل آن با و گرفته یاد که است روش این زیرا دهند، ارائه پاس هایی تا بپرسیم

ندارند. نیاز من به این از بیشتر لذا بپرسند؛ است نیاز که برساند پرسش هایی به را آنها



نه

سپاس و ر تش

یا تاثیرگذاری سبب به که هستند زیادی افراد بنابراین است؛ شده کتاب این نگارش و تهیه صرف زیادی نسبتا زمان
دانشجویان اختیار در و شد جم آوری نام همین با جزوه ای در مطالب از برخ باشم. زار سپاس آنها از باید محتوا انتخاب
کردند. اظهارنظر آن مورد در دانشجویان و اساتید از بسیاری سال ها، آن ط و گرفت قرار لیدز اه دانش در ریاضیات اول سال
بیبی، جان ، عل احمد از کردند. ارسال توصیه هایی دنیا سراسر از اشخاص و بود دسترس در اینترنت سایت در جزوه
دانشجویان و اسمیت راخائیل روبینسون، مای میلز، کت گلاکو، سیرگ رابسون، کریس گلاپر، توبیاس دالس، گراس
فراموش را نامشان که کسان و ) بودند من شده امتحان آزمایشات و نظریه ها سوژه اولین که واروی و لیدز اه های دانش
بسیار اولیه نوشته خواندن برای و ورتنی ماریا و اسلامسون الان مسمر، مارگیت فانکو، دیوید از زارم. سپاس کرده ام)
که کسان همه و ناشناس داور از رم. متش داشته ام، آنها با زیادی مفید بحث های که الان و مارگیت از به ویژه زارم؛ سپاس

زارم. سپاس تامسون پیتر به ویژه و بوده اند درگیر کتاب این چاپ در کمبریج اه دانش انتشارات در
کنم. ر تش زندگ ام به بخشیدن روشنایی و کتاب این نوشتن در همراهیش برای کارل همسرم از دارم دوست نهایت در
هوستون کوین
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۱ فصل

توابع و مجموعه ها

نیستند. موافق آن با فیزی دانان از بسیاری گرچه م شود، شروع جایی از چیزی هر

“ ۱۹۹۶ ،۱ پرچت تری ”

این مطالب ، حداقل پیش نیاز با دارد. نیاز اندیشیدن برای ریاضیات علم اندک به ریاض دان ی مانند کردن فکر
موضوعات از برخ بی ش نکند. سنگین شما درک روی دانسته ها در موجود اف های ش تا م بریم پیش را کتاب
پایه ای بسیار موضوعات، این م شوند. معرف توابع و مجموعه ها فصل، این در داشت. خواهیم نقش ایفای برای را ریاض

م کنند. کفایت هدف  به رسیدن برای اما هستند ابتدایی و
ر دی مجموعه ای اعضای با مجموعه ی اعضای بین پیوندی تابع، ی و چیزهاست از گردایه ای مجموعه، ی
انتگرال، و دیفرانسیل حساب مثال، برای آن هاست. بین توابع و مجموعه ها مورد در پیشرفته ریاض موضوعات بیشتر است.
مشتق آن ها از م توانیم که است این آن ها ویژگ و است حقیق اعداد مجموعه به حقیق اعداد مجموعه از توابع مطالعه

کنیم. تصور ریاض دانان سازه بلوک های به عنوان را توابع و مجموعه ها م توانیم درنتیجه، یریم. ب
کدام م خوانید؟ را کلمه هر آیا بیندیشید. نیز خود مطالعه روش مورد در م کنید، بررس و مطالعه را فصل این درحال که
بحث ریاضیات خواندن روی بیشتر آینده فصل در م دهید؟ انجام را تمرین به راست م دهید؟ انجام را تمرین ها از ی

م کنیم.

مجموعه ها

م دهند انجام آن با آنچه و م گیرند را مجموعه ی ریاض دانان است. ریاضیات علم در بنیادی ء ش مجموعه،
است. فت انگیز ش

.۱ .۱ تعریف
م شوند. نامیده مجموعه اعضای یا عناصر مجموعه، در اشیا است۲. چیزها از خوش تعریف گردایه ای مجموعه، ی

عناصر ترتیب (به م شود. مشخص ({}) کولادها آ بین عناصرش فهرست دادن قرار با معمولا خاص، مجموعه ی
نداریم.) توجه

م خوانیم۳. “X در x” یا “X از (عضوی) عنصری x” را این .x ∈ X م نویسیم باشد، X مجموعه از عضوی x اگر
.x /∈ X م نویسیم نباشد، X عضو x اگر

سب در بریتانیایی نویسنده ای ۲۰۱۵ مارس ۱۲ درگذشته  ⁃۱۹۴۸ آوریل ۲۸ زاده  ،(Terence David John Pratchett) جان دیوید ۱ترنس

است. ایشان کتاب های از بمب“ی و ”جان کتاب بود. کودکان کتاب و تخیل علم خیال پردازی،
است انتقال و درک مبن بر تعریف این ببینید. را مجموعه ها نظریه کتاب های است. پیچیده بسیار مجموعه ها برای مناسب ریاض گونه ۲تعریف

است؟ به چه معن خوش تعریف م پرسد: دانشمند نما ی البته نیست. روشن گر مسئله ها از بسیاری در و
است. بزرگ X از عضو ی کوچ x م خوانیم: بلند صدای با ،X و x تشخیص برای ۳البته

۳
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.۱ .۱ مثال
یعن است مجموعه عضو ۳ عدد م شود. نوشته {۱,۲,۳,۴,۵} به صورت ۵ و ۴ ،۳ ،۲ ،۱ اعداد شامل مجموعه آ) )

نیز، {۳,۲,۵,۴,۱} ل به ش را مجموعه م توانیم که کنید توجه .۶ /∈ {۱,۲,۳,۴,۵} اما ،۳ ∈ {۱,۲,۳,۴,۵}
بنویسیم. اعضا ترتیب به توجه بدون

است. موش و گربه ، س عضو سه با مجموعه ای { س گربه، {موش، مجموعه (ب)

مجموعه های و ۱۲ ،۵ ،۱ اعداد شامل مجموعه ای
{

۱,۵,۱۲, { س ,{گربه، {۵,۷,۲}
}

مجموعه (ج)

درک شوند. شامل عضو به صورت را مجموعه ها م توانند مجموعه ها کنید دقت است. {۵,۷,۲} و { س ، {گربه
کند. جلوگیری بعدی اشتباهات از م تواند مطلب این

بودن مجموعه  ی عضو و مجموعه بودن باید ما است. حیات اهمیت دارای نیستند ی ۵ و {۵} که این به توجه
{۵,۷,۲} ∈ یعن هست. نیز مجموعه ی عضو است، مجموعه ی خود که {۵,۷,۲} آخر مثال در دهیم. تمیز را

باشد. کننده گمراه است ن مم ،
{

۱,۵,۱۲, { س و ,{گربه {۵,۷,۲}
}

ببینید. را است شده خلق مجموعه ها استفاده از با که بعد مثال

.۲ .۱ مثال
{۳,۴} مجموعه ر دی عنصر و موش ، س ،۲ ،۱ عضو چهار دارد. عضو پن X = {۱,۲, ,س {موش,{۳,۴} مجموعه
و ۳ اعداد یعن است بااهمیت بسیار ۴ /∈ X و ۳ /∈ X که این به توجه .{۳,۴} ∈ X و ۱ ∈ X بنویسیم م توانیم است.

هست. X عضو {۳,۴} مجموعه نیستند، X اعضای ۴

اعداد از جذاب مجموعه چند

نگاه کنیم. باشیم، داشته م توانیم خود مجموعه های در که اعداد از مختلف انواع به بیایید

طبیع اعداد •

تا که است معن این به نقطه ها م شود. داده نمایش N با و است {۱,۲,۳,۴, · · · } به صورت طبیع اعداد مجموعه
بخوانیم. دارد“ ادامه همین طور ” را آن م توانیم و دارد ادامه همیشه

اعداد که معتقدند ر دی برخ و باشد صفر شامل طبیع اعداد که علاقه مندند منطقیون، به ویژه ریاض دانان، برخ
ی چطور به علاوه باشید.). رایانه برنامه نویس ی اینکه ر (م نم شوند شروع صفر با و هستند شمارش اعداد ، طبیع

بود؟ نشده اختراع اواخر همین تا درحال که باشد، طبیع م تواند عدد
نامنف صحیح اعداد دسته بندی با داشت. خواهند بهتری ل ش قضیه ها از بعض ،۰ ∈ N کنیم فرض اگر ر، ازسوی دی

کرد. کامل را بحث م توان م آید، ادامه در که مثبت صحیح اعداد یا

صحیح اعداد •

نشان م شود. داده نمایش Z با و است صحیح اعداد مجموعه  {· · · ,−۴,−۳,−۲,−۱,۰,۱,۲,۳,۴, · · · } مجموعه
نامنف صحیح اعداد ،{۰,۱,۲,۳,۴, · · · } مجموعه است. شده گرفته عدد به معن (zahlen) زاهلن آلمان کلمه از Z

هستند. صحیح ، طبیع اعداد همه  که کنید توجه م شود. داده نمایش Z+ با اغلب و گفته

گویا اعداد •

را x بتوان اگر ،x ∈ Q یعن است. کسری اعداد همه  شامل م شود، داده نمایش Q با که گویا اعداد مجموعه
نیست، تا ی نمایش که کنید دقت .۸۰

۵ و ۶
۱ ،۱

۲ مثال برای .q 6= ۰ و هستند صحیح اعداد q و p که نوشت p
q

به صورت

نوشت. x۱ به صورت را x ∈ Z م توان زیرا هستند، گویا صحیح، اعداد همه  همچنین، .۸۰
۵ =

۱۶
۱ مثال برای



توابع و مجموعه ها .۱۵

حقیق اعداد •

هر را آن ها م توان فعلا است. سخت به شدت آن کردن تعریف و م شود داده نمایش R با حقیق اعداد مجموعه
تا که اعداد خط روی نقطه ی یا م روند.) پیش بی نهایت تا که نمایش هایی (شامل اعشاری نمایش ی که عددی

گرفت. نظر در دارد، ادامه بی نهایت
π همچنین م شود.) شامل نیز را طبیع اعداد درنتیجه و صحیح اعداد (بنابراین گویاست. اعداد شامل حقیق اعداد
خواهد اثبات موضوع این ۲۳ فصل در و نیست گویا نیز

√
۲ عدد . نیستند۴ گویا ی هیچ که هستند حقیق اعدادی e و

شد.
م نامند. گنگ اعداد را نیستند گویا که حقیق اعداد مجموعه

مختلط اعداد •

م شوند، داده نمایش C با که را مختلط اعداد و رفت پیش تر م توان است موجود −۱ جذر اینکه به وانمودکردن با
و محض ریاضیات در م تواند که است ریاض دانان جعبه ابزار در موجود ابزار قدرتمندترین  از تعریف این کرد. معرف

کرد. نخواهیم استفاده آن از کتاب این در با این وجود، یرد. ب قرار استفاده مورد کاربردی

مجموعه ها درباره بیشتر کم

ته مجموعه •

ندارد. عضوی هیچ که است ته مجموعه ریاضیات در مجموعه عجیب ترین شاید و بنیادی ترین

.۲ .۱ تعریف
م دهیم. نمایش ∅ با را آن و گوییم ته مجموعه را ( (خال عضو هیچ با مجموعه

داشته م تواند سودی چه پس ندارد، عضوی هیچ که مجموعه ای برسد. نظر به عجیب تعریف کردن، برای است ن مم
برای فرصت اینجا در شود. شمارش مورد در ایده هایی ل گیری ش اساس مجموعه  این که است فت انگیز ش نسبتا باشد؟
مورد در پیشرفته کتابی هستید، علاقه مند اگر است. ضروری ریاضیات، بنیان برای مجموعه این اما نداریم، کامل تشریح

ببینید. منطق یا مجموعه ها نظریه

.۳ .۱ مثال
اما ∅ ∈ {∅} م نویسیم که کنید توجه دارد. عضو ی مجموعه این است. ته مجموعه شامل مجموعه ای ،{∅} مجموعه

ندارد. عضوی هیچ ته مجموعه تعریف، طبق که چرا ،∅ ∈ ∅ بنویسیم نم توانیم

.۳ .۱ تعریف
م نویسیم باشد، مساوی Y مجموعه با X مجموعه اگر باشند. داشته سان ی عناصر هرگاه گوییم، مساوی را مجموعه دو

.X 6= Y م نویسیم اگرنه، .X = Y

.۴ .۱ مثال
یعن هستند، مساوی {۷,۱۵,۵} و {۵,۷,۱۵} مجموعه های (آ)

{۵,۷,۱۵} = {۷,۱۵,۵}.

.{۱,۲,۳} 6= {۲,۳} یعن نیستند، مساوی {۲,۳} و {۱,۲,۳} مجموعه های (ب)

نیستند. مساوی {{۲},۳} و {۲,۳} مجموعه های (ج)

اصول کتاب ،e عدد برای و استوارت ایان اثر گالوا نظریه کتاب ،π مورد در ادعا این اثبات برای است. کتاب سط از فراتر ادعاها این اثبات ۴

ببینید. را رودین والتر اثر ریاض آنالیز
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نیستند. مساوی N و R مجموعه های (د)

آن روی خط رسم با آن را عکس م توانیم باشیم، داشته ∈ یا = مانند نمادی اگر شد، استفاده بالا در که همان طور
./∈ و 6= مانند دهیم نشان

.۴ .۱ تعریف
را آن صورت این غیر در و گوییم متناه مجموعه ی را X آنگاه باشد، داشته عنصر متناه تعداد X مجموعه اگر

م شود. داده نمایش |X| با و گویند X اصل عدد را آن عناصر تعداد آنگاه باشد، متناه X اگر م نامیم. نامتناه

۳۰ فصل در را دلیلش کنیم. تعریف را X اصل عدد که است سخت آنگاه باشد، داشته عنصر نامتناه تعداد X اگر
مجموعه های برای اصل عدد که م گوییم فقط فعلا، دارند. متفاوت اندازه های بی نهایت ها، چون اصل، در دید. خواهیم

است. نشده تعریف نامتناه

.۵ .۱ مثال
است. ۴ ،{∅,۳,۴, {گربه مجموعه اصل عدد (آ)

است. ۳ ،{∅,۳, {۴ و {{گربه مجموعه اصل عدد (ب)

.۱ .۱ تمرین
چیست؟ زیر مجموعه های اصل }عدد

π,۶, {π,۵,۸,۱۰}
}

(ن) {۱,۲,۵,۴,۶} (آ)

∅ (و)
{
π,۶, {π,۵,۸,۱۰}, { ,س ,گربه {۵}}

}
(ب)

{
,س ∅

}
(ه) N (ج)

{
∅, {۲۰, π, {∅}},۱۴

}
(ی)

{
∅, {∅, {∅}}

}
(د)

داریم. را زیرمجموعه بودن مهم بسیار تعریف حالا

.۵ .۱ تعریف
م نویسیم و باشد X از عضوی ،Y عضو هر اگر است X زیرمجموعه Y مجموعه است. مجموعه ی X کنید فرض

.x ∈ X آنگاه ،x ∈ Y اگر وییم ب که است این مانند این .Y ⊆ X

.۶ .۱ مثال

است. X =
{

۱,۲, ,س موش,{۳,۴}
}

زیرمجموعه Y =
{

۱, موش,{۳,۴}
}

مجموعه  (آ)

است. N زیرمجموعه زوج، اعداد مجموعه (ب)

نیست. {۲,۳} یا {۲,۳,۴} زیرمجموعه {۱,۲,۳} مجموعه  (ج)

.X ⊆ X ،X مجموعه هر برای (د)

.∅ ⊆ X ،X مجموعه هر برای (و)

.۱ .۱ توجه -
دانشجویان بیشتر است. برخوردار بالایی اهمیت از بودن مجموعه ی زیرمجموعه و بودن مجموعه ی عضو تشخیص
معمولا، م کنم تأکید و معمولا کنید. توجه کولادها آ به .{x} ⊆ X آنگاه ،x ∈ X اگر م شوند. اشتباه دچار مورد این در

ببینید. را زیر خاص مثال .{x} ∈ X گاه اما ،{x} /∈ X آنگاه ،x ∈ X اگر
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.۷ .۱ مثال

.{x} ∈ X همچنین ول {x} ⊆ X و x ∈ X پس یرید. ی نظر در را X =
{
x, {x}

}
مجموعه

و کرد بیان را بود“ خواهد غلط a ⊆ A بنویسیم اینکه آنگاه ،a ∈ A ”اگر مانند ساده ای قانون نم توان بنابراین،
برعکس.

کنید. درک واقعا را آن اینکه تا کنید، فکر بیشتر آن مورد در و برگردید م شوید، اشتباه دچار اندک قبل مثال با اگر
م کنند، جلوگیری ساده ام اح استفاده از و م گیرند قرار مستقیم درک مقابل که روشن و افتاده پیش پا مثال های نوع این

هستند. پیشرفته ریاض از مهم بحث ی

.۶ .۱ تعریف
نمایش Y ⊂ X با را این نباشد. مساوی X با Y هرگاه م شود، نامیده X سره زیرمجموعه ،X از Y مجموعه زیر

م کنند. استفاده Y ⊊ X از برخ م دهیم.

.۸ .۱ مثال
است. {−۶,۰,۱,۲,۳,۵} از سره زیرمجموعه ی {۱,۲,۵} مجموعه (آ)

نیست. X سره زیرمجموعه X ،X مجموعه هر برای (ب)

است. X سره زیرمجموعه ی ∅ مجموعه ،X 6= ∅ مجموعه هر برای (ج)

باشد. X سره زیرمجموعه نم تواند ∅ مجموعه آنگاه ،X = ∅ اگر کنید، توجه

.N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C داریم، اعداد مجموعه برای (د)

کرد. استفاده نبودن“ ”زیرمجموعه نمایش برای ⊈ نمادهای از م توان که باشید داشته توجه

آنگاه ،X ⊆ Y اگر گزاره  دو متناه مجموعه ی برای که است روشن م آید. کجا از نمادگذاری باشید دشته توجه
ه بل نمادها نظر از تنها نه < با ⊂ و ⩽ با ⊆ بنابراین هستند. درست ،|X| < |Y | آنگاه ،X ⊂ Y اگر و ،|X| ⩽ |Y |

هستند. مشابه  نیز مفاهیم
⊂ از تنها بعض نیستند. قائل تمایز ⊂ و ⊆ بین ریاض دانان همه  که است این کرد توجه باید اینجا که مهم نکته
بین تمایز باعث چون است، بهتر بسیار ⊆ از استفاده م کنم احساس چند هر م کنند. استفاده ”زیرمجموعه“ معن به

م شود. سره زیرمجموعه و زیرمجموعه
درست دو آن از ی و نیستند روشن خیل آن ها م شوند. مشابه بالا گزاره دو کنیم استفاده ⊂ از تنها اگر کنید تصور

کنند! استفاده ⩽ به جای < از همیشه ریاض دانان اگر م دهد رخ اتفاق چه کنید تصور نیست؛

مجموعه ها •تعریف

کرد: تعریف متفاوت نماد ی استفاده از با را مجموعه ها }م توان
x|کند صدق p خاصیت در x

}
.

م شود. استفاده “|” جای به “ : ” نشان گاه م شود. خوانده ”به طوری که“ ،“|” نماد

.۹ .۱ مثال
است. مساوی {۱,۲,۳,۴} با {x|x ∈ N, x < ۵} مجموعه (آ)

است.“ ۵ از کمتر x و است N در x که ”xهایی مجموعه م خوانیم، چنین آن را

فرض حقیق عدد ی را x که است قرار پس است. ۱۰ و ۵ بین اعداد مجموعه {x | ۵ ⩽ x ⩽ ۱۰} مجموعه (ب)
. ذاریم ب کنار را قرارداد این از استفاده باید م شود، نویسندگان بی نظم باعث و است بدی قرارداد این کنیم.

کرد. تعیین x روی محدودیت هایی بعد مثال مانند ،| نماد از قبل م توان بنابراین،
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{۵,۶,۷,۸,۹,۱۰} مجموعه که م شود شامل را ۱۰ تا ۵ از طبیع اعداد مجموعه ،{x ∈ N|۵ ⩽ x ⩽ مجموعه  ی{۱۰ (ج)
است.

{x ∈ R|a < x < b} مجموعه برای را (a, b) و {x ∈ R|a ⩽ x ⩽ b} مجموعه برای را [a, b] نماد که است معمول (د)
ببریم. به کار

باشد. نیز b و a اعداد مرتب زوج معن به م تواند (a, b) کنید توجه

راه های است. {۱,۴,۹,۱۶, · · · } اعداد مجموعه  ،{x۲|x ∈ N} کرد. توصیف م شود نیز زیر به صورت را مجموعه ها
م کند. روشن را مقصود معمولا که دارد وجود مجموعه ها توصیف برای زیادی

مجموعه ها بر اعمال

برای روش هایی سپس و مجموعه، ی مثال برای م شود، ساخته ش تعدادی از تعریف، ی اغلب ریاضیات، در
به حال م شوند. ساخته مجموعه ها از زیرمجموعه ها مثال برای م کنیم؛ ایجاد قدیم ها استفاده از با جدید چیزی تعریف

م رسیم. قبل ها از نو چیزی ساخت برای روش دو به عنوان اجتماع، و اشتراک

.۷ .۱ تعریف
شامل است مجموعه ای م شود، داده نشان X

⋃
Y با که Y و X اجتماع هستند. مجموعه دو Y و X که کنید فرض

به صورت را آن م توان هستند. دو هر در یا Y یا X در که اعضایی
کرد. تعریف X

⋃
Y =

{
x|x ∈ X یا x ∈ Y

}
.۱۰ .۱ مثال

است. {۱,۲,۳,۴,۶,۸} مجموعه ،{۲,۴,۶,۸} و {۱,۲,۳,۴} اجتماع (آ)

مجموعه ،{x ∈ Z|x < ۸} و {x ∈ R|x < ۵} اجتماع (ب)
است. {x ∈ R|x ≤ ۵ یا x = ۶ یا x = ۷}

.۲ .۱ تمرین
بیابید. را X

⋃
Y .Y = {−۱,۱,۳,۵,۷} و X = {۱,۲,۳,۴,۵} کنید فرض (آ)

چیست؟ Z
⋃
Z مجموعه (ب)

.۸ .۱ تعریف
شامل است مجموعه ای م شود، داده نمایش X

⋂
Y با که Y و X اشتراک هستند. مجموعه دو Y و X کنید فرض

کرد. تعریف نیز X
⋂
Y =

{
x|x ∈ X و x ∈ Y

}
به صورت را آن م توان هستند. Y در هم و X در هم که اعضایی

.۱۱ .۱ مثال
است. {۲,۴} ،{۲,۴,۶,۸} و {۱,۲,۳,۴} اشتراک (آ)

است. ∅ ،∅ و {−۱,−۲,−۳,−۴,−۵} اشتراک (ب)

.۳ .۱ تمرین
بیابید: زیر موارد برای را X

⋂
Y مجموعه (آ)

،Y = {x ∈ Z| − π ≤ x ≤ ۷} و X = {x ∈ R|۰ ≤ x < ۶} (۱)
،Y = {۱,۳,۵,۷,۹} و X = {۰,۲,۴,۶,۸} (۲)

.Y = {۰,۱, π,۵} و X = Q (۳)

بیابید. را Z
⋂
R و Z

⋂
Q ،Z

⋂
Z مجموعه های (ب)
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همچون گزاره هایی از مثال هایی بیان  برای تعریف ها این از بعد، فصل های در
کرد. خواهیم استفاده X

⋂
(Y

⋃
Z) = (X

⋂
Y )

⋃
(X

⋂
Z)

.۴ .۱ تمرین
بیابید. را {x ∈ N|x > ۵} و {x ∈ R|x > ۷} اشتراک و اجتماع

.۹ .۱ تعریف
نیستند. Y در ول هستند X در که است اعضایی مجموعه م شود، داده نمایش X \ Y با که ،Y و X تفاضل

زیرمجموعه Y که نیست نیازی م ریزیم. دور را هستند Y در که آن هایی همه  و م گیریم نظر در را X اعضای درواق
م دهیم. نمایش Y c با را آن و م نامیم X در Y متمم را X \ Y اغلب باشد، X زیرمجموعه Y اگر باشد. X

.۱۲ .۱ مثال
.X \ Y = {۱,۲ ، {س بنابراین Y = {۳ گربه، {موش، و X = {۱,۲,۳ ، س {گربه، کنید فرض (آ)

بنابراین ،Y = Z و X = R کنید فرض (ب)

X \ Y = · · · ∪ (−۳,−۲) ∪ (−۲,−۱) ∪ (−۱,۰) ∪ (۰,۱) ∪ (۱,۲) ∪ · · · .

مجموعه ها حاصل ضرب

است. ریاض دانان توسط قدیم ها استفاده از با جدید چیزی ساخت از ری دی مثال مجموعه ها، حاصل ضرب

.۱۰ .۱ تعریف
زوج های همه مجموعه  م شود، داده نمایش X × Y با که Y و X حاصل ضرب باشند. مجموعه دو Y و X کنید فرض

یعن ،y ∈ Y و x ∈ X که است (x, y)

X × Y =
{
(x, y)|x ∈ X و y ∈ Y

}
.

ندارد. ۹ .۱ مثال د قسمت با ارتباط و است زوج ی اینجا (x, y) که کنید توجه

.۱۳ .۱ مثال
دارد. عضو شش X × Y بنابراین .Y = {۱,۲,۳} و X = {۰,۱} کنید فرض (آ)

X × Y =
{
(۰,۱), (۰,۲), (۰,۳), (۱,۱), (۱,۲), (۱,۳)

}
.

که دلیل این به م شود. داده نمایش R۳ با (R × R) × R مجموعه م شود. داده نمایش R۲ با R × R مجموعه (ب)
،x که هستند (x, y, z) ل به ش آن اعضای یعن شوند. بیان حقیق اعداد از تایی ها سه ل به ش م تواند اعضایش

م باشند. حقیق اعداد z و y

نیست. Y و X از ی هیچ زیرمجموعه X × Y که کنید توجه

توابع و نگاشت ها

ساخته ر دی مجموعه های اعضای با مجموعه ها اعضای ارتباط دادن برای تعریف اینک شدند. تعریف مجموعه ها
م شود.

.۱۱ .۱ تعریف
دقیق تر مجموعه هاست. اعضای بین پیوند ی Y به X از نگاشت یا تابع ی هستند. مجموعه Y و X کنید فرض

دارد. وجود Y از تا ی عضوی ،X از عضو هر برای اینکه
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.Y به X از تابع ی :۱ .۱ ل ش

با م خورد پیوند x با که Y از تایی ی عضو و ،f : X −→ Y م نویسیم آنگاه باشد، Y به X از تابع ی f اگر
منبع ،X مجموعه م شود. گفته f مقدار ی یا م شود نامیده f تحت x مقدار عضو این م شود. داده نمایش f(x)

م شود. گفته f هم دامنه) (یا هدف ،Y و م شود نامیده f دامنه ی) (یا
به f رساندن مورد در و م کند تعریف x هر برای را f(x) که م شود استفاده قانون ی معمولا f تابع توصیف برای

م کند. کم مجموعه ی به یا مجموعه، ی اعضای

نه اما شود مرتبط Y در ی به باید عضو هر که کنید توجه است. شده داده نشان ۱ .۱ ل ش در کل تصویر ی
شوند. نگاشته Y در سان ی عضو ی به X از مجزا عضو دو است ن مم یعن برعکس،

.۱۴ .۱ مثال
است. x مربع ،f تحت x مقدار آنگاه باشد. شده تعریف f(x) = x۲ با ،x ∈ X هر برای f : Z −→ Z کنید فرض (آ)
که چون نیست f مقدار ی −۱ مثال برای نیستند. f مقادیر که دارند وجود هم دامنه در اعضایی که کنید توجه

.x۲ = −۱ که ندارد وجود x مانند صحیح عدد هیچ

است. صفر ،f مقدار تنها پس باشد. شده داده f(x) = ۰ با f : R −→ R کنید فرض (ب)

ل به ش که است متناه مجموعه های روی تابع ی مجموعه، ی اصل عدد (ج)

| | : متناه مجموعه های −→ {۰} ∪ N

باشد. ته نم تواند مجموعه صورت این غیر در باشد هم دامنه در ۰ است نیاز که کنید توجه است.

است. شده داده I(x) = x با x ∈ X هر برای که است I : X −→ X نگاشت X روی همان نگاشت (د)

نم کند. تعریف را تابع ی الزاما فرمول، ی داشتن که م دهد نشان بعد مثال

.۱۵ .۱ مثال

است. نشده تعریف x = ۱ در که چرا نم کند. تعریف R به R از تابع f(x) = ۱
x− ۱ فرمول

کنیم: تعریف زیر به صورت را دامنه یعن کرد. تعریف را تابع م توان ۱ عدد بدون R به دامنه کردن محدود با

X =
{
x ∈ R

∣∣∣x 6= ۱
}
,

م کند. تعریف تابع ی f(x) = ۱
(x− ۱) با f : X −→ R آنگاه

م کنند. فراهم توابع برای مثال ها از خوبی مرج چندجمله ای ها،
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.۱۶ .۱ مثال
چند هر کنیم، توجه دوباره است. شده داده ،x ∈ X هر برای f(x) = x۲ + ۲x+ ۳ با f : R −→ R کنید فرض (آ)
f(x) = −۲ که ندارد وجود xی هیچ مثال، برای نیست. f مقدار ی آن از عضو هر اما است؛ R همه  هم دامنه،

کنید. بررس x۲ + ۲x+ ۳ = −۲ حل با م توانید را این باشد.

با را f تابع م توان چندجمله ای کم به به طورکل (ب)

f(x) = anx
n + an−۱x

n−۱ + · · ·+ a۱x+ a۰,

کرد. تعریف ،x حقیق متغیر و an, · · · , a۰ حقیق اعداد برخ برای

داده نمایش f ′ با که مشتق آنگاه باشد. چندجمله ای ی مثال برای باشد، مشتق پذیر f : R −→ R کنید فرض (ج)
است. تابع ی نیز م شود

.۵ .۱ تمرین

بیابید. م سازد، تابع ی را f(x) = x

x۲ − ۵x+ ۳ که دامنه ای بزرگترین (آ)

بیابید. م سازد، تابع ی را f(x) = x۳ + ۲
x۲ + x+ ۲ که دامنه ای بزرگترین (ب)

ذرد. ب (۳,−۲) و (−۱,۵) نقاط از نمودارش که بسازید چندجمله ای ها از مثال ی (ج)
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تمرین

که باشند زیرمجموعه هایی B و A و X = {x ∈ Z|۰ ⩽ x ⩽ ۱۰} کنید فرض .۱
،X×B ،A×B ،B−A ،A−B ،A

⋃
B ،A

⋂
B دراین صورت .B = {۲,۳,۵,۷} و A = {۰,۲,۴,۶,۸,۱۰}

بیابید. را Bc و Ac

مجموعه های اشتراک و اجتماع .۲

بیابید. را {y ∈ Z
∣∣∣۲ ⩽ y < ۱۰} و {x ∈ R|x۲ − ۹x+ ۱۴ = ۰}

را زیر قسمت های مجموعه ها این از مثال هایی استفاده از با هستند. X Cزیرمجموعه های و B ،A کنید فرض .۳
کنید: بررس

.A
⋂
(B ∪ C) و (A ∩B)

⋃
(A ∩ C) (آ)

.A
⋃
(B ∩ C) و (A ∪B)

⋂
(A ∪ C) (ب)

.Ac
⋂
Bc و (A ∪B)c (ج)

.Ac
⋃
Bc و (A ∪B)c (د)

.Ac
⋃
Bc و (A ∩B)c (و)

.Ac
⋂
Bc و (A ∩B)c (ه)

شدید؟ چیزی متوجه آیا

را زیر ل ش م توان آنگاه باشد، X از زیرمجموعه ای A اگر است. مفید مجموعه ها دادن نمایش برای ون نمودار .۴
کرد. رسم

باشد، ری دی زیرمجموعه B اگر م شود. استفاده دایره ی از اغلب اما ندارد. اهمیت ،A ل ش تعیین حقیقت، در
است. شده تیره ،A ∩B تقاط زیر ل ش در کرد. رسم نمودار در نیز را B م توان آنگاه

کنید. رسم را ون نمودار ندارند اشتراک B و A که حالت برای (آ)
نمایید. تیره را (A ∩B)c و Ac ،A ∪B مجموعه های و کنید رسم ون نمودارهای (ب)

نمایید. تیره را A ∩B ∩ C تقاط کنید. رسم C و B ،A مجموعه سه نمایش برای ( (متقاط دایره ی سه (ج)
نمایید. تیره را مربوط مجموعه های و نمایید رسم را ون نمودارهای ۳ تمرین استفاده از با (د)

کنید. بررس را فصل این مطالعه ی ونگ ۵.چ



توابع و مجموعه ها .۱۱۳

کردید؟ تلاش کنید درک آن مورد در را چیز همه اینکه برای آیا نکرده اید، برخورد آمد فصل این در آنچه به قبلا اگر (آ)
باشید؟ نکرده اشتباه کردید بررس آیا کرده اید، برخورد فصل این کلیت به قبلا اگر (ب)
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یده چ

چیزهاست. از خوش تعریف گردایه ای مجموعه، ی ◀

ندارد. عضوی هیچ ته مجموعه ◀

است. مجموعه آن اعضای تعداد ، متناه مجموعه ی اصل عدد ◀

باشد. X در Y عضو هر هرگاه است، X زیرمجموعه Y مجموعه ◀

نباشد. مساوی X با هرگاه است، سره زیرمجموعه ی X از Y زیرمجموعه ◀

هستند. Y یا X در که است اعضایی از گردایه ای ،Y و X اجتماع ◀

هستند. Y در هم و X در هم که ا ست اعضایی از گردایه ای ،Y و X اشتراک ◀

.y ∈ Y و x ∈ X که است (x, y) جفت های همه مجموعه ،Y و X حاصل ضرب ◀

م دهد. ارجاع ری دی مجموعه به را مجموعه ی اعضای تابع، ی ◀



۲ فصل

ریاضیات مطالعه 

نکنید. باور م خوانید که چیزی هر

”آنون۱“

، اه دانش اهداف برای مطالعه مهارت های کسبِ دوره ی ط احتمالا، و هستید خواندن به قادر که است روشن
متأسفانه که دارد خاص مهارت های و ریزبین به نیاز ریاضیات خواندن است. شده داده آموزش شما به خواندن روش های
ارزشمند روش ی به عنوان سریع خوان مثال، برای است. شده فراموش مطالعه، روش های آموزش منابع و کلاس ها در
کمتر ریاضیات نیست، مناسبی روش سریع خواندن ریاضیات در بااین وجود م شود؛ توصیه رشته ها از بسیاری در یادگیری
و بدفهم به منجر آن ها حذف است ن مم و است مهم کلام و واژه هر دارد، اندک اضاف صفات است، رونویس ل به ش

شود. نادرست یا
ه بل دستورالعمل هانیست، از سخت و سفت فهرست ی تنها نه م شود ارائه اینجا در که راهنمایی هایی و نکات
به اصل نکات است. عمل پیشنهادهای و درک قابل بخش های به خواندن فرآیند تقسیم برای اصول روش دربرگیرنده

است: زیر شرح

بخوانید. مختلف روش های به را موضوع ی باشید؛ داشته انعطاف خواندن درس روشهای در •

ی درس خواندن هنگام در باید خواننده منفعل؛ نه باشید فعال باید نیز شما و باشد پویا فرآیند ی باید خواندن •
کند. اثبات را نویسنده از ادعایی هر و کند بررس را متن باشد، داشته همراه به کاغذ

با هم زمان جزئیات بررس است. متفاوت تاریخ و جامعه شناس نظیر ر، دی موضوعات سایر از بسیاری در تفکر
سال ۵۵ که کنید بررس نم توانید نیست) شما اختیار در زمان ماشین اینکه فرض (با تاریخ در است. ضروری پیش رفتن
بررس شده اند، مدع او کارهای مورد در ران دی را آنچه م توانید فقط است! کرده حمله بریتانیا به سزار میلاد، از قبل

کنید. بررس باید و م توانید را حقایق درست ریاضیات در کنید.
ساده تر شرح برای اما م کنیم، استفاده نیز وب صفحات و سخنران ها یادداشت ها، از ه بل کتاب ها از نه تنها ادامه در
بیان بعد فصل در اثبات یا قضیه۲ تعریف، ی خواندن در خاص شرایط درباره نکات م دهیم. ارجاع کتاب ها به فقط

م شود.

Anon ۱

م پردازیم. قضیه ها مورد در بیشتری جزئیات بیان به سه بخش در است، ریاض درست گزاره ی ۲قضیه،

۱۵
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مطالعه اساس پیشنهادهای

بخوانید. هدفمند •

کل مطالب اجمال بررس یا سازی تاکید،روشن اثبات، ، قصد است ن مم اما است. آموختن مطالعه، اصل هدف
باشد.

تعریف ی یادگیری است ن مم است. شده خواسته چیزی چه متن باتوجه به که کنید مشخص دقیقا مطالعه از قبل
هرچه هدف، باشد. هدف تابع، دو حاصلضرب انتگرالِ محاسبه مانند مسئله ی از خاص نوع حل ونگ چ یا خاص

کنید. خواندن به شروع شود، مشخص مطالعه هنگام چیز همه اینکه امید به نباید باشد!
داشتید؟ نظر در م دانید اکنون که آنچه از طرح ابتدا از آیا داشتید؟ اهداف چه خوانده اید؟ ونه چ را کتاب قبل فصل
بینش سؤالات چنین به پاس دادن م دانید؟ را چیز همه یابید اطمینان که دهید ادامه جایی تا را جزئیات م خواستید آیا

دارید. نیاز چیزی چه به واقعا مطالعه هنگام در بدانید که م دهد شما به

کنید. انتخاب مناسب سط با •کتابی

ی انتخاب در نباشند. مناسب شما یادگیری سب برای است ن مم برخ و نشده اند نوشته خوب کتاب ها برخ
است. شده نوشته خاص هدف ی و مخاطب ی برای کتاب هر گرفت. نظر در باید را مرتبط با هم نکته دو کتاب
یا مبتدی ی آموزش برای که باشد کتابی هدف از متفاوت شما هدف یا نباشید کتاب این مخاطب شما است ن مم

است. شده نوشته تخصص مرج ی به عنوان
کتاب هایی چنین اولیه فصل های زیرا گرفت، نادیده کامل به طور را تخصص کاملا کتاب های نم توان ر دی سوی از

هستند. تخصص غیر کتاب های از سودمندی یده چ

بخوانید. درس قلم و کاغذ با •

که است این قلم، و کاغذ داشتن همراه برای دلیل اولین بخوانید. درس قلم و کاغذ دست داشتن در با و باشید فعال
که ایده هایی ثبت برای همچنین م شود. گفته آنچه نه م دهد، معن آنچه به ویژه کنید. نکته برداری م خوانید آنچه از
بفهمید اینکه بدون دارد ان ام زیرا نکنید، برداری یادداشت م خوانید اول بار برای را کتابی وقت م رسد. ذهنتان به

باشید. کرده نسخه برداری
با و نمودارها رسم مانند هندس ال اش رسم با یا مثال ها با م توانید را فرمول ها و قضیه ها است. مهم خیل دلیل دومین
ریاض دان ی مانند اندیشیدن از مهم ل ش کار این کنید. مطرح را پرسش هایی م توانید حت کنید. بررس حل کردن

است. ریاض دانان تجربه بررس ها شیوه این هستند، اه آزمایش تجربیات دارای شیم دانان و فیزی دانان است.
وقت است. کردن پررنگ برای فسفری ماژی های از بااستفاده متفاوت چیزی مرحله این در قلم و کاغذ با خواندن

متن خلاصه کردن زمان تا بنابراین کنید. پررنگ را جمله ای هر که دارید تمایل همواره م کنید استفاده قلم هایی چنین از
باشید. صبور

نخوانید. داستان مانند را ریاض •متون

در شده ارائه به ترتیب یا ی باره و پایان تا شروع از را مطالب که نیستید مجبور نخوانید. داستان مانند را ریاضیات
موضوع با مواردی چه کنید مشخص بخوانید. سطح گاه و عمیق گاه که است درک قابل کاملا بخوانید. کتاب
که با باشد فت انگیزی ش پیشنهاد این شاید بروید. ر دی صفحه  به صفحه ای از گاه است. مرتبط شما مطالعه مورد
مفاهیم باشید مطمئن ول م شود؛ ساخته قبل ایده های روی از ایده ای هر و است خط موضوع ی ریاضیات اینکه  وجود

م شوند. آموخته نه و تولید خط ل به ش نه
ساخته به نحوی م شود، ارائه موضوع ی متخصصان و امان پیش توسط که مفاهیم یرید ب نظر در را واقعیت این

باشد. فهم قابل عموم استفاده برای که م شود  و پرداخته
که است بعید علاوه براین کنید. مراجعه بعد و قبل مطالب به باید مطلب ی فهمیدن برای که شده اید متوجه احتمالا
بخوانید. را آن مرتبه چند که هستید ناگزیر موضوع ی شدن روشن از قبل گاه بفهمید، خواندن ی بار با را جزئیات همه
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اصول روش •ی

م دهیم. ارائه طولان متن ی با شدن درگیر برای مرحله ای پن اصول روش ی اینک

کنید. مشخص را مهم موارد و بیندازید اجمال نگاه .۱

بپرسید. سوال .۲

بخوانید. را اثبات ها سپس و ام اح ابتدا بودید مایل اگر بخوانید، دقت با را متن کل .۳

دهید. انجام را تمرین ها و کنید بررس را متن یعن باشید، فعال .۴

بیندیشید. .۵

ترتیب و کنید تقلید چشم بسته که ندارد لزوم ول است شده شماره گذاری که این با است، مطالعه روش ساده ترین این
کنید. مراجعه است) مرتبط موضوع به (که ر دی بخش به بخش از و باشید داشته انعطاف است لازم گاه کنید. رعایت را

اجمال •نگاه

بیندازید. متن به مختصری نگاه ، کل دیدگاه یافتن برای ابتدا
فصل دو اصل نتایج دریافت برای که م شود پیشنهاد دانشجویان به مطالعه مهارت های به مربوط کتاب های در اغلب
به این صورت ریاض کتاب های زیرا ندارد، کاربرد ریاض کتاب های در معمولا روش این بخوانند. را کتاب پایان و شروع

دهید. انجام نیز را کار این که است ارزشمند ول نم شوند خلاصه
اول فصل اصل نکات گفت م توان دهید انجام را کار این اگر گرفته اید؟ کار به  اول فصل در را روش این آیا

هستند. چندجمله ای ها و توابع اشتراک)، و اجتماع (مانند مجموعه ها روی اعمال اعداد، مجموعه ها،

کنید. مشخص را مهم •موارد

جستجوی در م شود. مشخص مهم نکات ریز، خیل جزئیات به پرداختن بدون البته و دقیق تر مطالعه ی در
روشن شدن کلید این ها زیرا م گیرند، قرار استفاده مورد رر م به طور که باشید مثال هایی و قضیه  ها تعریف ها، فرضیه ها،

دقت!). با البته ) بخوانید را آن پس است، مهم یعن شد تکرار گزاره ها در چندبار تعریف اگر هستند. موضوع
به ویژه ،∈ و ⊂ بین تمایز ضرورت همچنین باشد. مهم ته مجموعه که م رسد نظر به اول، فصل در به عنوان مثال،

است. بااهمیت آن ها، ظریف تفاوت
محاسبه موضوع، ی درک برای زیرا م دهند، محاسبه فرصت شما به که باشید فرمول هایی و قضیه ها جستجوی در
من به که باشد نکات مفیدترین از ی این م کنم فکر بخوانید، را جمله آخرین دوباره و کنید ث م است. مؤثر روش
را آن محاسبات کم به م کنم سع هستم، نظریات برخ دانستن برای تلاش در وقت اغلب است. شده داده مشاوره

هستند. مهم خیل م گیرند قرار شما اختیار در محاسبه برای که مواردی باشید داشته توجه کنم. درک
نشد. نمایان قضیه ای هیچ در با این وجود بود، مجموعه ی اصل عدد ، محاسبات مفهوم روشن ترین اول فصل در
احتمال محاسبات شامل زیرا گرفت، نظر در م گیرد قرار استفاده مورد بعدا که چیزی به عنوان را آن باید این، از صرف نظر

پرداخت. خواهیم اصل عدد به مربوط محاسبات به ،۵ فصل در است.
این است. حسابان در غیره و زنجیره ای مشتق حاصلضرب، مشتق قواعد، این زمینه در معمول تر خیل مثال هایی

کنیم. محاسبه است) سخت آن با کردن کار که ) تعریف از استفاده بدون را توابع مشتق تا م کنند کم ما به قوانین

بپرسید. •سؤال

است؟ وابسته خاص قضیه یا تعریف این به نظریه چرا مثلا است. سودمند متن مورد در پرسش هایی طرح مرحله این در
به را دارید انتظار متن از آنچه از کامل فهرست م شود؟ منجر نتیجه این به ونه چ و چیست متن این از حاصل مهم نتیجه

کنید. فراهم م توانید پرسش هایتان کم
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م بریم. کار به به عنوان مثال درادامه که است مواردی برای زمینه کردن فراهم متن، اصل نکته

دقیق مطالعه ی •

مسئله حل و تمرین انجام تفکر، با همراه ، اصول باید دقیق خوان این بخوانید. دقیق شوید متعهد که است زمان اینک
باشد.

هر معان دانستن از باید به ویژه بیندیشید. م خوانید آنچه معان به باید واژه هاست. خواندن از فراتر چیزی مطالعه،
کنید. پیدا را آن و برگردید عقب به کرده اید فراموش یا نم دانید اگر کنید. حاصل اطمینان م خوانید که نشانه ای و کلمه
مجموعه ی از عضوی و مجموعه ی بین تفاوت که بیابید اطمینان تا بخوانید دقت با که است ضروری به عنوان مثال،

کرده اید. درک به درست را

کنید. توقف کردن مرور برای متناوب •به طور

آن مورد در و کنید مرور خوانده اید را آنچه کنید، ث م مداوم به طور نخوانید. زیادی مطالب مطالعه، بار هر در کنید سع
م برد؟ آنجا به را ما مشخص نتیجه ی ونه چ و م رویم کجا به کنید. فکر موضوع از کل تصویر ی درباره ی بیندیشید.

بخوانید. را اثبات ها سپس و گزاره ها  ابتدا •

معن این به البته گرفت. نادیده را اثبات ها م توان اول بار برای که شده اند نوشته ل به ش ریاض متون از بسیاری
خواند. را آن ها بعدا م توان همیشه! نه معمولا، اما دارند، جا ریاضیات قلب در آن ها هستند، اهمیت کم اثبات ها که نیست

شوید. درگیر اثبات ها با باید موارد برخ در
م کنیم. معرف کتاب این در زیادی اثبات های ادامه در نباشید نگران نبود، قبل فصل در اثبات هیچ

کنید. بررس را •متن

برای اینکه اول دارید؛ نیاز قلم و کاغذ به دلیل دو به م شود. قلم و کاغذ همراه داشتن به منجر متن بررس ضرورت
» یا مستقیم» محاسبه ی با » نظیر هایی عبارت با اغلب و است مانده به جا نویسنده توسط که اف هایی ش پرکردن
بیان را جزئیات آن یا دهید انجام را محاسبه آن ، مواقع چنین در م شویم. مواجه شود» م واگذار خواننده به جزئیات

کنید. درک را مفهوم عمق که م کند کم شما به کار این درحقیقت کنید.
بررس آیا « .|X| ≤ |Y | آنگاه ،X ⊂ Y اگر که..... است روشن » گفته ام اول فصل از ۹ صفحه در به عنوان مثال

دهید؟ ارائه آن برای مثال چند که نمودید سع آیا است؟ روشن واقعا آیا ببینید که کردید
و {x} ∈ X باشیم داشته زمان هم به طور است ن مم که حقیقت این مانند غیرشهودی حقایق روی آیا مشابه به طور

کرده اید؟ تمرکز {x} ⊂ X

۵.۳ قضیه از م گوید متن اگر م شوند. گرفته کار به  غیره و فرمول ها قضیه  ها، ونه چ بدانیم که است این دلیل دومین
قضیه در حالت این در ببینید یا برد کار به را ۵.۳ قضیه آیا م توان که کنید بررس آنگاه است، شده استفاده Y فرمول یا
نپذیرید. را نویسنده حرف های سادگ به باشید؛ اک ش و کنید اثبات را فرمول ها ترتیب همین به م دهد. رخ اتفاق چه ۵.۳

کنید. حل را مسئله ها و تمرین ها •

سخت کار است مهم چقدر تمرین ها حل اینکه بیان هستند. مسئله و تمرین شامل امروزی ریاض کتاب های اکثر
م دهید. انجام را ریاض که کنید فکر ه بل م خوانید ریاض که نکنید فکر است. فعالیت ی ریاض است.

تمرین تماشای مانند منفعلانه خواندن دارد. نیاز تمرین به آن ها رشد هستید، ریاض عضلات دارای شما کنید فرض
کنید. تمرین که مجبورید نم سازد. را شما عضلات کار این است، سایرین برداری وزنه

و اشتباهات مسئله ها، و تمرین ها به پاس دادن نیست. آن درست فهمیدن به معنای بخوانید فقط را چیزی اینکه به علاوه
نم توانند اما بفهمند، را موضوع ی م توانند آن ها که م شنوم دانشجویان از همیشه . م کند مشخص را شما بدفهم های
پس دهم، انجام را تمرین ها نم توانم اگر است: این اساس . ببرند کار به را مواردی نم توانند یا دهند انجام را تمرین ها



ریاضیات مطالعه  .۲۱۹

نکرده ام. درک را موضوع

•اندیشیدن

به عنوان مثال، است؟ مشابه ری دی چیز با این آیا سازیم. مرتبط قبل داشته های با را آن باید چیزی، کامل درک برای
فکر م توانید آیا ببینید. را اصل عدد م رساند؟ را مفهوم چه م شود، مقایسه ≤ نشانه با که وقت ⊂ نشانه که کنید توجه

باشند؟ داشته م توانند شباهت چه و اشتراک اجتماع که  کنید
به عنوان مثال نم دهد؟ ری دی که م دهد را کاری چه انجام اجازه یا م گوید چیزی چه این که است این ر دی سوال
به را مجموعه ها که م دهند اجازه شد.) اشاره آن به اول فصل در اما است نشده داده توضیح که (چیزی توابع مجموعه
موضوع ی با وقت بنابراین کنیم. صحبت مجموعه ها نسبی اندازه درباره که م دهد اجازه اصل عدد دهیم. ارتباط هم

م دهد؟ را کاری چه انجام اجازه این بپرسید: م شوید مواجه

داد. انجام باید ادامه در آنچه

بروید. پیش نخوانید، دوباره و •دوباره

احتمالا، م خوانید، دوباره را مطلبی اگر شود. منجر آن فهمیدن به پیچیده متن ی حد از بیش خواندن که است بعید
کنید. مطرح پرسش چند و کنید حل تمرین چند بنابراین شماست. کم فعالیت نشاندهنده

ری دی کتاب از به عنوان مثال کنید. جست وجو را زین جای روش ی که است آن وقت کنید، چنین نتوانستید اگر
بازگشت. عقب به م توان همواره رفت. بعد بخش به و کرد صرف نظر باید نهایت در یرید. ب کم

شدن روشن با است ن مم اما شوید. مواجه ل مش با نیز بعدی مفاهیم درک در است ن مم بعد، قسمت به رفتن با
شود. فهم قابل نیز پیچیده متن آن بعدی، مهم قسمت چند

زمان به توسعه و رشد برای و نفوذند نیازمند ایده ها است. زمان نیازمند آن فهم و درک که است موضوع ریاضیات
دارند. نیاز

•بازخوان

در تفاوت بیاید. نظر به عجیب است ن مم بازخوان عنوان نکنید، دوباره خوان م کرد توصیه که قبل بند باتوجه به
احساس که وقت به عنوان مثال م کنیم، بازخوان را مطلب و برم  گردیم عقب به دوباره خوان برای آینده در که است این
از واض تری تصویر یا م کند ار آش را ندیده ایم قبلا که ریزی نکات از بسیاری روش این آموخته اید. را مطالب کردید

م دهد. ارائه ما به موضوع

کنید. خلاصه نویس •

است؟ چنین نیز بعدی مراجعات در آیا اما باشد، واض برایتان است ن مم رساندید پایان به را مطلبی خواندن که وقت
بنویسید. خویش زبان به است. خلاصه نویس برای مناسب زمان اینک
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تمرین

کنید. تحلیل را آن مطالب از خود درک و خواندن ونه چ سپس بیندازید، نگاه ۱ فصل به .۱

مجله یا ایران ریاض انجمن خبرنامه (به عنوان مثال، کنید انتخاب باشد ریاض شامل که را علم مجله یا مجله ی .۲
ونه چ هستند؟ کسان چه آن مخاطب و چیست مقاله هدف بخوانید. را آن از مقاله ای ( ریاض اندیشه فرهنگ و

کنید. بیان را آن اصل نکته سه چیست؟ هدف جمله ی در است؟ شده استفاده ریاض از

نگاه را آن ها اجمال به طور کنید. انتخاب باشد خودتان ریاض توانمندی های  سط در که ریاض درس کتاب سه .۳
دهید. توضیح را خود انتخاب دلیل و است خودمان تر کتاب کدام که کنید بررس کنید،

آن ها کنید، انتخاب کتاب سه هر از را ریاض موضوع ی کنید، انتخاب را سان ی موضوع دربرگیرنده کتاب سه .۴
کدام است؟ کدام بهترین متفاوتند؟ مختلف کتاب های در تعریف ها آیا یرید، ب نظر در مجموعه ی به عنوان را
دارند؟ فایده ای چه نمودارها رسم است؟ شده استفاده موضوع شرح برای نموداری هیچ از آیا م پسندید؟ را تعریف

کنند؟ اشتباه دچار را شما م توانند ونه چ نمودارها
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۳ فصل

۱ ریاضیات نوشتن

به طوری که برسانیم، پایان به ان ام حد سر تا را کار داریم عادت م شود، منتشر علم مجلات در که مقاله هایی نوشتن در
و نباشیم داشته ایم غلط ایده  ابتدا در اینکه شرح یا فراموش شده کور نقاط نگران و دهد پوشش را ن مم حالت های همه

دارد. ادامه همین طور این

“۱۹۶۶ نوبل سخنران ،۱ فاینمن ریچارد ”

اجبار) بله، ) آن ها اجبار توانمند، ریاض دانان به مشتاق دانشجویان تبدیل برای کار سخت ترین مدرس، ی به عنوان
جمله فاقد که نشانه هاست از نامفهوم مجموعه ای شامل آن ها از شده دریافت ارزیابی اولین است. ریاضیات نوشتن درست به
ملاحظه را پاورق داده ام“، پاس درست ”من چیست؟“، جمله نوشتن از ”منظور م پرسند، آن ها است. نشانه گذاری یا
به بتوانیم باید و برسیم، صحیح پاس به درست روش با که مجبوریم ریاضیات در اما کنم، همدردی اظهار م توانم کنید.

است. درست ما روش که دهیم نشان ران دی
هستید، مدرس ی شما اما باشید، داشته معمول واکنش م توانید دانشجویی کار ی در بی معن ادعایی با مواجهه در

دارد. وجود ل مش دو اما م کنم همدردی اظهار نیز دیدگاه این از چیست. منظورم م دانید

دانشجو که نمره ای آنگاه گیرد، کار به  را خود هوش است مجبور نویسنده(دانشجو)، نظر درک برای خواننده اگر (آ)
است۲. خواننده ذکاوت حاصل ه بل نیست خودش تیزهوش به دلیل م کند کسب

بد که ناقص ایده های و بی نظم نشانه های از مجموعه ای به نظم دادن باشد. مهم تر دانشجو برای دوم نکته شاید (ب)
خوب نمره کسب برای مناسبی روش این م کند؛ آزرده خاطر و ناامید را، ارزیابی هر به احتمالِ زیاد، است، شده بیان

نیست.

ناامیدند. نمره کسب عدم از باشد مهم برایشان جزئیات آنکه از بیش م کنند؛ بازی فیلم خوب اه، دانش در دانشجویان
که کنید اعتماد باید م بخشد. بهبود را آن ها رد عمل نوشتن خوب که م پذیرند سال پایان در معمول، به طور با این وجود

م کند. کسب شخص که ا ست سودمندی مهارت نوشتن خوب علاوه بر این، است! مؤثر روش این

از ۱۹۸۸کالیفرنیا، فوریه ۱۵ درگذشته  ⁃ نیویورک ،۱۹۱۸ مه ۱۱ زاده  ،(Richard Phillips Feynman) فاینمن فیلیپس ۱ریچارد

منهتن، پروژه دانشمندان از و داشت مهم سهم کوانتوم ترودینامی ال نظریه گسترش در او بود. بیستم قرن ایی آمری دانان فیزی تأثیرگذارترین
فیزی نوبل جایزه ، کوانتوم ترودینامی ال زمینه در پژوهش هایش به دلیل ،۱۹۶۵ سال در بود. انجامید، اتم بمب نخستین ساخت به که پروژه ای

مختلف کشورهای از مطرح دان فیزی ۱۳۰ از نظرخواه ی در ،۱۹۹۹ سال در کرد. دریافت تومونوجا سین ایترو و شووینگر جولیان همراه به را
شد. انتخاب اعصار تمام برتر دان فیزی ده از ی به عنوان فاینمن (Physics World)بریتانیایی نشریه توسط

نم فهمند! را آن دانشجویان ویم، ب ۲صادقانه

۲۳
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شماست. شایسته نوشتن خوب

ری دی با ایده ی درباره  بخواهید یا باشد آینده برای یادداشت است ن مم دارد. وجود نوشتن برای متعددی دلایل
اگر البته است. تمرین نیازمند مؤثر، و واض متن نوشتن و است دشوار هنری ریاضیات، نوشتن دلیل، هر به کنید. اتبه م

شوید. درک بخواهید
و م کند روشن را اتبه م مورد موارد واق در و دارد همراه به نیز پاداش کار این است؛ مهم فوق العاده نوشتن، خوب
نم توانم پس کنم، تشریح نوشتن با را ایده ی نتوانم اگر که است این بر اعتقاد ، واق در م افزاید. شما درک به درنتیجه

بیندیشید. ریاض دان ی مانند که م کند کم شما به خوب نوشتن چرا اینکه بر است دلیل این کنم. درک را آن

را نکته دو باشید. داشته خاطر در همواره را ر دی شخص این لذا و م نویسیم ران، دی به توضیح دادن برای به طورکل
نکنید: فراموش

کند. ارزیابی را شما کار است قرار که کس به ویژه ، نکنید سخت آن ها بر را کار باشید، مهربان خوانندگان به نسبت •

به مربوط ل مش کند، درک را شما نوشته نم تواند شما، معلومات سط در فردی اگر شماست، با ارتباط مسئولیت •
شماست! نوشتن

ایده های صرفا شده ارائه ایده های شماست. نوشته های کیفیت بهبود برای ایده ها از مجموعه ای م آید، ادامه در آنچه
و سختگیرانه است ن مم گرفته است. قرار عیارسنج و ارزیابی مورد دانشجویان با سال ها طول در ه بل نیستند نظری
بهتری نمرات ارزیابی ها در و دست م یابید واض تری نوشته های به دهید، ادامه را روش این اگر اما آید، نظر به افانه موش

کرد. خواهید کسب
به دستورالعمل ها این دارد. وجود زیادی تفاوت آن ارائه  و مسئله ی پاس یافتن بین که ضروریست نکته این ذکر
نیز قوانین این همه نقض کردن تمرین، ی انجام یا مسئله ی حل برای تلاش هنگام در م دهند. جلا نهایی محصول

است. ران دی برای پاس نوشتن هنگام در دستورالعمل ها این به کارگیری است مهم آنچه ندارد. ایرادی

مثال •ی
م کنیم. بیان را هندسه درس کسینوس قانون

کسینوس:  قانون

لذا باشد. θ برابر a ضل روبه روی زاویه و باشیم داشته اختیار در c و b ،a طول های به اضلاع با مثلث کنید فرض

a۲ = b۲ + c۲ − ۲bc cos θ.

کنید. بررس است شده داده شرح ۲۲ صفحه در که همان طور را متن که است مناسبی زمان نم دانید، را قانون این اگر
این مورد در تحقیق برای نیاز مورد مهارت های اغلبِ کنید. امتحان را عددی نمونه  چند و کنید رسم ل ش چند کنید سع

م شود. پیدا ۱۶ فصل در گزاره
متن ) گرفت نظر در فیثاغورس قضیه از تعمیم را آن م توان θ = π

۲ فرض با که است مفیدی نتیجه کسینوس، قانون
باز زاویه θ که حالت در و کردم اثبات باشد، تند زاویه ی θ که حالت در را قضیه این هندسه، درس در کنید). بررس را
م دهد. نشان است، رسیده به دستم که را جواب هایی از ی بینید م ادامه در که ل ش کردم. رها تمرین به عنوان باشد
کنید سع و کنید نگاه آن به تمرین ی به عنوان م دهیم. ارجاع است، شده انجام که کاری به عنوان مثال، این به ادامه در

است؟ درست آیا این، از مهم تر است؟ راحت خواندنش آیا است؟ معن با آیا بیابید. را آن در موجود احتمال خطاهای
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اساس •قواعد

بپردازیم. بیشتری جزئیات به مورد این در بیایید بنویسیم. شده نشانه گذاری و ساده را جملات که است این اولیه قاعده

بنویسید. •جمله

بنویسید. جمله کنید: نصب خود خانه دیوار بر واقع به طور ر دی ی بار و بنویسید جمله بنویسید، جمله
است. مؤثر شما کار ارائه روش بر واقع به طور و دارد برتری توصیه ها سایر بر توصیه این

چنین ، ریاض زبان نمادین بودن فوق العاده به دلیل که است این مبتدی ریاض دانان غلط تصورات رایج ترین از ی
نشانه ها، است، اشتباه تفکر این کنند. فراهم را نشانه ها از فهرست باید مسئله، ی به پاس دادن برای که م پندارند
کنید. دقت زیر پاس به شوند. بامعن تا شوند افزوده جملات به باید که هستند خاص مفاهیم از برخ خلاصه شده صرفا

است. نوشته زیر به صورت را معادلات از مجموعه ی نهایی جواب دانشجویی

“۰ = ۱ جواب، بدون ،(∅) ته مجموعه ”

جواب بدون و ناسازگار معادلات دستگاه پس شده، منجر ۰ = ۱ معادله به معادلات چون است؛ روشن دانشجو منظور
است.

م داند که است داده نشان دانشجو همچنین است. نهفته جواب در است، ته جواب مجموعه ، که حیات واقعیت این
نوشته او آنچه اما است. غیرضروری پاس در نشانه این گنجاندن درهرصورت م دهند. نشان ∅ نشانه با را ته مجموعه
زیر به صورت و روشنتر باید جواب ندارد. معنایی هیچ به تنهایی که است نمادها از رشته ای این نیست. جمله ی است
این م توان “ است. جواب بدون و ناسازگار معادلات دستگاه پس است، شده حاصل ۰ = ۱ معادله ”چون شود. بیان
نشان پاس در روشن به دانشجو دانش نیست. ضروری اما کرد، اضافه نیز را است“ ته جواب مجموعه یعن ” جمله

کرد. خواهد کسب بهتری نمرات آینده در دانشجو بنابراین است. شده داده
قواعد از استفاده به عنوان مثال، م شود، گرفته کار به نشانه گذاری ها و بخش ها مانند نوشتاری معمول قوانین تمام

باشد. هماهنگ فعل با باید فاعل و باشد داشته فعل ی باید جمله هر است. مهم نسبت همان به نیز زبان دستور
م کنیم. بررس را دانشجو پاس از اول سطر دو کنید. نگاه کسینوس فرمول اثبات مثال به
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بخوانیم: راست به چپ از استاندارد روش به اگر

4CLB 4 CLA a۲ = (c+ x)۲ + h۲ b۲ = h۲ + x۲.

است بهتر کنیم؟ استخراج را نویسنده منظور شویم مجبور باید چرا اما چیست. منظور که است واض دارد؟ معنایی چه این
کند. بیان را خود منظور ابتدا از

داریم 4 CBL مثلث در م دهند. نمایش 4 نماد با را مثلث چرا که این از صرف نظر
از بعد کلمات به اینک است. مناسب جمله ای این .b۲ = h۲ + x۲ داریم 4 CLA مثلث در و a۲ = (c + x)۲ + h۲

کنید: توجه پاس در =⇒ علامت

به صورت اگر است. نشده نوشته خوب اما کنیم، درک را دانشجو منظور م توانیم که است مثال از کامل نمونه ای این
م کنیم. زین جای ... در را آن ،...x = −bcosΘ چون است. واض تر خیل بنویسیم زیر

نمادها

باید جمله هر به ویژه باشد. استاندارد و عرف بر منطبق باید نمادگذاری است. جملات فهماندن نماد گذاری، از هدف
کنید ”فرض به عنوان مثال، گذاشت. نقطه باید آن پایان در شود بیان ریاض زبان به جمله اگر حت شود. تمام نقطه ی با

ی بعدی قسمت زیرا شود؛ گذاشته نقطه باید x = y۴ + y۲ از بعد که کنید دقت است.“ مثبت x آنگاه .x = y۴ + y۲

است. درست نیز برابر عبارت های از فهرست برای مورد این است. جدید جمله

x = y۲ + ۲y

= y(y + ۲)

برای شوند. نقطه گذاری باید ریاض عبارات است۳. اشتباه ل ش این به یابد، پایان نقطه ی با باید فوق عبارت
x = ۴a + ۳b کنید ”فرض شود نشانه گذاری زیر ل به ش باید “b ∈ Z a ∈ R هرگاه x = ۴a + ۳b کنید ”فرض مثال:

کنید. توجه زیر مثال در نهایی و کامل توقف و ویرگول سه به “.b ∈ Z ،a ∈ R هرگاه

f(x) :=

{
x۲, x ≥ ۰,
۰, x ≤ ۰.

”در در احتمالا ندارد! نشانه گذاری هیچ م بینید که همان طور کنید. رجوع کسینوس فرمول اثبات به ر دی به عنوان مثال
م داند؟ کس چه است، نیافته پایان نقطه ی با ول است شده شروع جمله ی “...4 CLA

دارید. نگه ساده را آن •

استفاده کوتاه جملات و کلمات از ، مهارت چنین به رسیدن برای م شود. نوشته اقتصادی بسیار روش به ریاضیات
بپرهیزید. زیاد تناقضات با پیچیده جملات نوشتن از ابهامات، از جلوگیری برای است. آسان کوتاه جملات خواندن کنید.

کنید: توجه م شود خوانده به سخت که زیر مثال به

خوب، بسیار دارد؟“ اهمیت چه ندارید، ل مش آن با شما که زمان ”تا است. بحث برانگیز موضوع ی این م کنند فکر مردم از ۳برخ

کامل توقف با جملات که است این اکثریت نظر اما شویم! خلاص کامل وقف های تمام از و کنیم اعمال جمله ای هر برای را استدلال این م توانیم
شوید. همراه آن با م یابد؛ پایان
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x ترتیب به که م باشند منف صحیح اعداد مجموعه روی شده تعریف تابع با برابر که شده اند تعریف طوری g و f ”توابع
م برند.“ آن مربع منف به را x و آن مربع به را

بنویسیم. زیر به صورت که است بهتر

کنید فرض باشد. منف صحیح اعداد مجموعه ،Z≤۰ = {...,−۵,−۴,−۳,−۲,−۱,۰} یرید ب نظر ”در
باشد.“ شده داده g(x) = −x۲ ضابطه ی با g : Z≤۰ −→ R و f(x) = x۲ ضابطه ی با f : Z≤۰ −→ R

کردیم تعریف کلمات حسب بر را مجموعه همچنین کرده ایم. تعریف مجزا جملات با را نگاشت ها دامنه که کنید دقت
را g و f تعریف های “ ”به ترتیب کلمه به کارگیری با اول جمله در پرداختیم. آن توضیح به متفاوت روش به نوشتن با و
اوقات گاه شده اند. تعریف نشانه ها استفاده از با و شده اند جدا هم از آن ها دوم جمله در درحال که کردیم. بیان درهم

ببینید. ۳۶را صفحه نیست؛ چنین هم گاه و است روشن تر نشانه ها از استفاده

کنید. بیان روشن به طور را خود هدف •

خودتان) به آینده در ) ری دی شخص به را تفکری شما که است قرار است. برقرارکردن ارتباط نوشتن از هدف
اشتراک به به راحت م توان را غیرمنتظره یا نادرست ایده ی دارم) زمینه این در زیادی تجربه ی متأسفانه( دهید. انتقال

م شود. داده زیر مشاوره اتفاق چنین از جلوگیری برای گذاشت.

کنید. آگاه را خواننده دهید، توضیح دهید، انجام م خواهید را آنچه •

انجام را کار این وقت کنید تصور الزامیست. دهید، انجام م خواهید را آنچه توضیح دادن نیستند. روح خوانندگان
و فرمول ها نشانه ها، از فهرست فراهم کردن شد گفته قبلا که همان طور هستید. خود مطالب تفسیر حال در م دهید،

م کند. کم نیز نمره کسب در شما، فهم میزان نمایش ضمن خوب، توصیف ی نیست. کاف نامرتبط گزاره های
به عنوان مثال: کنید. آغاز دهید، انجام م خواهید آنچه بیان با را خود استدلال

است،“ متناه مجموعه Xی که م دهیم نشان اینک ”

که...“ کنیم ثابت ”باید

مانند عبارات با را خود استدلال م توانید مشابه به طور

است،“ متناه مجموعه ای X که م دهد نشان استدلال این ”
یا

که....“ کردیم ثابت ”

برسانید. پایان به
یا دارد ان ام ” یا باشد“ ن مم باید ” مانند عبارات به کارگیری از کنید. بیان مشخص و روشن را خود ادعاهای

باشید. اندیش مثبت دارد“. وجود ان ام این ” که کنید ادعا بنابراین بپرهیزید. ندارد“
برقرار توازن ی خود، نوشته های نقد و تمرین کردن با کنید. خودداری جزئ چیز هر درباره  زیادی توضیح از البته

کنید.
بینیم. م را زیر عبارت کنیم، نگاه پاس انتهای به اگر

م رساند. پایان به زیر به صورت را خود پاس بود بهتر

“...x = −b cosΘ”
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به طور زیرا است؛ بهتر خیل این قطعا .a۲ = b۲ + c۲ − bc cosΘ که م گیریم نتیجه بالا رابطه در عبارت این زین جای با
برای که م شود برداشت چنین این صورت، غیر در است. شده ثابت م کردیم، ثابت باید را آنچه که م کند ادعا ضمن
استفاده از با همچنین رسیده ایم. جواب به کند فکر تا نوشته ایم مطلب انتهای در را کسینوس ها فرمول ، مصح فریب

است. شده حاصل چیزی چه که دهید توضیح نهایی، جمله در م شود“ ”نتیجه کلمه

دهید. توضیح را خود ادعاهای •

شامل جملات از یعن است. آمده به دست کجا از ویید ب کنید، ادعا فقط اینکه به جای

غیره و داریم“ بااستفاده از، اینکه، به توجه با به علت، ازآنجا، به دلیل، به عنوان، ”

عبارت که است روشن مثال، برای کنید. استفاده

است“ ناته جواب مجموعه که م بینیم ۴(الف) قضیه به کارگیری ”با

عبارت به نسبت

است“ ناته جواب مجموعه ”

عبارت و است. بهتر

است،“ مثبت x زیرا x۳ > ۰”

تنهای عبارت از

“ x۳ > ۰ ”

بودن مثبت اگر که است این در نکته نیست. برقرار x۳ > ۰  ،R به متعلق دلخواه x برای زیرا است. بهتری گزینه
توضیحات چنین است. نادرست“ ”مسلما گزاره که کند فکر و شود گمراه خواننده است ن مم باشند، نکرده ذکر را x

ندارد. زیان سودمندی،
است. شده استفاده فرمول از زمان چه وییم ب که است این ر دی مثال

“ .f ′
(x) = ۲x cos(x۲) زنجیره ای قاعده به بنا ”

دادده اید. شرح را خود دانسته های ترتیب این به
برم گردیم. کسینوس ها قانون از دانشجو اثبات اول سطر چند به

شود: گفته است بهتر که دیدیم قبلا
.b۲ = h۲ + x۲ داریم 4 CLA مثلث در و a۲ = (c+ x)۲ + h۲ داریم 4 CBL مثلث در

گوید: م ساده به طور چیست؟ بعدی سطر اما

یعن اول معادله  دو مورد در قطعا آورده اید؟ به دست را نتیجه ای چنین ل، ش از آیا
شده  حاصل اول معادله در پرانتز بسط از ه بل نیست، اینطور از آخر مورد در ول بله b۲ = h۲ + x۲ و a۲ = (c + x)۲

داریم: پرانتز بسط با وییم ب باید بنابراین است.

a۲ = c۲ + ۲cx+ h۲ + x۲.
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نیست. زیر عبارت بیان به نیازی که م شویم متوجه م کنیم، نگاه بعد سطر به وقت

اول معادله مبسوط فرم در a۲ = (c+ x)۲ + h۲ دوم معادله ذاری جای از این
است. آمده به دست a۲ = c۲ + ۲cx+ h۲ + x۲

وییم: ب چنین باید

با و داده بسط را اول معادله .b۲ = h۲ + x۲ داریم 4 CLA مثلث در و a۲ = (c+ x)۲ + h۲ داریم 4 CBL مثلث ”در
“.a۲ = b۲ + c۲ + ۲cx داریم: دوم معادله از b۲ زین جای

ساده آنقدر محاسبات اما دهید، بسط م توانید درصورت تمایل ندادیم. بسط را کمانک داخل عبارت که کنید دقت
کند. بررس نیستید، موافق اگر ندارد. مصرف کردن جوهر ارزش که است

کنید. بیان را خود منظور •

کند. کم کار این در م تواند زبان دستور از دقیق استفاده است. دشوار و مهم نویسنده منظور بیان نوشتاری هر در
در باید ضروری اطلاعات تمام کند. کشف متن از را منظورتان شود مجبور نباید خواننده که است این قاعده اولین

باشد. مبهم نباید چیزی هیچ باشد. موجود شما نوشته
بدون نیست! چیزی صراحت، بدون ریاضیات باشد. صریح ریاضیات دارد دوست و است عاشق واقع ریاض دان
مختلف گروه های یا باشد مبهم ایده ها از ی اگر ساخت. ری دی مفهوم روی از را مفهوم ی نم توان صراحت
آن ها بروز از جلوگیری برای ما تلاش های و م کنند پیدا ظهور فرصت خطاها آنگاه باشند، داشته متفاوت برداشت های

باشید! دقیق پس است. بی حاصل
کنید. استفاده “ ”عموم و ”وجودی“ سورهای از به عنوان مثال،

نوشتن جای به

“f(x) = ۵ ”

شرایط باتوجه به است؟ برقرار xها همه یا ،x ی حداقل ،x ی برای این که بپرسد خواننده است ن مم است مبهم که
بنویسید. را زیر ،عبارات

.f(x) = ۵ ،x ∈ R هر ازای به یا f(x) = ۵ ،x ∈ R بعض برای

دهند. م شرح را زمینه این در دقت اهمیت که است سورهایی درمورد ۱۰ فصل

نشانه ها از استفاده •

استفاده  ول نیست. گریزی راه است، نمادین به شدت ریاضیات اینکه از م پردازیم. نشانه ها مورد در نکات به اینک
نم شود. ریاض استدلال ی ایجاد باعث ، ریاض نشانه های از زیاد

نشانه ها یا واژه ها •

اعداد، نظریه در اویلر مشهور قضیه به عنوان مثال هستند. کوتاه نشانه ها یا اختصاری علامت های

e۲π
√
−۱ = ۱

دارد. کمتری تأثیر است شده نوشته واژه ها با که آن معادل عبارت است۴. شده بیان نشانه ها برحسب خلاصه به طور
زوج اول عدد تنها ۱و یعن مهم طبیع عدد دو البته و ⁃۱ دوم عدد ریشه ،π ،e مانند ریاض معروف ثابت های از بسیاری که است مهم قضیه ۴

ریاضیات کل در قضیه زیباترین به عنوان را قضیه این (۱۲ (جلد IntellingencerMathematical مجله ۱۹۹۰ سال در م زند. پیوند هم به را
است. کرده معرف
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است.“ ۱ برابر ⁃۱ دوم ریشه در قطرش بر تقسیم دایره محیط برابر دو توان به e ”عدد

” بنویسید « ∴ » نشانه به جای مثال، برای م زند. رقم را خوب عموم قاعده ی واژه ها، از استفاده با این وجود،
مشابه به طور م کنند. استفاده آن از کتاب محدودی خیل تعداد بنابراین“.

است.“ حقیق x۲ ⇐= است گویا x ”عدد

نوشت. زیر ل به ش توان م را

است.“ حقیق x۲ م دهد نتیجه است گویا x ”عدد

به جای مثلا کنیم، استفاده واژه ها و نشانه ها از هم زمان به طور که است بهتر جملات از بعض در

“۱= پاس ”

شود نوشته باید

است.“ ۱ برابر پاس ”

مانند، جملات در غیر این صورت

“ ۵=۹ از تر کوچ فرد طبیع اعداد ”تعداد

اعداد م شود. منحرف “ ۵=۹ ” نادرست عبارت سمت به فرد چشم اما است درست آن خواندن که م شود؛ ساخته
مانند شوند نوشته حروف به باید دارند صفت نقش که کوچ

مجموعه“ ”دو

مانند شوند. نوشته عددی به صورت باید روند م به کار عدد یا اسم به عنوان که وقت

است.“ ۲۳ مساوی معن ...به ” و “۳ ”لم

: ر دی مثال

است.“ ۳ برابر ریشه ها از ”ی

م شود. نوشته ل ش دو هر به سنت به طور و است استثناء ۱ عدد
در عضویت اول دارند. تفاوت هم با ε و ∈ که است واض م شوند. ابهام باعث شبیه به هم نشانه های که کنید توجه
به کار هم به جای را آن ها نویسندگان برخ که بدانید ول است. اپسیلون یونان حرف دوم م دهد، نشان را مجموعه ی

م برند.
م کنیم: بازنویس را است 4 CBL استاندارد نشانه شامل که اول سطر چند شد گفته قبلا که همان طور

“.b۲ = h۲ + x۲ داریم 4 CLA مثلث در و a۲ = (c+ x)۲ + h۲ داریم 4 CBL مثلث ”در

است. مساوی معنای به مساوی •

م آموزند. بچه ها که است نشانه هایی اولین از ی و است ریاضیات نشانه های رایج ترین از ی ،“=” تساوی نشانه
م شود. استفاده آن از غلط ل به ش هم هنوز به همین خاطر، شاید یا و بااین وجود

ی دقیقا تساوی طرف دو در واق ش دو که م کنیم ادعا تساوی، نشانه ی به کارگیری با که کنیم توجه و برگردیم باید
در برابری ایده نیست! کاف بودن شبیه به هم اندک دور از نیست. کاف بودن نزدی به هم  یا بودن سان ی تقریبا هستند.

باشید. داشته به خاطر بنابراین است. برقرار نیز اشیا سایر برای هرچند باشد دوم ماهیت باید اعداد مورد

تساوی. یعن تساوی
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باشد مجموعه طرف ی در اگر باشد. تابع باید نیز ر دی طرف در باشد، تابع طرف ی اگر که است این نکته ی
باشد. مجموعه باید نیز ر دی طرف در

است: نوشته دانشجویان از ی اول عامل های به عدد ی تجزیه درباره سوال به پاس در

.۳ و عوامل۶=۲

درست است. شده بیان نادرست به صورت هم پاس ندارد، خوبی نمای ۲=۶ اینکه و زیبا جمله نازیبایی از صر ف نظر
است: بهتر پاس این لذا نیست؛ برابر “۳ و ۲ ” با این اما هستند ۶ عامل های ۳ و ۲ و است و۳ ۲ حاصلضرب ۶ که است

.۳ و ۲ از: عبارتند ۶ اول عوامل

عبارت بیابید. را x۳ تابع مشتق یرید. ب نظر در را بعد تمرین به همین ترتیب،

x۳ = ۳x۲

بیان است داشته قصد دانشجو که نیست چیزی اما است. معادله ی واق در و ریاض عبارت ی این نیست. درست
به صورت عبارت این نوشتن صحیح روش کند.

d
dx

(
x۳) = ۳x۲

است.
علامت ی مانند تقریبا است. بعد سطر با سطر ی رابط به عنوان تساوی نشانه ی از استفاده رایج، بسیار اشتباه ی

م شود. بیان زیر در نتایج نمایش صحیح روش است. فرآیند بعدی بخش این که م گوید

تساوی علامت به وسیله نتایج نمایش •

مثال، برای کرد. استفاده صفحه عرض از باید است کوتاه عبارت هرگاه

(x+ ۳)۲ = (x+ ۳)(x+ ۳) = x۲ + ۶x+ ۹.

بنویسیم:۵ زیر ل به ش صفحه پایین سمت به که است مرسوم طولان محاسبات برای

(x+ ۳)۲ + x۲ = (x+ ۳)(x+ ۳) + x۲

= x۲ + ۶x+ ۹ + x۲

= ۲x۲ + ۶x+ ۹.

به صورت استدلال روند کردن قط از م آید. به دست کجا از خاص نتیجه ی که کنیم تأکید است نیاز اوقات گاه
کنید. پرهیز زیر

= x۲ + ۵y

۶ قضیه به بنا = x۲ + ۵y...

۶.۴ قضیه طبق کنید فرض کنید. عمل زیر ل به ش کنید، بیان جزئیات با را گام ی بودن درست دلیل که است نیاز اگر
بنویسیم: است بهتر ،y = ۳ داشته باشیم:

x۲ + ۴x+ y = x۲ + ۴x+ ۳, ۶.۴ قضیه به ,بنا

= (x+ ۱)(x+ ۳)...

م دهیم. انجام را آن است سنت و عمل کار این چون درهرصورت اما م کند نقض را نشانه گذاری قانون روش این ۵متاسفانه،
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کنید. دقت قضیه به اشاره از بعد و اول سطر عبارت نمادین بیان از بعد نشانه گذاری به

نکشید. جایی هر به را فلش ها •

کار این شید، ب اینجا به آنجا از طولان فلش ی که م شوید وسوسه باشد، قبل از نتیجه ای نیازمند نتیجه ای اگر
دهید نسبت نشانه ی یا شماره ی اسم، ی نظر، مورد نتیجه به آن به جای ندهید. انجام را آن لذا نیست، زیبایی نمایش

دهید. ارجاع آن به سپس و
است. شده استفاده فلش ها از کسینوس ها قانون مثال در

         
دهیم. تغییر زیر ل به ش را آن م توانیم

داریم دوم معادله از b۲ زین جای با و داده بسط را اول ”معادله
a۲ = b۲ + c۲ + ۲cx. (∗)

...
... =⇒ x = −b cosΘ.

“.a۲ = b۲ + c۲ − ۲b cosΘ که م گیریم نتیجه (∗) در x ذاری جای با

شود. رعایت آن در شده داده پیشنهادات که کنید بازنویس طوری را کسینوس ها  قانون اثبات .۱ .۳ تمرین

کردن تمام یا رساندن پایان به •

ناز مانند نوشتاری اشتباهات شامل م تواند این بیابید. را خطاها آن خواندن با یعن کنید. اصلاح را خود کار همواره
باشد. ریاض اشتباهات حت یا دستوری اشتباهات صفر، به جای سفر مانند املائ اشتباهات یا باز به جای

و شوید متوقف دارد ایراد کار که جاهایی در که م شود باعث خواندن بلند صدای با بخوانید. آهسته را خود کار
فکر که هستید چیزی خواهان بیشتر شما زیرا بخواند، را شما کار که بخواهید ری دی فرد از گاه شود. دیده خطاها
بر نهایی مسئولیت همیشه نکنید. سرزنش را او شد، اشتباه دچار متن خواننده اگر دارد. وجود واقعا که آنچه نه م کنید

است! نویسنده عهده
ابتدا که، معن این به کنید. تمرکز متن اصلاح جنبه ی بر زمان، هر در که است این مفید اصلاح روش ی
بسته کمانک ها همه آیا کنید، بررس را آن انشا و املا سپس است؟ درست آیا یعن دهید. قرار بازبین مورد را متن دقت

باشد. روان خواندن هنگام و صحیح مطالب، ترتیب که کنید بررس سپس غیره. و شده اند؟
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تأمل •

آن سراغ به تازه تری دید با سپس ذارید، ب کنار را خود کار مدت برای است. نوشتن روند از مهم بخش اندیشیدن
اجراست. قابل پروژه ها برای اما نیست، ان پذیر ام الاجل ضرب کارهای برای روش چنین که است بدیه بروید.

و است.) کلمات از بهینه استفاده منظورم ) گذاشت؟“ کنار م توان را چیزی ”چه بپرسید م خوانید دوباره وقت
کلمات و جمله ها ، اول برای م شود.) متن بهتر درک به منجر بیشتر مثال های ) کرد؟“ اضافه م توان را چیزی ”چه
م رسانند را منظور آیا هستند؟ ضروری و شده اند؟ معرف نشانه ها همه ”آیا که بپرسید همچنین کنید. حذف را غیرضروری

نوشته ام؟“ جملات به وسیله را متن ”آیا همه از مهم تر و نشانه هاست؟“ از مجموعه ای از فراتر چیزی آیا است؟ ساده و
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تمرین

و β ،α برابر ترتیب به آن ها روبه رو زاویه های که داریم c و b ،a اضلاع طول با مثلث کنید فرض سینوس: قانون .۱
آنگاه هستند. γ

sinα

a
=

sinβ

b
=

sin γ

c
.

است. داده پاس زیر به صورت کنید.“ اثبات و بیان را سینوس ”قانون سوال به دانشجویی آزمون، ی در

باشد. درک قابل آسان به و شده نوشته درست به صورت که کنید بازنویس طوری را پاس

”بیشینه سؤال به شده داده پاس م کنند، رسم را آن نمودار و م یابند را تابع ی کمینه و بیشینه ونه چ که م دانید ۲.اگر
کنید. بازنویس را زیر ل ش در “ کنید. رسم را آن  نمودار و بیابید را f(x) = ۲x۳ − ۱۲x۲ + ۱۸x تابع کمینه و
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روشن و واض که کنید بازنویس طوری را آن پاس و کنید پیدا را ریاض دروس در خودتان قدیم تمرین ها از ۳.برخ
یرید. ب دوستانتان از مثال هایی م توانید حت باشد.
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یده چ

بنویسید. شده نشانه گذاری و ساده را جملات ◀

کنید. حفظ را سادگ ◀

دهید. توضیح م دهید انجام را آنچه ◀

کنید. بیان را منظورتان ◀

کنید. استفاده کلمات از نشانه ها به جای به طورکل ◀

برابری. یعن تساوی ببرید، کار به درست را تساوی ◀

نکشید. جایی هر را فلش ◀

کنید. استفاده اعداد و نشانه ها از معادلات مشخص کردن برای ◀

کنید. ویرایش ◀

دهید. انعکاس ◀



۴ فصل

۲ ریاضیات نوشتن

م گیرید. یاد نیز نوشتن با م گیرید یاد خواندن با که اندازه همان

“۱۹۰۶ مدرن تاریخ سخنران های ،۱ اکتون لرد ”

مثال هایی و کنیم ورود ویژه تر باید فصل، این در بودیم. ریاضیات نوشتن پایه ای قواعد و اصول نگران گذشته، فصل در
کنیم. مطرح م بخشد، بهبود را ریاضیات بیان که روش هایی از خاص

بیان شفافیت

کنید. استفاده آنگاه“ از” باید آنگاه م کنید، استفاده ”اگر“ از شما اگر •

(،) ویرگول ی با که بوده این بر (رسم کنید. استفاده نیز ”آنگاه“ از آنگاه م کنید، استفاده ”اگر“ کلمه  از شما اگر
است). رسیده پایان به سنت این عمر م رسد، نظر به ول شود، تأکید آنگاه کلمه از قبل

جمله که به این معن

است.“ فرد x۲ باشد، فرد x ”اگر عبارت به نسبت است.“ فرد x۲ آنگاه باشد، فرد x ”اگر

نباشد: نیاز ”آنگاه“ به طوری که باشند ”اگر“ شامل که شوند نوشته ل به ش م توانند جملات شود. داده ترجیح

باشد.“ فرد x اگر است فرد x۲”

برای شود. اشتباه نتیجه نم گیرید کار به را آن وقت است ن مم اینکه برای کنید، استفاده ”آنگاه“ از ، کل حالت در اما
مثال

“.a+ b > ۰ ،b > ۰ ،a > ۰ ”اگر

که باشد معن این به م تواند معناست؟ چه به

“.a+ b > ۰ و b > ۰ آنگاه ،a > ۰ ”اگر

.b = ۵a مثال، برای دهد، نتیجه را b بودن مثبت سپس و باشد مثبت a است ن مم
به معن یا

“a+ b > ۰ آنگاه ،b > ۰ ،a > ۰ ”اگر

نیویورک، ،۱۹۱۸ مه ۱۱ زاده  اکتون لرد به مشهور ،(John Emerich Edward Dalberg − Acton) اکتون دالبرگ، ادوارد امری ۱جان

بود. میلادی ۱۹ سده در انگلیس مورخ و فیلسوف ۱۹۸۸ فوریه ۱۵ درگذشته 

۳۷
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خواننده حالات، از بسیاری در م کند. ایجاد ابهام ”آنگاه“ افتادن قلم از که است این نکته است. درست همیشه که باشد،
از را مفهوم خواننده نباید است. مطمئن تر آن حذف نکردن اما کند، درک ”آنگاه“ حذف با را گزاره مفهوم م تواند

است. نویسنده با نوشته ای هر نتیجه مسئولیت باشید، داشته خاطر به شد. ب بیرون سردرگم کلاف

بخوانیم. درست نام با را اشیا نیست؛ ”فرمول“ چیزی هر •

معادله یا فرمول را نمادها از گردایه ای هر مبتدیان، از بسیاری بنابراین م شود، فرمول ها به زیادی توجه ریاضیات در
است. عبارت ی ۳x۲ − ۷x مثال برای م شود، گفته جمله یا عبارت گردایه، ی به کل حالت در م نامند.

توجه است. معادله ی ۳x۲ − ۷x = ۴x مثال برای مساویند. ر دی ی با که م شود شامل را عبارت دو معادله،
باشد. تساوی ی باید معادله در که چرا نیست معادله ،x ⩽ ۵ مانند نامعادله، که کنید

م آید، به دست ری دی عبارت از چیزی محاسبه برای روش که زمان اغلب م کند. بیان را قاعده ای یا رابطه فرمول،
مثال: برای م گیرد؛ قرار استفاده مورد

م شود. بررس مبین) به (مشهور D =
√
b۲ − ۴ac فرمول ،ax۲ + bx+ cx = ۰ درمورد

بودن مجموعه مانند مفاهیم بین که کنید دقت همچنین م زنید. صدا خودش نام با را چیزی هر که شوید مطمئن پس
شوید. قائل تفاوت بودن، عضو و

تابع ی اول دهید. تشخیص هم از هستند، f(x) و f که را نقطه ی در مقدارش و تابع ی باید اینکه ر، دی مثال
شما ویم، ب دقیق تر ببینید). را (صفحه۱۳ است x در f مقدار f(x) درحال که کرده ایم، ذاری نام f با را آن که است
بدانند است بهتر که م شود؛ گرفته نادیده ریاض دانان برخ توسط نکته این بااین وجود، بنامید. تابع ی را f(x) نباید

م شود). نیز خودم (شامل
را خاص تابع ی مقدار که است فرمول) یا عبارت (یا معادله ی f(x) = ۳x۲ بالا، مطالب باتوجه به خلاصه، به طور

م دهد. ارائه

کنید. دوری ”آن“ •از

اینکه به خاطر است زبان در مفید بسیار کلمه ی ”آن“ کلمه  باشد. واض و روشن باید م گویید سخن آنچه مورد در
مبهم م تواند ”آن“ متأسفانه است. چیزی چه وییم ب به راست آنکه بدون وییم ب سخن چیزی مورد در م دهد اجازه ما به
م کنیم. صحبت چه مورد در ندانیم به راست که شود استفاده پنهان ل به ش م تواند ”آن“ کلمه ریاضیات، نوشتن در و باشد

م شود. انجام عمد از گاه متاسفانه یا گاه ناخودآ به طور و است خودفریبی نوع این
جمله، آیا کنید. جابه جا مناسب عبارت یا کلمه با را آن آنگاه کردید، استفاده ”آن“ کلمه از که شدید متوجه شما اگر

دهید. تغییر را آن نه، اگر م رساند؟ را مفهوم هنوز

اعشاری تقریب های •

است. معمول آمار یا کاربردی ریاضیات در اما نیست، اعداد اعشاری تقریب از استفاده به تمایل محض، ریاضیات در
از هستید مجاز باشید، ال اش رسم حال در اگر نم شوند. استفاده هرگز محض ریاضیات در که نیست معن این به  البته
قط را مختصات محورهای دوم درجه معادله  ی که ان م کردن پیدا در مثال، برای کنید؛ استفاده اعشاری تقریب های

۰/۶۵۶۹۸۷۵۹۵ عدد زین جای از بهتر آن کردن رها باشد، sin ۷ جواب، پایان در اگر محض، ریاضیات در ول م کند.
دو هر

√
۲ ' ۱/۴۱ و π ≈ ۳/۱۴ پس ببرید. کار به  را ≈ یا ' نماد نمایید، استفاده تقریب از شدید مجبور هرگاه است.

صفحه است، سان ی معن به تساوی که آورید یاد به است؛ غلط درحقیقت π = ۳/۱۴ که است این نکته است. پذیرفتن
ببینید. را ۳۸

تقریب ی این و است درست کاملا ،۰/۵ از استفاده کنید توجه شود. استفاده ۰/۵ یا ۱
۲ از sin π۶ بیان برای شاید

اعشاری ها! با نه هستیم، مخالف تقریب ها با کنید دقت نیست.
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نمادها یا کلمات

نکنید. شروع نماد با را •جمله ها

نبرید! به کار را زیر جمله مانند جملات نکنید! شروع نماد با را جمله ها

است.“ R دامنه ی با تابع ی f”

مثال، برای یا

است،“ متناه مجموعه ی X ”

مانند جمله ی م توانیم است. بد ه بل نیستند خوب تنها نه
جمله در پس است؛ ضرب نماد نقطه، ریاضیات در ببینیم. را نیست.“ Y در x .X از است عضوی x که یرید ب نظر در ”

شود. خوانده X در ضرب x ،x.X است ن مم بالا
جملات نمونه، برای م کنیم. استفاده نماد آن بیان برای توصیف کلمه ی از لات مش چنین از جلوگیری برای

کنیم: بازنویس زیر به صورت م توان را بالا ناصحیح

است.“ R دامنه ی دارای ،f ”تابع
است.“ متناه ،X ”مجموعه

و

نباشد.“ Y عضو x و باشد X از عضوی x کنید ”فرض

مثال، برای ببرید. به کار جمله ابتدای در را داریم“ ” مثل عبارت که است این ر دی ار راه

.g(x) = ۲x۴ − ۵x− ۳ داریم:

استلزام نماد به توهین •

است. =⇒ استلزام نماد م کنند، استفاده بد خیل آن از مبتدی ریاض دانان معمولا که نمادی
پس شود، استفاده تساوی علامت به جای نباید و شود، که“خوانده م دهد ”نتیجه یا م دهد“ ”نتیجه باید اینکه، اول

.۵ − ۳ =⇒ ۲ ننویسید
که است این درست استفاده  ندارد)، زیان نیز این جا در (بیانش دید خواهیم بعد فصل های در

جمله“ =⇒ ”.جمله

مثال برای

باشد“ فرد x =⇒ است فرد x۲.”

هیچ گاه پس نم شود، آغاز که“ م دهد ”نتیجه با جمله ای هیچ نم شود، شروع تساوی نماد با جمله ای هیچ که همان طور
که است بهتر احتمالا آنگاه کنید، شروع استلزام با است نیاز که م کنید احساس اگر نم شود. شروع نیز =⇒ با جمله ای
خط به خط ی از رابط ی به عنوان =⇒ از دانشجویان از بسیاری مشابه به طور بنویسید. را که“ م دهد نتیجه ”این
کجا استلزام نماد از که نیستید مطمئن اگر م کنند. استفاده م دهیم“ انجام بعدا ما که است چیزی آن ”این مثل بعدی
مفید اغلب بخوانید، =⇒ جای به که“ م دهد ”نتیجه یا م دهد“ ”نتیجه با و بلند صدای با را جمله پس کنید، استفاده

است.
دو که م کند ادعا دوشرط استلزام ببینید. را ۹ فصل م آید. به وجود مشابه لات مش ⇐⇒ نیز دوشرط استلزام با
بنویسیم. را تساوی نماد زمان چه اینکه از کنیم تهیه بالا بلند فهرست باید وییم، ب دقیق تر هستند.اگر (معادل) هم ارز جمله

شد. خواهد ارائه مثال ۲۱ فصل در مورد این در
کنید. مطالعه دقیق به طور را ۹ و ۷ فصل های کنید، استفاده ⇐⇒ یا =⇒ از ونه چ که نم دانید اگر
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کنید. استفاده معمول نشانه گذاری و نماد از •

حاصل قطرش بر دایره ی محیط تقسیم با که است π عدد مثال، اولین دارند. ثابت و معمول معن نمادها، از برخ
با را استدلال که است درست روش این اما دهیم، نمایش π از غیر چیزی با را نسبت این که نیست معمول این م شود.
هم ری دی درست معان م تواند π به علاوه، کنیم. آغاز باشد“ قطرش بر تقسیم دایره ی محیط ،α کنید ”فرض فرض
اول حرف و م دهد نشان را p ،π که دلیل این (به م رود کار به تصویری نگاشت ی به عنوان مثال، برای باشد؛ داشته

م شود. استفاده نیز جبری توپولوژی در فضا ی از بنیادی گروه برای است). p انگلیس زبان در تصویر۲ کلمه
سع دارد. ادامه همین طور و طبیع عدد ی n ، کوچ مثبت عدد ی به معن معمولا ،ε مانند ر، دی نمادهای

را مثال ها اینگونه از فهرست کنند. ساده تر خواندن برای را کارتان تا ببندید، کار به را آن ها و بدانید را قراردادها این کنید
دید. م توان (ب) پیوست در

کنید. تعریف را خود نشانه گذاری و نمادها •

نمایش را تابع ی معمولا که f مانند م شوند، گرفته کار به خاص اشیا برای نمادها از بسیاری دیده ایم، که همان طور
کوچ حروف و م کنیم، استفاده مجموعه ها برای را Y و X مانند بزرگ حروف که کرده اید توجه احتمالا و م دهد

که چرا شوند تعریف واض به طور باید نمادها قراردادها، این باوجود م دهند. نشان را مجموعه ها آن اعضای ،x مانند
ی X کنید ”فرض بنویسید اینکه بنابراین، کند. استفاده متفاوت نماد از شما هدف همان برای خواننده ای است ن مم

اول تمرین در م توانید را دست این از ری دی مثال نمایید. استفاده توضیح بدون X از که است آن از بهتر باشد“ مجموعه
آیا نشده اند. تعریف γ و β ،α ،c ،b ،a حروف که است داده ارائه سینوس قاعده  از گزاره ای دانشجویی که ببینید ۳ فصل

داده اید. ارائه حروف از تعریف پرسش، آن به پاسختان در
نماد م رود، به کار شد گفته آنچه برای π که م دانند ریاض دانان بیشتر مثلا ندارند؛ معرف به نیاز نمادها از برخ

دارد. ادامه روند این و انتگرال گیری به
∫

نماد م شود، مربوط جم به
∑

بخشیدن بهبود

کنید. استفاده ربط عبارات از •

تشخیص قابل به درست برهان ی در نتیجه گیری ها و مفروضات که است این دارد، وجود نوشتن در که ری دی مسئله 
مانند عبارات کنید. استفاده ربط عبارات و کلمات از نتیجه، بیان از قبل باید ل، مش این از جلوگیری برای نیستند.
نگاه ریاضیات از کتابی در اگر شده اند. درست نتایج و استلزام اثبات برای درنتیجه“ از، بنابراین، نظربه اینکه، ”پس،

دید. خواهید درنتیجه، و بنابراین پس، از، فراوان موارد بیندازید،
شود نوشته اینکه است. مهم پرانتزها ترتیب م شوند، تقسیم اعداد وقت اینکه باتوجه به مثال، برای

“
(۸

۲)

۴ = ۱, ۸
۲
۴
= ۱۶”

بنویسیم باید نیست. کاف

“.۸
۲
۴
= ۱۶ اما ،

(۸
۲)

۴ = ۱ ”داریم

را جمله ”و“ حرف از استفاده شود. دقت محاسبات بین تفاوت مهم موضوع به که م شود ”اما“موجب که کنید توجه
برنم انگیخت. هم توجه ای ول نم کرد، نادرست

Projeⅽtion۲
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کنید. استفاده مترادف ها از •

کند. جذاب تر را مطالب م تواند مترادف ها از استفاده شود. خواننده شدن خسته باعث م تواند کلمات تکرار
ازاین قرار، این، طبق درنتیجه، که، م دهد نتیجه  بنابراین، این، از پس این رو، ”از نتیجه گیری برای مترادف ها از برخ
با ”پس“را نم شود جایی هر مثلا دارند؛ تفاوت هایی اندک به کارگیری، در مترادف ها بیشتر احتمالا بدین گونه“هستند.

کرد. جابه جا ”آنگاه“
هستند. اینکه“ برای زیرا که، به سبب، به علت، ازاینکه، زیرا، ”نظربه اینکه، چون، برای مترادف ها

مثال، برای کرد. استفاده یرید“ ب نظر ”در استلزام ساز به جای کنید“ ”فرض استلزام آور کلمه از م توان

باشد“ مجموعه ی X کنید ”فرض

جای به

باشد.“ مجموعه ی X که یرید ب نظر ”در

م آید. یرید“ ب نظر ”در دنبال به ”که“ یعن که“ یرید ب نظر ”در م گوییم کنید، دقت
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تمرین

دهید؟ بهبود را گذشته فصل تمرین های م توانید ریاضیات بازنویس با آیا .۱

کنید. بازنویس را تمرین ها به گذشته تان پاس های از برخ فصل، این مطالب استفاده از با .۲
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یده چ

کنید. استفاده ”آنگاه“ از آنگاه م کنید، استفاده ”اگر“ از اگر ◀

بزنید. صدا خودشان نام با را اشیا نیست، فرمول چیزی هر ◀

نکنید. استفاده ”آن“ کلمه از ◀

کنید. دوری محض ریاضیات در اعشاری تقریب های از ◀

نکنید. شروع نماد ی با را جمله ها ◀

کنید. استفاده درست (=⇒) استلزام نماد از ◀

کنید. تعریف را آن ها ابتدا و کنید استفاده معمول نشانه گذاری های و نمادها از ◀

کنید. استفاده مترادف ها و ربط عبارات از ◀





۵ فصل

کنیم؟ حل مسئله ونه چ

ندارند. را مسئله دیدن توان ه بل ببینند را راه حل نم توانند نه اینکه

عطف!“ نقطه براون، پدر رسوایی ،۱ چسترتون ک ج ”

فرمول چنین اگر ندارد. وجود مسئله ها همه  حل برای سحرآمیزی فرمول هیچ و است سخت ریاض مسئله های حل
بااین وجود ننداشتند. اشتیاق ریاض دانان استخدام برای کارفرماها و کند حل را مسئله ها م توانست کس هر  داشت، وجود

شود. ارائه مسئله ها حل کردن ونه چ برای ایده چند حداقل که است آن بر سع فصل، این در
روش ی با م تواند که است چیزی تمرین، قائل م شویم. تفاوت مسئله و تمرین بین که وییم ب چیز هر از قبل
فکر به که است چیزی مسئله، است. نوع این از ۲ درجه معادله  ی ریشه های كردن پیدا مثال، برای شود، حل معمول
میان در که معمول روش های برخ از شاید و کنیم ترسیم هم با را ایده چند باید مثال، برای دارد، نیاز بیشتری کردن
از جدیدی ترکیب با آوریم به دست را معادله ای پاس اینکه برای است ن مم مثلا کنیم، استفاده گرفته ایم یاد تمرین ها
تمرین ها در مسئله ها هم باز ببریم به کار را مسئله“ و ”تمرین اصطلاح کتاب، این در هم چقدر هر شویم. روبرو ریشه یافتن

است. مفید دو این تفاوت دانستن بااین وجود م شوند؛ دسته بندی
اما م شوند؛ استفاده و انتخاب مستقیم، فرمول های یا روش ها اغلب ، مقدمات ریاض در پرسش به پاس گویی برای
برای کنیم. بررس را م ح درست که ماست وظیفه رود، کار به نیز عال ریاضیات در مسئله ای برای روش چنین اگر
م گیرد، کار به را مستقیم روش که تمرین با مسئله نوع این نیاز مورد روش های دارد. وجود اول عدد نامتناه تعداد مثال

دارد. تفاوت
اما باشد، ارزشمند است ن مم آن ها از تا دو یا ی خواندن است. شده نوشته مسئله حل مورد در زیادی کتاب های
بااین وجود است. حل کردن مسئله ، کنیم حل مسئله ونه چ یریم ب یاد اینکه برای راه بهترین که است شده ثابت به تجربه
چند و مسئله حل برای پولیا مرحله ای چهار طرح فصل، این در شود. گرفته کار به مسئله حل در م تواند که هست اصول
بعد و ببرید کار به را روش ها و نقشه گاهانه، آ ابتدا از باید م شود. ارائه ریاضیات در آن به کاربستن ونه چ مورد در ایده

دهید. جای گاهتان ناخودآ ذهن در را آن ها به آرام زیاد تکرار با

نمونه مسئله های

م کنیم: مطرح مسئله سه لذا است؛ نیاز مسئله چند به کرد گفتگو مسئله حل مورد در بتوان اینکه برای

n! با را n فاکتوریل کرد. تعریف n تا ۱ اعداد همه  حاصل ضرب با م توان را n مانند طبیع عدد ی فاکتوریل (۱)
مثال، برای م خوانیم. فاکتوریل“ n” را آن و م دهیم نمایش

۵! = ۵ × ۴ × . . .× ۱ = ۱۲۰.
اهل رمان نویس و شاعر فیلسوف، روزنامه نگار، ی ،۱۹۳۶ ژوئن ۱۴ درگذشته  ، ۱۸۷۴ مۀ ۲۹ زاده  (G.K.Chesterton) چسترتون ک ج ۱

است. گذاشته تاثیر گاندی ماهاتما و مارکز گارسیا گابریل چون کسان بر و پذیرفته تأثیر نز دی چارلز همچون کسان از که بود. بریتانیا

۴۵
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هست؟ صفر تا چند ۱۰۰! عدد انتهای در مسئله:

است. مجموعه درون اعضای تعداد دقیقا آورید، یاد به ۷ صفحه از را متناه مجموعه ی اصل عدد تعریف (۲)
هم به را |X ∩ Y | و |X ∪ Y | ،|Y | ،|X| که بیابید فرمول هستند. متناه مجموعه دو Y و X کنید فرض مسئله:

دهد. ارتباط

دارد. مثبت صحیح جواب های ،n = ۱,۲,۳, . . . برای x۲ + y۲ = zn معادله  که دهید نشان (۳)

کنید. حل را مسئله این کنید تلاش مطلب، ادامه خواندن از قبل .۱ .۵ تمرین
مرحله، این در بیندیشید. م دهید، قرار استفاده مورد را روش هایی چه و م کنید برخورد مسئله ها با چطور اینکه مورد در
فکر اندیشیدن درباره  و برسید اندیشیدن به شما اینکه برای است مجموعه ای مسئله ها، بیابید؛ را پاس که نداریم انتظار

کنید.

تلاش با م توانید نیازمندیم. ریاض نگرش به چرا که م دهد نشان مسئله این است. کلاسی مسئله ی (۱) مسئله
م کنیم پیدا را پاس تنها نه خود نگرش توسعه با م شود. سخت بسیار زود، خیل اما کنید، محاسبه دست با را ۱۰۰!
نیز ۹۷! یا ۹۹! حت یا ،۱۰۰۰۰! ، چون!۱۰۰۰ بزرگتری اعداد پایان صفرهای تعداد محاسبه به را استدلال م توانیم ه بل

دهیم. گسترش
پولیا گام چهار طرح

حل برای ایشان است. شده نوشته پولیا ج. توسط کنیم“ حل ونه ”چ عنوان با مسئله حل مورد در کلاسی کتاب
م دهند. ارائه نکته ای چهار طرح ی ، ریاض تنها نه مسئله، نوع هر

کنید. درک را مسئله (۱)

کنید. طراح نقشه ی (۲)

کنید. اجرا را نقشه (۳)

کنید. فکر داده اید انجام آنچه به (۴)

کن“ حل را ”مسئله شبیه و هستند ش برانگیز (۳) و (۲) قسمت های م رسد، نظر به بدیه نقشه این اول، نگاه در
عنوان های به توجه با م شوند آورده ادامه در که نکته هایی نم کنند. ایجاد ل مش اوقات بیشتر بااین حال، م شوند. دیده
مسئله حل برای سحرآمیز فرمول ی اینکه نه است؛ کردن کم نکات این از هدف شده اند. دسته بندی راه نقشه این
که باشد نیاز شاید شوند؛ اجرا ترتیب به گام ها که نیست اجبار البته و ندارد! وجود معجزه آسایی فرمول هیچ شود. ارائه

کنید. پس و پیش را آن ها

مسئله •درک

که کنید متقاعد اکتشاف و آزمایش با را خودتان کنیم. کاوش آن مورد در و کنیم درک را مسئله ابتدا که است نیاز
است. درست خاص، گزاره  ی

کنید. درک را مسئله نمادهای و کلمات •همه 

درک را عبارات که است این شده اند ل مش دچار مسئله ی حل در که دانشجویان درمورد معمول ل مش ی
اصل عدد ندانید اگر یرید؛ ب نظر در را (۲) مسئله  نیستند. مطمئن م پرس را معین کلمه   معن آن ها از وقت . نم کنند

ندارد. وجود پرسش به پاس دادن به امیدی ر دی دارد، معنایی چه | | نماد یا است معن چه به
پیشرفته ریاضیات م شود. مربوط ریاضیات از آن ها قبل تجربه های به اندازه ای تا دانشجویان، ساده اشتباهات این علت
درگیر مسئله هایی با طبیعتش به دلیل ، مقدمات ریاض در م شود. ادراک مفاهیم درگیر بیشتر ، مقدمات ریاض نسبت به
ازاین دست مثال زنجیره ای، قاعده  استفاده از با گرفتن مشتق شوند، حل م توانند خوش تعریف عمل چند با که م شوید
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و بروند پیش هم بالا مراتب تا و، ال ل به ش شده، کار مثال استفاده از با م توانند دانشجویان مسئله ها، این در است.
باشند. نداشته مشتق تعریف از درست درک واقعا

اگر باشد. خاص تعریف های بعض شرایط از کردن استفاده است ن مم بالاتر سطوح در حل کلید که بدانیم باید
که کنید حاصل اطمینان بنابراین کنید. حل را مسئله بتوانید است بعید م سازد، فراهم را شرط چنین تعریف که ندانید

م کنید. درک و م دانید را ضروری تعریف های

کنید. استفاده شهودتان از و بزنید •حدس

و بی اساس حدس های هستند. خوب دانش و تفکر بر مبتن حدس های وییم: ب است بهتر یا است. خوب زدن حدس
تنها است ن مم دهید. گسترش شده حساب حدس به وسیله  را خود درک م توانید مسئله حل برای نیست. اینطور عجیب
نباشد، آن در درست جواب که مقادیر از مجموعه ای یا باشد داشته نیاز روش به هنوز کامل حل برای و باشد حدس ی

دارد. کردن تلاش ارزش ول

چیست؟ آمده به دست حدس بالا، مسئله سه از ی هر مورد در .۲ .۵ تمرین

م دانید؟ چه نتیجه و فرض مورد •در

آنچه یعن است، فرض است، شده داده مسئله در آنچه نتیجه. و فرض م شود: تقسیم قسمت دو به مسئله ی
ازآنجاکه هستند. متناه B و A مجموعه  های یا م کنند. صدق x۲ + y۲ = z۲ رابطه  در z و y ،x مثال، برای م دانیم:
مشهور نیز التزام به فرض م دهیم. ارجاع مسئله فرض های به فرض، جای به گاه است، قسمت چند فرض اوقات، بیشتر

است.
که z ی و y ،x م توانیم به عنوان مثال، است. نتیجه دهیم، ارائه داریم قصد که آنچه یا بدانیم م خواهیم که آنچه

کنیم. پیدا را X ∩ Y و X ∪ Y ،Y ،X اصل عدد با مرتبط فرمول یا بیابیم، را هستند صحیح اعداد
به دنبال هم را م دانید قضیه نتیجه ی و فرض مورد در آنچه که است این مسئله ها، حل کردن برای خوب روش ی
ایجاد به است ن مم این بدانید. م خواهید را چیزی چه و م دانید، را چیزی چه ببینید که م کند کم این بنویسید،

کند. کم ایده ها

بروید. جلو و برگردید عقب به •

تا کنید سع و کنید آغاز نتیجه با م توانید بروید. پیش نتیجه سوی به و کنید شروع مفروضات با نباید حل، یافتن در
ی بار رفت. پیش مفروضات سوی به مستقیم به طور م توان روش این در دارد. دلالت چیزی چه بر این که بزنید حدس
بازنویس نتیجه سوی به فرض از شد روشن راه حل که است(هنگام راه حل نیز نتیجه، قصد به فرض از روش بازنویس

است موجود y ی یعن دارد؟ دلالت چیزی چه بر این دارد، انتهایش در صفر x دقیقا ۱۰۰! اگر مثال، برای . کنید.)
یریم. ب فاکتور ن مم جای تا را ۱۰ ،۱۰۰! از که است نیاز بنابراین ندارد. انتها در صفری y و ۱۰۰! = y × ۱۰x که

ارائه م شویم مواجه آن با راه میانه در که را استدلال که است این پیش روی، و پس روی یعن روش، این در عمل طرز
با ۲۱ فصل در مسئله این یریم. ب فرض را م شود اثبات آنچه که است این دارد وجود روش این در که خطری دهیم.

م شود. بررس بیشتری جزئیات

ویژه و نخستین حالت های با کار •

طبیع عدد هر ،n اندیس است ن مم ،(۳) مسئله در مثال برای دارند. اندیس گذاری ل ش چند مسئله ها، از بسیاری
کنید، حل نخست حالت در را مسئله که کنید سع باید مسئله هایی چنین در بیابیم. n هر برای را z و y ،x باید و باشد
م دهد. را مسئله به ”حس“ ی و بینش اجازه  اما بود نخواهد مسئله به کل پاس این لزوما یرید. ب ۳ و ۲ ،۱ را n مثلا
و x هر ازای به که چرا است، آسان بیابیم. را x۲ + y۲ = z جواب های باید باشد، n = ۱ اگر که م بینیم (۳) مسئله در
و x = ۳ کنید فرض مثال، برای م دهیم. قرار z با برابر را آن است؛ صحیح عدد ی نیز x۲ + y۲ صحیح، اعداد از y
بیاورید خاطر به است. جواب ی (x, y, z) = (۳,۵,۳۴) لذا .x۲ + y۲ = ۳۲ + ۵۲ = ۹ + ۲۵ = ۳۴ پس ،y = ۵
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را n از خاص حالت برای ن مم جواب های همه  نباید دارد؛ وجود جوابی n هر برای دهید نشان که خواسته پرسش که
بیابیم.

زیادی جواب های همین برای است، مشهور فیثاغورس معادله  همان این شود. حل x۲ + y۲ = z۲ باید ،n = ۲ برای
داریم. ۳۲ + ۴۲ = ۵۲ مانند

تهیه برای n = ۲ حالت از م توانید آیا ببینید و کنید بازی مسئله این با شود. حل x۲ + y۲ = z۳ باید ،n = ۳ برای
حالت پاس از یعن کنید. امتحان م توانید البته را آن بدهد؛ شما به پاسخ که نم کنم فکر کنید؟ استفاده جواب ی
روش با م توانید آیا است. تلاش کردن نکته نکند؛ یا کند کار است ن مم شوید. بهره مند ر دی حالت پاس یافتن برای

کنید؟ حمله مسئله به متفاوت
کنید. کار واقع حالت با •

مجموعه ی مجموعه ها، به مربوط مسئله  در م بینیم: را زیر خاص مثال مسئله شروع برای فوق، روش ایده مشابه
،(۲) مسئله  برای پس م گیریم. نظر در را خاص
X = {a, b, c, d} , Y = {b, d, e, f, g}

همچنین .|Y | = ۵ و |X| = ۴ که م بینیم حالت این در م گیریم. نظر در را
هم به  را ۷ و ۲ ،۵ ،۴ که داریم نیاز فرمول به پس . |X ∩ Y | = |{b, d}| = ۲ و |X ∪ Y | = |{a, b, c, d, e, f, g}| = ۷
دو یا ی با  را Y و X مجموعه های کنید. کار ری دی مثال های با است بهتر بیابید ویی ال نم توانید اگر کند. مربوط

م کنند. تغییر چطور اصل اعداد ببینید و دهید تغییر عضو
در نیست. کاف آن کل اثبات برای شود اثبات خاص حالت دو یا ی در قضیه ای اینکه کنید، توجه صورت هر در
به نسبت بهتری درک که است این خاص حالت های بررس از هدف خواهیم گفت. بیشتر بعد فصل های در مورد این

شاست. راه روش معمولا و کنیم پیدا مسئله

کنید. رسم تصویر ی •

سپس و مسئله ی درباره  مستقیم درک ایجاد برای تصاویر م کند. کار خوب بسیار تصاویر، با کار در انسان ذهن
است. ضروری نمودار ، فیزی یا هندس مسئله های اغلب در واق در هستند. عال آن برای جوابی پیشنهاد

است. مفید بسیار ون، نمودار ی رسم (۲) مسئله حالت در

بیندیشید. مشابه مسئله  ی درباره •

مسئله های بیشتر رود. کار به نیز ر دی مسئله های حل در م تواند مسئله ی حل مناسب روش شد، گفته قبلا که چنان
کرده اید؛ حل قبلا که یرید ب نظر در را مشابه م های ح یا مفروضات با مسئله هایی پس دارند. مشابه پاس های مشابه

کارم کند؟ مشابه روش ببینید
فیثاغورس سه تایی های جواب ها این دارد؛ وجود جواب بی نهایت ساختن برای روش ،(۳) مسئله از n = ۲ حالت در

ارزشمند آن بررس باشد، سازگار مسئله  جواب  با فیثاغورس سه تایی های کردن پیدا روش اگر احتمالا، م شوند. نامیده
دارد!) کردن فکر ارزش ول باشد، سازگار م تواند حتما (نم گویم است.

کنید. حل را معادل مسئله ی •

این است. بوده تابع دو تساوی نشان دادن مسئله کنید فرض مثال، برای کند. کم م تواند مسئله دوباره  فرمول بندی
هستند. حقیق متغیر با توابع g و f کنید فرض گفت: بیشتری دقت با م توان شود. صفر آن ها تفاضل که است آن معادل

به صورت را h جدید تابع
h(x) = f(x)− g(x),

بنابراین م کنیم. تعریف
“f(x) = g(x) ،x هر ”برای

.“h(x) = ۰ ،x هر ”برای که است آن معادل
آوریم. به دست را پاس شاید م شود، صفر تابع که ببینیم اینصورت به را تابع دو تساوی م ح با قضیه  هایی اگر حال
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کنید. حل ساده تر مسئله  ی •

ی حل شاید، م آید، به دست آسان تر مسئله  ی حل از که تجربه ای با است. خاص مسئله  ی با کار مشابه این
ببینید و کنید تلاش باشد. ۱۰۰! با کار از آسان تر ۱۰! با کار شاید ،(۱) مسئله  در مثال، برای شود. ن مم کل مسئله 
م افتاد. اتفاق چه بود زوج یا فرد z اگر ،(۳) مسئله  در کند. خطور ذهنتان به ایده هایی است ن مم م دهد؟ رخ اتفاق چه

کنید. بازنویس نمادها یا کلمات با •

فصل از ۵.۲۴ مثال است. مفید دو این بین مبادله  اوقات بیشتر شود. داده شرح نمادها و کلمه ها با م تواند ریاضیات
دید. خواهیم ۱۶ فصل در دوباره را نمادها مقابل در کلمات ایده  است. ازاین دست خوبی مثال ۲۴

نقشه ی طرح

کنید. بنا آن حل برای نقشه ی است، بدیه مسئله اگر حت

کنید. تقسیم قسمت چند به را مسئله •

آسان تر زیرمسئله  هر آنکه امید به است؛ تر کوچ زیرمسئله های به مسئله تبدیل م رسیم، آن به که چیزهایی اولین از ی
کنید. تقسیم ن مم طبیع بسیار حالات به را مسئله پس باشد. تمرین ی تنها ترجیحا و

پیچیده تری مثال های بیشتر باشد. x۲ cos(x) مانند ساده ضرب ی تابع که م شود دیده کمتر مشتق گیری در مثال برای
قاعده  مانند متفاوت قواعد از تعدادی باید آن از مشتق گیری برای که م بینیم را x۳ cos(x۲ + ۵) + exp(cos(۲x)) مانند

شود. گرفته کار به غیره و زنجیره ای قاعده  ضرب،
درگیر طبیع اعداد با یرید؛ ب نظر در را (۳) مسئله  حال نیم. م ش تر کوچ قطعات به را مسئله قواعد این طبق پس
عدد ازای به که ببینید را زوج اعداد حالت شود. تقسیم فرد و زوج اعداد دسته  دو به م تواند طبیع اعداد مجموعه است.

(.n = ۲m+ ۱ ،m چون طبیع عدد ازای به پس است فرد n که حالت (در .n = ۲m ،m چون طبیع
به معادله

x۲ + y۲ = z۲m = (zm)۲

n = ۲ که م شود دیده حالت شبیه این داریم. (w = zm (که x۲ + y۲ = w۲ ل به ش چیزی بنابراین م شود. تبدیل
شود. کم اصل مسئله حل به و کنیم استفاده حالت آن حل روش از شاید . است

و A ⊆ B جداگانه به طور که است این ، B و A مجموعه دو تساوی اثبات برای خوب روش ی که م ببینیم پس
است. آسان تر است ر دی مجموعه ای شامل مجموعه ای که این اثبات دهیم. نشان را B ⊆ A

به است ن مم حداقل دهیم، پاس مسئله به کامل طور به نتوانیم اگر که است این دارد اهمیت اینجا در که نکته ای
رم دل سپس و کار انجام احساس یافت، را پاس خاص حالت برای بتوان اگر معمولا باشیم. داده پاس مسئله از قسمت

کرد. مغلوب نیز را مسئله م توان که م شود ایجاد

بیابید. را درست سط •

به کارگیری به وسیله م توان را مسئله ها از تعدادی دارد. وجود سطح ، ریاض مسئله های از نوع هر حل کردن برای
خواهیم ۵ و ۴ فصل های در را ازاین دست فراوان مثال های کرد. حل تعریف ی به کارگیری با را بعض و قضیه ی

دید.

کنید. نام گذاری را چیز هر •

نمادها به را کلمه ها کار این با م کند. کم ریاض زبان به مسئله بازگرداندن به آن، به کارگیری و ش ی نام گذاری
امیدواریم. ریاض زبان در مسئله حل به م کنیم. تبدیل
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شدن خال درحال ساعت، در ۱۰m۳ سرعت با که است آبی مخزن از اطلاعات شامل مسئله کنید فرض مثال، برای
را حجم تغییرات میزان م توانیم سپس و م دهیم، نشان حجم) برای (البته، V حرف با را آب حجم حالت این در است.

کنیم. ثبت است) کاهش چون ، (منف dV

dt
= −۱۰ ل به ش

کنید. انتخاب اصول روش ی •

روش هایی تابع، ی از انتگرال گیری زمان است. مفید آن ها هدفمند و اصول به کارگیری و استاندارد روش های دانستن
به که درست روش به توجه با مسئله حل شروع از پیش هستند. دسترس در جانشان و جزءبه جزء انتگرال گیری همچون
چیزی چه اجزا کرد؟“ حل جزء به جزء روش به انتگرال گیری با را این م توان ”آیا بپرسید دارید، اطمینان آن بودن اصول
و م کند؟ کار ونه چ کرد؟“ حل جانشان انتگرال گیری با را آن م توان ”آیا بپرسید نکرد، کار روش این اگر باشند؟

غیره.
تناقض، مستقیم، روش مانند اثبات از زیادی روش های ۴ بخش در کنید. عمل مشابه طور به نیز م ح ی اثبات برای

است. ریاض دان دسترس در ر دی خسته کننده روش های و استنتاج نقیض، عکس
مبتدیان انتخاب مستقیم، روش معمولا اما کند؛ انتخاب را م ح به فرض از مستقیم روش م تواند کس هر اگرچه
این درباره بیشتر ادامه در باشد. سازنده م تواند م دهند، جواب آیا اینکه دیدن و ر دی روش های به عمد آزمایش است.

گفت. خواهیم بیشتر روش ها

نقشه اجرای

درست نتیجه چرا اینکه از خوبی ایده ای باید کار اینجای شود. اجرا که است نیاز است، شده طراح نقشه که حال
بپردازید. آن به و م شوید راض چیزی چه با بفهمید تا کنید تمرین دقت با بعد باشید؛ داشته است

نکنید. استفاده شهود از کنید، بررس را گام هر •

حت اگر است. قوی پیوندش ضعیف ترین اندازه به فقط استدلال هر کنید. بررس اطمینان و دقت با را گام هر درست
است. رسیده فرا شهود از استفاده دوری زمان اینک است. غلط استدلال همه   ی آنگاه باشد، نادرست ، کوچ گام ی
ونگ چ کنید. اثبات را آن منطق کوچ گام های استفاده از با تردید، از پس است درست چیزی م کنید فکر اگر

دید. خواهیم ۴ و ۲ بخش های در را این انجام

عقب به نگاه

فکر داده اید انجام آنچه به همیشه باید است. نشده تمام مسئله حل نقشه ی دهید،هنوز ارائه مسئله برای روش اگر حت
آموخته اید؟ مسئله حل از چیزی چه سرانجام، کنید.

کنید. بررس را پاس •

که کرده اید محاسبه اگر است؟ درست آن ترتیب م رساند؟ پاس را مفهوم آیا اینکه، اول دارد. اهمیت پاس بازبین
پس است، کیلومتر ۱۹۹ زمین از خورشید فاصله یا است، ساعت در کیلومتر میلیون ی سفر طول در شما ماشین سرعت

باشد. درست پاسختان که است ن غیرمم
آزمایش ی شوند. درجه ۱۸۰ از بیشتر مثلث داخل زوایای مجموع مثال، برای دارد. وجود زیادی ر دی آزمون های
غلط ۵۱۲ = ۳۴۲ + ۴۶۲ معادله  دید م توان محاسبه ای هیچ بدون و آسان به مثال برای است. توازن مح ر، دی ساده 

است. توازن مح این است. زوج راست، طرف و فرد چپ، طرف که چرا است؛
بودن درست بررس برای معادله ها در جواب قراردادن موارد اغلب در اما باشد، سخت معادله ای حل گاه است ن مم
آورده ایم. به دست ۲x۲ − x− ۱۰ = ۰ برای جوابی به عنوان را x = −۳ کنید فرض مثال، برای است. ساده ای کار حل،
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م شود؟ صفر آیا ببینیم و کنیم زین جای راست سمت در را x مقدار کرد. بررس م توان آسان به را این

۲x۲ − x− ۱۰ = ۲(−۳)۲ − (−۳)− ۱۰ = ۲(۹) + ۳ − ۱۰ = ۱۸ + ۳ − ۱۰ = ۱۱ 6= ۰.

معادلات حل برای مشابه مح های ساخت نیست. معادله جواب x = −۳ و است بوده غلط محاسبات پس
است. ن مم نیز دیفرانسیل

انتگرال هاست برای ساده  آزمایش ی این شود. f باید F مشتق پس باشد، F ،f مانند تابع انتگرال اگر مشابه به طور
دارد. انجام ارزش و

است. حل راه تحلیل بدون شهود، به رسیدن مح ها، نوع این از استفاده جذابیت

بیابید. ری دی راه حل •

متفاوت راه های از را مسئله کنید تلاش پس باشد؛ داشته وجود نیز بهتری راه حل است ن مم راه حل، ی وجود با
راه حل نمونه اگر کنید. پیدا را شده ارائه حل راه عیب یا بیابید، بهتری حل روش کار این انجام با دارد احتمال کنید. حل

کنید. مقایسه خود راه حل با را آن دارید،

کنید. تأمل •

چه سازید. مطرح پرسش هایی و کنید فکر است شده حل که مسئله ای مورد در کنید. تأمل واقعا مسئله ها، حل در
شده استفاده معین روش یا قضیه از آن انجام در است؟ متفاوت چرا دارد؟ وجود روش ها سایر و راه حل این بین تشابه

است؟
بعدی مسئله های به حمله برای اینکه تا دهید، قرار خود اسلحه خانه در را آن و کنید فکر م آورید، به دست آنچه مورد در
چیزی چه شود؟ ترکیب م تواند چیزی چه بیندیشید: داد، بهبود را مسئله حل م توان ونه چ اینکه مورد در باشید. آماده

شود؟ ساده م تواند
کم اما برسد، عجیب نظر به پیشنهاد این است ن مم است. نادرست پاسختان دهید نشان که کنید تلاش نهایت در

بیابید. را احتمال پنهان خطاهای بتوانید و است درست پاسختان شوید متقاعد که م کند زیادی
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تمرین

.a+ b

۲ ≥
√
ab ،۰ < a < b برای که دهید نشان .۱

.a۲ + b۲ + c۲ ≥ ab+ bc+ ca ،c و b ،a مثبت صحیح اعداد برای که دهید نشان .۲

شود: تعریف زیر به صورت f r تابع .f(x) = ۱
(۱ − x)

کنید فرض .۳

f r(x) = f(f(f(· · · f(f︸ ︷︷ ︸
rمرتبه

(x))))).

بیابید. را f۶۵۳(۵۶) مقدار

دهید: نشان .۴

و ۷√۷! < ۸√۸! الف)

.
√

۱۰۰۰۰۱ −
√

۱۰۰۰۰۰ < ۱
۲
√

۱۰۰۰۰۰
(ب)

ببینید). را متفاوت روش های ) کنید. رها گرفتن جذر از را خودتان کنید تلاش نکته:

است، دلار ۲۷ م کنند فکر اشتباه به صورت حساب مشاهده ی با خورده اند. دلاری ۲۵ شام دوست سه کنید، فرض .۵
یرد. ب آن ها از کمتر دلار ۲ باید یعن م کنند. مطالبه را دلار ۳ مابق و م دهند صندوق دار به دلار ۱۰ کدام هر
پنهان به طور را بیشتر دلار ۲ و م دهد دلار ۱ دوست، سه از ی هر به م گذارد، صندوق  در را دلار ۲۵ صندوق دار

کرده اند پرداخت دلار (۱۰−۱) = ۹ کدام هر دوستان م دهد. انجام را محاسبه ای صندوق دار سپس، م دارد. نگه
کرده اند. پرداخت دلار ۳۰ اما م شود. دلار ۲۹ مجموع در پس بود، برداشته را دلار ۲ خودش و م شود دلار ۲۷ که

است؟ افتاده اتفاق چه ر دی دلار ۱ برای

،B داخل قهوه  ی از قاشق ی مقدار به اگر است. قهوه لیتر ی شامل B بطری و شیر لیتر ی شامل A بطری .۶
B که اندازه ای به بریزیم B داخل را A مایع از مقداری سپس شود. مخلوط خوب A محتوی و شود ریخته A در
ری دی صورت به یا است؟ B در قهوه به شیر نسبت از بیشتر A در شیر به قهوه نسبت آیا باشد. داشته مایع لیتر ی

است؟
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یده چ
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کنید. کار پیش رو و پس رو ◀

کنید. رسم تصویر ی ◀

بیندیشید. مشابه مسئله  ای مورد در ◀

بیابید. هم ارز مسئله ای  ◀

کنید. تقسیم تر کوچ مسئله های به را مسئله ◀

کنید. پیدا را درست سط ◀

کنید. نام گذاری را اشیا ◀

کنید. انتخاب اصول روش ی ◀

کنید. بررس را گام هر ◀

کنید. بررس را پاس ◀

بیابید. ری دی جواب ◀

دهید. انعکاس ◀



دوم بخش

بیندیشیم منطق ونه چ

۵۴





۶ فصل

گزاره ی ساخت

سروکار احساسات افرادی با ندارید. سروکار منطق افراد با که باشید داشته خاطر به دارید، سروکار مردم با که زمان
هستند. خودبین و مغرور متعصب، بسیار که کسان دارید،

کرد.)“ نفو ذ آن ها دل در و کرد پیدا دوست م توان ونه چ ) دوست یابی آیین ،۱ کارنگ دیل ”

را منطق گاه م پرسد. ریاض منطق ونگ چ از که نم کشد طول خیل هستم، ریاض دان م گویم، کس به وقت
نقش اظهارنظر زندگ از بخش هایی در این ها، همه  از گذشته م کند. سخت تر بسیار را کار این و م پندارند اهمیت کم

م شود. ن مم منطق با همیشه بودن حق بر ول است آسان دلیل، بدون دادن نظر دارد. مهم
آن ها کردن اجرایی با که م شوند، خارج سادگ از کم تعداد دارد. شهرت سخت به هرچند است، ساده ذاتا منطق،
و چیستان ها تأثیر آنکه از بیش بعد، فصل چند در یافت. دست مطلوب نتیجه به م توان پیچیده گزاره های ساده کردن و
کار در ریاض دانان توسط منطق از استفاده  بر کنیم بررس را غیره و ترکیبی گزاره های مانند تکنی موارد یا تناقض ها
ول م گیرند قرار استفاده مورد ریاض دان ی روزانه  کار در به ندرت ارزش جدول های هرچند م کنیم. تمرکز روزانه شان

اینکه به توجه با پرداخت. خواهیم ارزش جدول های شرح به ادامه در لذا است روشنگر بسیار مبتدیان برای آن ها تشریح
ببینید. را گزاره ها چیز هر از قبل پس است؛ ریاض گزاره های بودن غلط یا درست اثبات مهارت ریاضیات،

گزاره ها

بسیار مفاهیم با این جا در است. سخت چیست، ریاض گزاره  ی معن اینکه دقیق و کامل تعریف تعجب کمال با
ارائه را م دهد قرار استفاده مورد روزانه به طور ریاض دان ی که ابزاری که است این هدف م شویم. مواجه فلسف عمیق

م آوریم. را زیر تعریف پس باشد. عمل امیدوارم دهیم،

.۱ .۶ تعریف
دو). هر نه ول ) است غلط یا درست جمله ای گزاره، ی

مثال: چند کافیست. ما هدف برای تعریف این

است. درست ،“۲ + ۲ = ۴” (آ)

هستند. سیاه گربه ها بعض که چرا است، غلط گزاره ای هستند.“ خاکستری گربه ها ”همه (ب)

است. درست ۲۲ فصل در اثبات با دارد.“ وجود اول عدد نامتناه ”تعداد (ج)

است. غلط که کوتاه، کاملا گزاره ای “.۰ = ۱” (د)

(۱۸۸۸ ⁃۱۹۵۵) ایی آمری سخنران و نویسنده (Dale Carengie) کارنگ هاریسون ۱دیل

۵۶
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تنها که است ۱ از بزرگتر و طبیع عددی اول، (عدد است“ اول عدد دو جم ،۴ از بزرگتر زوج صحیح عدد ”هر (و)
اما نه، یا است درست که نم داند کس هیچ دارد. نام گلدباخ حدس گزاره این است). بخش پذیر خودش و ۱ بر

است. غلط یا درست دو، این از ی زیرا است، گزاره ی

م شود. اثبات ۲۳ فصل در این باشد.“ گویا عدد ی نم تواند x پس .x۲ = ۲ کنید ”فرض (ه)

م دهد. نشان را این زیر جمله  دو نیست، گزاره جمله ای، هر

کن.“ باز را ”پنجره (آ)

است.“ فرد عددی x” (ب)

نیست. گزاره که است روشن هیچ غرض بدون و است دستور ی (آ)، جمله ی
جمله ی

است.“ فرد عدد ی x”

باشد، ۳ ،x اگر گفت. سخن آن بودن غلط یا درست درمورد نم توان بیشتر اطلاعات بدون پس دارد، x به بستگ
وابسته شرط چون بدانیم، بیشتر x درمورد که است نیاز است. غلط جمله باشد، ۵۰ ،x اگر اما است. درست جمله پس

م نامیم. شرط گزاره  را گزاره این است، x به
م پذیریم. گزاره به عنوان مصلحت را آن ها گاه اگرچه نیست. گزاره شد ارائه بالا در که شرط گزاره  تعریف، طبق
وجود جمله زیادی تعداد که کنید توجه م رساند.) را x درباره  نیازمان مورد اطلاعات که داریم را کس م کنیم (تظاهر

مثال، برای گرفت. تصمیم آن ها نادرست یا درست مورد در نم توان هرگز ول هستند، گزاره که دارد

خوردم.“ لات ش کی ۲۰ گذشته ”سال

را آن بودن غلط یا درست بتوان که زمان) ماشین مساعدت جز (به نیست راه اما است؛ غلط یا درست حتما گزاره این
کرد. روشن

گزاره غلط، گزاره یا درست گزاره  دو این بین ول هستند غلط یا درست گزاره ها که است این تعریف مهم قسمت
نیست. دروغگویی ان ام میانه من قانون با خواند. میانه من قانون م توان زبان در را قاعده این ندارد. وجود ری دی

مهم مثال ی •

نیست گزاره که جمله ی از حرفه ای تر مثال

است.“ غلط جمله ”این

غلط؟ یا است درست برسد. نظر به ادعا ی شاید حت و خوب جمله ای
درست جمله که ما فرض با این و است غلط جمله که م گوید جمله این پس است. درست جمله کنیم فرض ابتدا

باشد. درست نم تواند جمله این لذا است. تناقض در است
درست جمله  وقت اما، است. درست است، غلط جمله که جمله این پس است. غلط جمله که کنیم فرض حال
نظر در آنچه گاه و کرد فرض م توان چیزی هر که م بینیم بنابراین دارد. تناقض است غلط جمله اینکه فرض با است،
جمله ای چنین لذا غلط؛ یا است درست جمله که گرفت عاقلانه ای تصمیم نم توان پس م کند. نقض را فرض م گیریم،
، جملات چنین در م دهد. رخ برم گردد، خودش به یعن است، ارجاع خود جمله ای که آنجا از ل مش (این نیست. گزاره

کنید.) مطالعه را منطق با در رابطه کتابی مفصل تر، بحث برای بیفتد! اتفاق م تواند عجیبی چیزهای
و “A ”گزاره از پس م کنیم. استفاده حروف از جمله ها تفکی جهت باشیم، داشته بهتری ریاض درک اینکه برای

کرد. خواهیم صحبت غیره

.۱ .۶ تمرین
دهید. توضیح گزاره اند؟ زیر جملات از ی کدام
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بود. ریاض دان ،۲ میرزاخان مریم (آ)

بود. ایران ، میرزاخان مریم (ب)

گویاست. ،
√

۲ عدد (پ)

گویاست. صحیح، عدد ی دوم ریشه ی (ج)

.۳x۲ + ۲۰x− ۵ = ۰ (د)

گویاست. √
x پس کنید. فرض صحیح را x عدد (ذ)

.sin(x) = x که طوری به دارد وجود x مانند عددی (و)

دارد. وجود طبیع عدد نامتناه تعداد (ه)

دارد. وجود گویا عدد نامتناه تعداد (ی)

ریاض غیر مثال های از استفاده •

زندگ از گزاره هایی یا ریاض گزاره های از آن ساختن ساده برای باشد. سخت م تواند آن فهم لذا است، مجرد منطق
م دانیم را اساس حقیقت پس بود. شیراز متولد دوران۳ عباس اینکه باتوجه به مثال، برای م کنیم. استفاده روزمره

است.“ ایران دوران ”عباس

گفت: م توان همچنین

است.“ بزرگ سرای حماسه و شاعر ی ، ”فردوس

تمرین در کنید، صحبت ماهرانه است. مفید منطق ریزنکه های حرفه  ای تشخیص برای دید خواهیم ادامه در آنچه و این ها
بیازمایید. را خود منطق  توانمندی های و کنید گفتاریتلاش روزمره زبان از بهره با زیر،

.۲ .۶ تمرین
از ی کدام هستند. تا سه دقیقا که م بینید آن ها شمردن با دارد؛ وجود میز روی ه س سه ،( ۱ .۶ ل ش ) تصویر در

است؟ درست زیر جملات

است. میز روی ه س چهار (آ)

است. میز روی ه س دو (ب)

است. میز روی ه س سه (ج)

است. میز روی ه س ی (د)
تحصیل دوران در میرزاخان بود. استنفورد اه دانش استاد و ایران ۱۳۹۶ه.ش)ریاض دان تیر ۲۳ – ۱۳۵۶ اردیبهشت ۲۲) میرزاخان ۲مریم

نخستین به عنوان سال این در و شد (کانادا) ۱۹۹۵م. و (هنگ کنگ) ۱۹۹۴م. سال های در ریاض جهان المپیاد طلای مدال برنده دبیرستان در
ذهن ده از ی به عنوان ایشان از گرفت. طلا مدال سال دو که بود ایران آموز دانش نخستین وی آورد. به دست را کامل نمره ایران دانش آموز
بر کار خاطر به ۲۰۱۴م. سال در شد. تجلیل ریاضیات رشته در برتر ذهن و ا آمری در ساینس پاپیولار نشریه سوی از ۲۰۰۵م. سال برگزیده جوان
تنها ۲۰۲۴م. سال تا وی است. ریاضیات در جایزه بالاترین که شد، فیلدز مدال برنده آن ها» پیمانه ای فضاهای و ریمان سطوح هندسه و «دینامی
تولد روز بود. هم تافته هندسه و ارگودی نظریه هذلولوی، هندسه تایشمولر، نظریه بر مشتمل او تحقیقات است. فیلدز مدال برنده ایران اولین و زن
به ایران ریاض انجمن بانوان کمیته پیشنهاد با جهان ریاض انجمن های بین الملل اتحادیه سوی از مه) (دوازدهم اردیبهشت ۲۲ میرزاخان مریم

شد. نام گذاری ریاضیات در زن جهان روز عنوان
آغازین ماه های در که بود ایران هوایی نیروی خلبانان از بغداد، در ۱۳۶۱ تیر ۳۰ درگذشته  شیراز، در ۱۳۲۹ مهر ۲۰ زاده  دوران عباس ۳شهید

کرد. ایفا دشمن اهداف بمباران در مهم نقش عراق و ایران جنگ
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میز روی ه س سه دقیقا :۱ .۶ ل ش

به روشن (ج) گزاره  و غلط به روشن (آ) گزاره  هستند. درست (آ) از غیر به آن ها همه  بله، کنید! فکر آن مورد در
ه س سه که م دانیم یرید. ب نظر در را (ب) گزاره  کنند. ایجاد لات مش م توانند (د) و (ب) گزاره های است. درست
داریم. را ه س عدد دو به ویژه باشیم؛ داشته ر دی ه س ی و ه س دو باید پس شمرده ایم. را آن ها که چرا است میز روی

داد. نشان را (د) بودن درست م توان مشابه، استدلال با
زندگ عادت های خلاف که چرا است گمراه کننده اما است درست است.“ میز روی ه س ”دو گزاره  که است این نکته

گمراه را شما که دارند قبول همه فکر کنم تا“، ”دو ویم ب من و است“ میز روی ه س ”چند بپرسید اگر ماست. روزمره
گاهانه آ که است نیاز م کنیم. استفاده است“ میز روی ه س سه ”دقیقا عبارت از ل، مش این از یری پیش برای کرده ام.

کنید. توجه گزاره ها خواندن ونه چ به

نقیض

.۲ .۶ تعریف
. است غلط باشد درست A وقت که است گزاره ای ،A گزاره نقیض

مثال برای

نبود.“ ایران ریاض دان ی میرزاخان ”مریم

نقیض

بود.“ ایران ریاض دان ی میرزاخان ”مریم

است“.) زوج x” گفت ری دی بیان با م توان (البته نیست“. فرد x” م شود است“ فرد x” نقیض است.
فرد x” فوق مطالب باتوجه به است)“ فرد x) ”نقیض پس م شود. نوشته “A ”نقیض به صورت A گزاره نقیض

م کنند. استفاده (A (نقیض جای به (¬A) ∼ A از اغلب، منطق تخصص کتاب های است. نیست“

اخطار! •

یاد به را نقیض تعریف نیست. نیستند“ خاکستری گربه ها ”همه هستند“، خاکستری گربه ها ”همه  نقیض کنید توجه
باشد، غلط هستند“ خاکستری گربه ها ”همه  گزاره اینکه برای است. غلط A نقیض باشد، درست A وقت باشید، داشته
”گربه ای که م خواهیم پس باشد. سفید گربه  ی مثال، برای باشیم، داشته غیرخاکستری گربه  ی که است نیاز تنها

م شود. بیان ۱۰ فصل در بیشتری مثال های باشد. درست نیست“ خاکستری که دارد وجود
بعض در م سازد. مثبت ی که است مضاعف نقیض ی است. سان ی A گزاره با “(A (نقیض ”نقیض گزاره 
نم سازد. مثبت گزاره  و م رود کار به گزاره ی اهمیت و تایید برای مضاعف نقیض ی انگلیس زبان مانند زبان ها
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ارزش جدول

استفاده آن ها از روزانه کار در ریاض دانان بی ش هستند. مفید شدت به ارزش جدول های منطق، یادگیری زمان
دلخواه گزاره ای بودن غلط یا درست احتمالات همه  که است این هدف بود. خواهند راه گشا مبتدیان برای ول نم کنند
به T این جا در .(۱ .۶ (جدول است ساده ”نقیض“ برای ارزش جدول به ویژه شود. بیان جدول ی در خلاصه به طور

۱ .۶ جدول

A ∼ A

T F

F T

A گزاره  اگر که م بینیم دوم، خط روی پس شود. خوانده سطر طول در اطلاعات است. غلط معن به F و درست معن
م توان سوم خط در است). شده داده نشان F (با است غلط A نقیض آنگاه است)، شده مشخص T (با باشد درست
خروج به عنوان را دوم ستون و ورودی به عنوان را اول ستون م توان است. درست A نقیض اینکه یعن است غلط A دید

است. خروج T آنگاه باشد، ورودی F اگر دید.
.۱ .۶ مثال

:(۳ .۶ و ۲ .۶ (جدول م بینیم را ( A نقیض ) نقیض ارزش جدول
از استفاده با پس است، غلط “A ”نقیض وقت م دهیم. ارائه را ۳ .۶ جدول بعد م کنیم. شروع ۲ .۶ جدول رسم با

۲ .۶ جدول

A ∼ A ∼ (∼ A)

T F

F T

۳ .۶ جدول

A ∼ A ∼ (∼ A)

T F T

F T F

م کنیم. ثبت T ی دوم، خط پایان در بنابراین است. درست ( A نقیض ) نقیض که م دانیم نقیض، برای ارزش جدول
م شود. ثبت F ی سوم خط برای مشابه به طور

معادلند، “( A نقیض ) ”نقیض و “A” گزاره های که م گیریم نتیجه هستند، سان ی سوم و اول ستون های اینکه از
هستند. گزاره ی اصل در یعن

”یا“ و ”و“

رابط آن ها به م کنند، مرتبط هم به را گزاره ها اینکه باتوجه به و ساخت را گزاره ها م توان ”یا“ و ”و“ از استفاده با
م شود. گفته

گزاره ها در ”و“ از •استفاده

یرید: ب نظر در را زیر مثال است. استاندارد زبان هر رابط ساده ترین ”و“، ربط حرف



گزاره ی ساخت .۶۶۱

است.“ قرمز عل مداد و است سیاه آرش ”مداد

گزاره این ری دی حالت هر در باشد. داشته قرمز مدادی عل و سیاه مدادی آرش که است درست زمان گزاره این
مداد هرگاه مشابه به طور است. غلط گزاره و ندارد، اهمیت عل مداد رنگ آنگاه باشد، آبی آرش مداد اگر پس است. غلط

است. غلط گزاره باشد، سیاه آرش مداد و قهوه ای ، عل
اینکه باتوجه به است. موجود مدادها) (رنگ های B و A ورودی دو ”و“، ارزش جدول ساخت برای که کنید توجه
B و غلط A غلط، دو هر داریم: احتمال چهار پس باشند، غلط یا درست مستقل به صورت م توانند آن ها از ی هر
به صورت B و A گزاره های از استفاده با ”و“ ارزش جدول باشد. درست دو هر نهایت در و غلط B و درست A درست،

است. ۴ .۶ جدول

۴ .۶ جدول

A B A ∧ B

F F F

F T F

T F F

T T T

درست برای پس است. غلط “B و A” گزاره آنگاه باشد، غلط B یا A از ی فقط اگر که دید م توان حال هر به
باشند. درست دو هر است نیاز مرکب گزاره 

آنگاه باشیم، داشته ورودی سه اگر که کنید توجه است. خروج آخر ستون و ورودی اول، ستون دو جدول، این در
داشت. خواهیم غلط و درست ورودی های برای متفاوت حالت ۲۳ = ۸

.۱ .۶ توجه -
م شود.۴ نوشته A ∧B به صورت “B و A” گزاره  یعن م کنند، استفاده ”و“ دادن نشان برای ∧ از منطقیون

“B نقیض و A ” زمان چه مثال، برای کرد. استفاده پیچیده تر عبارات تحلیل برای ارزش جدول های از م توان حالا
م سازیم را م خواهیم که گزاره ای سپس و م آوریم به دست را B نقیض و B ،A مجزای قسمت های ابتدا است؟ درست

.(۵ .۶ (جدول

۵ .۶ جدول

A B ∼ B A ∧ (∼ B)

F F T F

F T F F

T F T T

T T F F

ارزش جدول از استفاده با م شود. ایجاد ”نقیض“ ارزش جدول از استفاده با Bنقیض سوم، ستون در که کنید توجه
ساخته م شود. پایان ستون ،۳ و ۱ ستون های یعن ،“B ”نقیض و “A” برای آن به کارگیری با و ”و“

گزاره ها در ”یا“ از •استفاده

جمله  مثال، برای است. متفاوت کم زبان دستور در آن استفاده  با ”یا“ از استفاده ”و“، با مقایسه در

هستند.“ اه فروش به رفتن درحال رضا یا ”عل

م برند. کار به ”یا“ و ”و“ برای ترتیب به را فصل و عطف نام های و نهاده فراتر را پا ۴منطق دانان
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یا را ”یا“ از حالت این دو. هر نه است، اه فروش به رفتن درحال آن ها از ی فقط که م دهد را معن این معمولا
م شود. ر دی قسمت بودن درست مان بود، درست قسمت ی اگر که است این باور گویند. مجزا

را این است. رفتن درحال دو) هر است ن (مم آن ها از ی حداقل که است معن این به بالا جمله ی ریاضیات، در
م گویند. منطق یا

یا عبارت باتوجه به م تواند کس هر ول نیستند؛ تشخیص قابل هم از منطق یا و مجزا یا روزمره، زبان در معمولا
درحال آن ها از ی م دانیم بالا جمله در یعن م شود، استفاده منطق یا از ریاضیات در بزند. حدس را یا نوع جمله

جمله  است. اه فروش به رفتن

است.“ فرد n یا m کنید ”فرض

ری دی و است فرد آنها از ی م گوید: ه بل نیست! ری دی و است فرد آن ها از ی که نم گوید ریاض دان ی
بود. دقیق باید ول باشد نداشته شباهت است زبان دستور در آنچه با این نیستم مطمئن باشد. فرد حت یا زوج م تواند

مثال: برای م شود. استفاده ”یا“ از اشتباه به مجزا، جملات در بیشتر حت

است.“ فرد یا زوج x آنگاه باشد. طبیع عدد ی x کنید ”فرض

زمان ی در نم تواند عدد ی یعن مجزاست، بودن زوج یا فرد خاصیت زیرا مجزاست. به ویژه ”یا“ حالت این در
یرید: ب نظر در مداد مثال در را رابط استفاده  حالا باشد. فرد هم و زوج هم

است.“ قرمز عل مداد یا سیاه آرش ”مداد

درست گزاره و است. درست هم باز باشد، قرمز عل مداد اگر بود. خواهد درست گزاره باشد، سیاه آرش مداد اگر
.(۶ .۶ (جدول ببینید مطلب، شدن روشن برای را ”یا“ ارزش جدول باشد. قرمز ، عل مداد و سیاه آرش، مداد اگر است

باشند. غلط دو هر B و A که است غلط زمان فقط “B یا A” که م بینیم جدول، برای

۶ .۶ جدول

A B A ∨ B

F F F

F T T

T F T

T T T

.۲ .۶ توجه -
م شود. نوشته A ∨B به صورت “ A یا B” جمله ی م کنند. استفاده ”یا“ دادن نشان برای ∨ از منطقیون

گزاره ها هم ارزی

کرد. تعریف را هم ارزی م توان شده اند، تکمیل گزاره ها که حالا

.۳ .۶ تعریف
گوییم. هم ارز گزاره هایِ را گزاره دو باشند، سان ی گزاره، دو ارزش جدول های خروج و ورودی هرگاه

.۲ .۶ مثال
نقیض و A پس م شود. خلاصه ۸ .۶ و ۷ .۶ جدول های به صورت (A نقیض(نقیض گزاره  و A گزاره  ارزش جدول (آ)

هستند. هم ارز گزاره های (A (نقیض

است. متفاوت آن ها ارزش جدول های زیرا نیستند هم ارز “B و A” و “B یا A” گزاره های (ب)
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۷ .۶ جدول

A A

T T

F F

۸ .۶ جدول

A ∼ (∼ A)

T T

F F

”یا“ و ”و“ نقیض

دارند: مرتبی تشابه آن ها با ”یا“ و ”و“ نقیض
و است هم ارز “(A (نقیض یا (B ”(نقیض با “(A و B) ”نقیض
است. هم ارز “(A (نقیض و (B ”(نقیض با “(A یا B) ”نقیض

گزاره  نقیض ، اول دیدن برای

است.“ مش او موهای رنگ و است قد بلند ”عل

یرید. ب نظر در را
بنابراین باشد، غلط باید است.“ مش عل موهای ”رنگ است.“و قد بلند ”عل گزاره های از ی لااقل که دید م توان
ر، به عبارت دی است. نیست.“درست مش عل موهای ”رنگ و نیست“ قد بلند ”عل گزاره های از ی حداقل م بینیم
دو هر که حالت شامل این که باشید داشته یاد (به است. درست نیست“ مش عل موهای رنگ یا نیست قد بلند ”عل

م شود!) نیز هستند درست
بزنید. مثال برد. به کار را مشابه استدلال ”یا“ نقیض برای م توان

“A نقیض یا B ”نقیض با “(A و B) ”نقیض که داد نشان م توان ارزش جدول های از استفاده با ، درحالت کل
.(۹ .۶ (جدول هم ارزند

۹ .۶ جدول

A B A ∧B ∼ A ∼ B (∼ A) ∨ (∼ B) ∼ (A ∧B)

F F F T T T T

F T F T F T T

T F F F T T T

T T T F F F F

ستونها بودن سان ی باتوجه به م دهند. نمایش را “(A (نقیض یا (B ”(نقیض و “(A و B) ”نقیض آخر ستون دو
هستند. هم ارز گزاره ها که گرفت نتیجه م توان

.۳ .۶ تمرین
دهد نشان که بسازید ارزش جدول

“(B (نقیض و (A ”(نقیض با “(A یا B) ”نقیض

است. معادل
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تمرین

هستند؟ درست گزاره های ی کدام هستند؟ گزاره زیر عبارات از ی کدام .۱

است. شیرین زندگ (آ)
است؟ اول عدد ی ،۲ عدد آیا (ب)

است. اول عدد ی ۲ دهید نشان (ج)

بود. مرد ی جمهور رئیس ۱۳۶۵ سال در (د)
بود. خواهد زن ی ۲۰۵۰ سال در ایران جمهور رئیس (و)

بسازید. زیر عبارات برای را ارزش جدول های .۲

(A و B) نقیض (آ)
(A یا B) نقیض (ب)

(B (نقیض یا (A (نقیض (ج)
(B (نقیض یا A (د)
B یا (B (نقیض (و)
B و (B (نقیض (ه)

بنویسید. را زیر جملات نقیض .۳

است. غلط B یا است درست A (آ)
است. درست B و است غلط A (ب)

است. درست B یا است درست A (ج)
است. درست B و است درست A (د)

بسازید. را زیر عبارات ارزش جدول های است. بیشتر ورودی های با ، ارزش جدول های  برای مثال تمرین، این .۴

،A و ( B یا C) (آ)
،(A و B) یا C (ب)

.((A یا B) (نقیض و C (ج)

که است گزاره ای دروغگو، ی است. درست آن ارزش جدول خروج های همه که است گزاره ای راستگو، ی .۵
است. غلط آن ارزش جدول خروج های همه 

است. راستگو گزاره ای  “A نقیض یا A” که دهید نشان (آ)
بنویسید. راستگو گزاره  ای ”و“ رابط از استفاده با (ب)

است؟ راستگو گزاره  ای نم شوند“ برنده تسلیم شده ها و نم شوند تسلیم ”برنده ها عبارت آیا (ج)

است. دروغگو گزاره  ی “A نقیض و A” که دهید نشان (د)
بود. خواهد مفید بسیار دروغگو کتاب، ۴ بخش در
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یده چ

دو. هر نه ول غلط، یا است درست که است جمله ای گزاره ی ◀

ندارد. وجود دو این بین چیزی هستند؛ غلط یا درست گزاره ها میانه: من قانون ◀

است. غلط است، درست A هرگاه که است گزاره ای ،A گزاره  نقیض ◀

شوند. ساخته ”و“ و ”یا“ رابط های با م توانند گزاره ها ◀

هم ارزند. باشند، داشته سان ی ارزش جدول های گزاره دو هرگاه ◀

است. معادل “(A (نقیض یا (B ”(نقیض با “(A و B) ”نقیض ◀

است. معادل “(A (نقیض و (B ”(نقیض با “(A یا B) ”نقیض ◀



۷ فصل

استلزام ها

را  “ Q م دهد نتیجه P ” ل: به ش است گزاره هایی شامل ریاضیات
خیر. یا است درست P آیا نم پرسید هرگز اما

“ ۱ راسل برتراند ”

نتیجه P گزاره  ل به ش گزاره هایی اساس بر مدرن ریاضیات است؛ درست به صراحت شد نقل بالا در راسل از آنچه
یعن است. شده ساخته را، Q گزاره  م دهد

است.“ درست نیز Q گزاره آنگاه باشد، درست P گزاره ”اگر

بنویسیم، بالا به صورت همیشه بهتر درک برای را گزاره ها بخواهیم اگر واق در است. پنهان ساختار این معمولا چند هر
م شود. سخت آن خواندن

پنیر از ”ماه گزاره  مورد در م توان است. شده بیان ماهرانه تر بسیار ول است درست نیز راسل گفته ی دوم قسمت
باشد، پنیر ماه، هرگاه زیرا است، درست که کرد گفتگو است“ خوشمزه لقمه  ی ماه که م دهد نتیجه است شده ساخته
پنیر با ماه واقعا آیا اینکه مورد در درحال که است. درست و م سازد مفاهیم گزاره که است این نکته است. خوشمزه پس
خوشمزه آنگاه باشد، پنیری آن اگر که م گوید تنها نم گوید. چیزی است؟ پنیری لقمه  ی واقعا یا است؟ شده ساخته

است. ارزشمند مثال این داشتن یاد به است.
م کنیم. استفاده گزاره ها دادن نشان برای B و A از راسل، Q و P به جای درحالت کل ما

“... آنگاه ،... اگر گزاره های”

ل به ش ریاض گزاره های بیشتر

است.“ درست B گزاره  آنگاه باشد، درست A گزاره  ”اگر

هستند.
که است چیزی این و م شود انجام کار نید، م ش را آن ها که زمان ول باشند، شده پنهان نوع به است ن مم
.A =⇒ B م نویسند: اوقات بعض و م دهد نتیجه را B ،A م گویند م نامند. استلزام ی را گزاره ها نوع این یافته اید.

کنید. مراجعه ۴ فصل به نماد این از صحیح استفاده  مورد در لطفا

.۱ .۷ مثال
ایران ام. من آنگاه هستم، میرزاخان مریم من اگر (آ)

و نوبل جایزه برنده جامعه شناس، مورخ، ریاض دان، منطق دان، فیلسوف، ۱۹۷۰ درگذشته  و ۱۸۷۲ زاده  (Bertrand Russell) راسل ۱برتراند

بود. بریتانیایی صل طلب فعال 

۶۶
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هستم. میرزاخان مریم آنگاه ایران ام، من اگر (ب)

هستم. ریاض فیلدز جایزه  برنده  بانوی اولین من آنگاه هستم، میرزاخان مریم من اگر (ج)

.a۲ < b۲ آنگاه ،a < b اگر (د)

.a < b آنگاه ،a < c اگر (و)

است. زوج x۲ آنگاه باشد، زوج x اگر (ه)

نیست. میرزاخان مریم که ایران شخص هر که چرا نیست درست (ب) گزاره  هستند. درست (ج) و (آ) گزاره های
درست (ه) گزاره  نیستند.) درست گزاره های حقیقت در (پس دارند. بستگ c و b ،a شرایط به (و) و (د) گزاره های
باشند. پنهان ل به ش است ن مم استلزام گزاره های کرد. خواهیم اثبات را آن ادامه در م دانید؛ را دلیلش احتمالا است،

یرید: ب نظر در مثال برای

است.“ زوج زوج، عدد دو ”جم

کرد: بازنویس زیر به صورت م توان را این

است.“ زوج عدد ی x+ y آنگاه باشند، زوج عدد دو y و x ”اگر

گزاره  مشابه، به طور

هستند.“ فرد دو، از بزرگتر اول اعداد ”همه 

به صورت م توان را

است.“ فرد p آنگاه ،p > ۲ و باشد اول عدد ی p ”اگر

نوشت.

م ح و (انگاشته) فرض

است: موجود قسمت دو ،A =⇒ B استلزام ی در
م شود. نامیده انگاشته یا فرض که A گزاره  •

دارد. نام م ح که B گزاره  •
است.“ درست م ح آنگاه باشد، درست فرض ”اگر گوییم: بنابراین

نیز شرایط را آن ها و م کنیم رجوع انگاشته ها و فرض ها به پس است. گزاره تعدادی از ترکیبی A گزاره  گاه
م خوانیم.

گزاره  (و)، در که کنید دقت هستند. انگاشته ها از مثال هایی “a < b” و هستم“ میرزاخان مریم ”من بالا، مثال در
باشد. سخت م ح و فرض یافتن است ن مم اوقات بعض است. م ح ی نیز “a < b”

است.“ فرد x۲ آنگاه باشد، فرد x اگر است. مثبت طبیع عدد ی x که کنید ”فرض

برای ر دی شیوه ای م باشند. است“ فرد که است مثبت طبیع عدد x” مفروضات، هستند؟ فرض چیزهایی چه این جا در
است: زیر به صورت گزاره این نوشتن

“ است مثبت فرد عدد ی x =⇒ است فرد x۲. ”

دارد. وجود مطلب ی نوشتن برای زیادی روش های م ببینید که همان طور

کنید. مشخص زیر قسمت های از ی هر در را م ها ح و فرض ها .۱ .۷ تمرین
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.x۳ + ۱۲x+ ۴ < ۳ آنگاه ،x۲ > ۵ اگر (آ)

.x <
√

۲ اگر x۲ + ۱ > ۳ داریم: (ب)

.c۲ = a۲ + b۲ آنگاه باشند، ر دی ضل دو b و a و وتر  c اگر باشد. قائم الزاویه مثلث ی T کنید فرض (ج)

است. θ مساوی a روبروی زاویه  و c و b ،a طول به آن اضلاع کنید فرض باشد. مثلث ی T که یرید ب نظر در (د)
.c۲ = a۲ + b۲ − ۲bc cos θ آنگاه

م دهد. نتیجه را B ،A وقت ،B و A راست

شده ساخته پنیر از ”ماه م گیریم: نظر در را اول مثال و برم گردیم آوردیم، فصل ابتدای در که راسل گفته  به حالا
خوشمزه ای لقمه  نتیجه در و شده ساخته پنیر از ماه که است این فرض است.“ خوشمزه لقمه  ی ماه که م دهد نتیجه است،
است. درست استلزام که رسید این به م توان پس نیستند، درست گزاره ها این از ی هیچ که باشید موافق امیدوارم است.

م دهد. سوق استلزام درباره  حقیقت اساس ترین فهمیدن به را ما این
نم گوید. B و A نادرست یا درست مورد در چیزی هیچ “  A =⇒ B”

است. حیات مهم، این فهم برای آن، درک ونه چ که کرد تأکید این از بیش نم توان
داریم: احتمال سه باشد، درست A =⇒ B اینکه فرض با

است. درست نیز B و درست A (۱)

است. غلط نیز B و غلط A (۲)

است. درست B و غلط A (۳)

نیز B آنگاه باشد، درست A اگر که است معن این به A =⇒ B زیرا است، غلط B حال که در باشد درست نم تواند A
است. درست

دهد: رخ م تواند احتمال دومین ایران ام. من آنگاه هستم، میرزاخان مریم من اگر دهد. رخ م تواند اول احتمال
درست ۱ = ۲ اگر زیرا است، درست A =⇒ B دید م توان آنگاه باشد. ۵ = ۶ ،B گزاره  و ۱ = ۲ ،A گزاره  کنید فرض
سومین دهد. رخ م تواند احتمال این پس .۵ = ۶ یعن ،۱ + ۴ = ۲ + ۴ که م بینیم طرف، دو به ۴ کردن اضافه با باشد
درست گزاره های به نم توانند هرگز غلط گزاره ها ی که م کنند تصور مبتدیان از بسیاری است. عقل از دور نظر به احتمال

است. معمول سفسطه  ی گویی بله، نیست! این طور اما برسند،

برسند. درست گزاره های به م توانند غلط گزاره های

غلط گزاره های اینکه هرچند نم گوید. B یا A درست درباره  چیزی “A =⇒ B” که کردیم توجه این، از پیش
است واض ۱−؛ = ۱ که کنید فرض مثال برای ندارد. ارزش هیچ صریح به طور برسند، درست گزاره های به م توانند
۲ توان (به مجذورکردن با یریم. ب فرض داریم، دوست را آنچه م توانیم و هستیم ریاض دان ما اما، نیست، درست که

بنابراین است. درست که م آید، به دست ۱ = ۱ طرف، دو رساندن)

“−۱ = ۱ =⇒ ۱ = ۱”

است. غلط −۱ = ۱ که ندارد اهمیت این است. درست
باق منطق کتاب های برای را مورد این کرد. اثبات را چیزی هر م توان غلط گزاره  ی تنها از استفاده با حقیقت، در

م گذاریم.
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A =⇒ B ارزش جدول

م رسد؟ نظر به خوب ،(۱ .۷ استلزام(جدول ارزش جدول از چیزی چه
به است. سخت تر ر دی تا دو فهم کنید!) بررس را متن بیندیشید! ریاض دان ی (مانند است. واض پایان خط دو

۱ .۷ جدول

A B A =⇒ B

F F T

F T T

T F F

T T T

B آنگاه باشد، غلط A اگر زیرا باشند داشته معن م توانند ر، دی طرف از هستند. ارزش جدول از تعریف آن ها نوع
است. غلط A وقت است درست A =⇒ B وییم ب م توانیم بنابراین باشد، چیزی هر دارد اجازه

معادلند. “(A) نقیض یا B” و A =⇒ B ارزش جدول های که دهید نشان .۲ .۷ تمرین

“... آنگاه ،... اگر ” نقیض

،A م گوید، که است این روشن پاس چیست؟ آن نقیض پرسید م توان است، گزاره ی A =⇒ B اینکه باتوجه به
همان در و است درست A اینکه یعن این است؟ درست منطق گزاره  آیا و است؟ معن چه به این نم دهد. نتیجه را B

است. “A و B ”نقیض این است. غلط B زمان
کرد: بررس م توان ۲ .۷ تمرین از استفاده با

و Q” نقیض که داریم یاد به ۶ فصل از است. سان “ی A نقیض یا B” با “A =⇒ B” که م شود داده نشان آنجا
”نقیض همان هم این است. “A نقیض یا B” نقیض ،“A =⇒ B” نقیض بنابراین است. “P نقیض یا Q ”نقیض ،“P

م باشد. “A و B ”نقیض آن ساده تر که است، “(Aنقیض) نقیض و B

.۳ .۷ تمرین
کنید. بیان ارزش جدول های از استفاده با را فوق استدلال

نیست. استلزام ی استلزام، ی نقیض که کنید توجه .۱ .۷ نکته

B م دهد نتیجه A نوشتن مختلف روش های

است. “A =⇒ B” همان “A اگر B ”•

مریم اگر ایران ام ”من به صورت م توان را ایران ام“ آنگاه هستم، میرزاخان مریم من ”اگر که است روشن این
به صورت م توان را “B آنگاه ،A ”اگر داد. انجام م توان نیز کل تر حالت در را این نوشت. هستم“ میرزاخان

“A اگر B”

کرد. بازنویس
در (یا است درست B ،“ B آنگاه ،A ”اگر و “A =⇒ B” در م کنند فکر زیرا م شوند سردرگم دانشجویان ، گاه
زمان انداخت. خواهد زحمت به را شما است چپ سمت م ح و راست سمت مفروضات اینکه م شود). درست پایان

بود. خواهد مهم بسیار نوشتن روش این م بینیم، ۹ فصل در را گزاره ها هم ارزی که
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“A =⇒ B ” با “B اگر تنها A ”

ایران ام“ من آنگاه هستم، میرزاخان مریم من ”اگر روش آن در دارد. کمتری وضوح “A =⇒ B” نوشتن بعدی روش
راه آنگاه نیستم، ایران من اگر که است این عقیده م شود. جا  به جا باشم“ ایران اگر تنها هستم میرزاخان مریم ”من با

باشم. میرزاخان مریم بتوانم من که ندارد وجود
،“A =⇒ B” نوشتن ر دی روش به طورکل تر، بنابراین،

“B اگر تنها A”

است.
A که م گوید “B اگر تنها A” گزاره  م رویم. پیش  کندتر پس است سخت تر “A =⇒ B” با آن هم ارزی پذیرش

است؟ سان ی است، درست B که م دهد نتیجه است درست A با این ونه چ باشد. درست B اگر تنها است درست
درست “A =⇒ B” لذا یرید، ب نظر در غلط را B و درست را A علاوه به است. درست “A =⇒ B” که کنید فرض
باشد. درست B اگر تنها است درست A که کنید فرض مشابه، به طور باشد. درست B اگر تنها است درست A پس نیست.

.A =⇒ B بنابراین باشد، درست نیز B باید باشد، درست A اگر آنگاه

.۴ .۷ تمرین
“A =⇒ B” که دهید نشان ارزش جدول ی از استفاده با ویژه، به دهید، نشان را بالا مطلب ارزش جدول های از استفاده با

است. سان ی “B اگر تنها A” با
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تمرین

است؟ درست زیر گزاره های از ی کدام است. غلط B و درست A کنید، فرض .۱

B نقیض =⇒ A (ج) B =⇒ A (ب) A =⇒ B (آ)

A نقیض =⇒ A (ه) A یا B نقیض (و) A =⇒ A (د)
(A یا B) نقیض (ی)

بنویسید. را زیر گزاره های نقیض .۲

کرده اید. عمل خوب مسابقه در آنگاه بیاورید، را مسابقه امتیازات درصد ۷۰ اگر (آ)
م مانم. خانه در آنگاه ببارد، باران اگر (ب)

.x = −۱ آنگاه ،x۲ + ۲x+ ۱ = ۰ اگر (ج)
.x = ۱ یا x = −۲ م دهد نتیجه x۲ + x− ۲ = ۰ (د)

نیست.) “... آنگاه ،... ”اگر ی “... آنگاه ،... ”اگر نقیض (راهنمایی:

بنویسید. اگر“ ”تنها از استفاده با را زیر گزاره های .۳

.x۲ = ۴ آنگاه ،x = −۲ اگر (آ)
است. فرد xy آنگاه باشند، فرد y و x اگر (ب)

.(x۲ + x− ۲ = ۰) =⇒ (x = ۱ یا x = −۲) (ج)
.x۲ + x− ۲ = ۰ ⇐= x = ۱ (د)

بسازید. ارزش جدول زیر گزاره های برای .۴

و (A =⇒ B) =⇒ A نقیض (آ)
.A یا (B =⇒ A (نقیض (ب)

هستند. درست زیر گزاره های که دهید نشان ارزش جدول با .۵

و A =⇒ (A یا B) (آ)
.
[
(A,B) =⇒ C

]
=⇒

[
C نقیض =⇒ (A نقیض یا B (نقیض

]
(ب)
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یده چ

م شود. نامیده م ح ،B گزاره  و انگاشته یا فرض A گزاره ،“A =⇒ B” گزاره  در ◀

نوشت. “B آنگاه ،A ”اگر به صورت م توان را “A =⇒ B” گزاره  ◀

نم گوید. ری دی چیز هیچ است. درست B آنگاه باشد، درست A اگر که است معن این به را“ B م دهد نتیجه A” ◀
باشد. غلط یا درست B است ن مم آنگاه باشد، غلط A اگر

است. هم ارز “(A) نقیض یا B” با A =⇒ B نقیض ◀

است. ی “A =⇒ B” با “B اگر تنها A” ◀

است. ی “A =⇒ B” با “A اگر B” ◀



۸ فصل

استلزام ها باب در نکته هایی ریز

داده ایم. انجام را آن بنابراین چیزهاست، بعض این شود، انجام باید چیزها بعض است. رنجدیده سیاستمداران از او

“ ۱ نخست وزیر گفتن، بله قسمت لین، جاناتان و ج آنتون ”

چیزها، بعض عبارت زیرا م کند، کار و استفاده ابهامات نوع این از بالا طنز گفته  هستند. ابهام از پر زبان ها بیشتر
به ابتدا فصل، این در برداریم. میان از را ابهامات چنین ، ریاض زبان با داریم قصد دارد. جمله در متفاوت معن دو
را ما ونه چ مثال، این ببینیم باید پرداخت. خواهیم م دهد رخ آنگاه

/
اگر ساختار از استفاده در روز هر که ویژه ای مسئله 

روزمره مثال های از استفاده چه اگر که م دهد نشان این م کند. هدایت گزاره ی نقیض عکس و معکوس مفاهیم به
ما م تواند ( ... و انگلیس ، فارس از (اعم گفتاری زبان که چرا باشیم، داشته دقت باید ول باشد، روشن کننده م تواند

یرد. ب بازی به را

رایج اشتباه معکوس:

م شود. منت م گیریم، یاد کودک در که آنچه روزانه به کارگیری از م شویم، مرتکب منطق در که اشتباه رایج ترین
م گوید: فرزندش به مادری مثال، برای

“. نم کن دریافت بستن آنگاه ، نکن مرتب را اتاقت ”اگر
با را این و است تفسیرکردن درحال خانواده و کودک شبیه ما، طبیع غریزه

م کند.“ دریافت بستن آنگاه کند، مرتب را اتاقش کودک ”اگر

ر به عبارت دی م گیریم. ی

“. م کن دریافت بستن ی آنگاه ، کن مرتب را اتاقت ”اگر

مورد در چیزی هیچ م افتد. اتفاق چه نکند مرتب را اتاقش کودک اگر م گوید تنها نم گوید. را این اصل جمله  ول
را اتاقش کودک اگر که عقیده ایم هم ما بیشتر دارم، اطمینان درحال که نم گوید! م افتد اتفاق چه دهد انجام اگر اینکه

شد. خواهد خاطر آزرده نکند، دریافت بستن و کند مرتب
باران اگر که است مفهوم این به روزمره گفتار در رفت.“ نخواهم بیرون آنگاه ببارد، باران ”اگر است: این ر دی مثال
باران اگر م دهد، رخ آنچه مورد در است، گزاره ی تنها جمله دقیق، به طور چند هر رفت. خواهم بیرون آنگاه نبارد،

نم گوید. نبارد، باران اگر م دهم، انجام کاری چه اینکه مورد در چیزی هیچ و ببارد؛
روشن به مسئله ای حالا شدیم. بزرگ آنگاه

/
اگر با جمله های مفهوم مورد در معین ایده های با که است این نکته

بسازیم. زیر مثال باتوجه به بالا مثال های

لین جاناتان و م کرد فعالیت میلادی ۲۰۰۶ تا ۱۹۶۶ سالهای بین که بود بریتانیا اهل صداپیشه و هنرپیشه (Antony Jay) ج ۱آنتون

.(۱۹۴۳ (متولد بود بریتانیا اهل کمدین و کارگردان نویس، فیلم نامه ی (Jonathan Lynn)

۷۳
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هستم.“ ایران من آنگاه هستم، چمران۲ مصطف ”اگر

م کنیم؛ اضافه آن به نقیض ی حالا بود. ایران چمران، مصطف دکتر م دانیم قبل از که چرا است درست گزاره این
به گزاره بنابراین

نیستم.“ ایران آنگاه نیستم، چمران مصطف ”اگر

، ریاض زبان به خلاصه نویس با نیستند. چمران مصطف که هستند ایران هایی زیرا نیست، درست این قطعا م شود. تبدیل
داریم: را زیر تعریف

.۱ .۸ تعریف
“B آنگاه ،A ”اگر استلزام معکوس

“B نقیض آنگاه ،A نقیض ”اگر

است.
.۱ .۸ مثال

آنگاه باشد، “ نم کن دریافت بستن ”شما ،B و “ نکن مرتب را اتاقت ”شما ،A کنید فرض بالا، بستن
/
اتاق مثال در

شما ”اگر گزاره  معکوس پس است. “ م کن دریافت بستن ”شما ،B نقیض و “ کن مرتب را اتاقت ”شما A نقیض
است. “ م کن دریافت بستن آنگاه کن مرتب را اتاقت شما ”اگر ،“ نم کن دریافت بستن آنگاه نکن مرتب را اتاقت

نقیض آنگاه ،A نقیض ”اگر آنگاه باشد، درست “B آنگاه ،A ”اگر اگر که داد نشان بالا ایران
/
چمران مصطف مثال

معکوسش و بستن و اتاق مورد در اول گزاره  درست ارزش ، منطق به طور که دید م توان لذا باشد، غلط B“م تواند
م داند.) (معادل) ی را آن ها ما، کودک تجربه ی چند (هر باشد. متفاوت کاملا م تواند

داریم: نیاز آن به که تفاوت
نیست. معادل (A نقیض =⇒ B (نقیض با (A =⇒ B)

در باشد درست م تواند استلزام ی م دهد نشان که چرا است، خوب تفاوت این یادآوری برای ، ایران
/
چمران مثال

است. غلط آن معکوس حال که
گزاره  م دهد. نشان زیر مثال را این باشند، درست دو هر م توانند آن معکوس و استلزام ی کنید، دقت

است“ زوج x۲ که م دهد نتیجه است زوج x”

یرید. ب نظر در را
به صورت گزاره معکوس است! حالت کدام این که دهید نشان بخواهید است ن مم است. درست گزاره این

نیست“ زوج x۲ که م دهد نتیجه نباشد، زوج x”

ر به عبارت دی است.
است.“ فرد x۲ که م دهد نتیجه است فرد x”

هستند. درست دو هر “B نقیض آنگاه ،A نقیض ”اگر و “B آنگاه ،A ”اگر حالت این در بنابراین است! درست نیز این
که: م بینیم چمران مثال و مثال این باتوجه به

آن معکوس درست ارزش مورد در چیزی هیچ “A =⇒ B” درست ارزش ، کل حالت در
نم گوید. “A نقیض =⇒ B ”نقیض

خطرناک مثال های •

از استفاده ببینیم دهید اجازه م گیرد. صورت کوچ زیان آن به وسیله  است. بی ضرر بستن
/
اتاق ساده  مثال انصافا

بسازد. برایمان انفجاری بالفعل به طور موقعیت هایی م تواند ونه چ ر، دی مردم با واقع زندگ در برهم درهم منطق این
گزاره 

ستاد بنیان گذار و ایران سیاستمدار فیزی دان، دهلاویه، ۱۳۶۰ خرداد ۳۱ شهادت تهران، ۱۳۱۱ مهر ۱۰ زاده  ساوه ای چمران مصطف ۲شهید

بود. عراق و ایران جنگ جریان در نامنظم جنگ های
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هستید.“ باهوش آنگاه هستید، ریاض دان ”اگر

غیرریاض دان فرد ی هوش مورد در چیزی هیچ گزاره این که کنید توجه است. درست که کنید فرض و یرید ب نظر در را
نم گوید. آن ها مورد در چیزی هیچ گزاره این اما باشد، مخابرات مهندس یا تاریخ دان جغراف دان، م تواند فردی نم گوید.
مخابراتم! مهندس ”من گردند. خاطر رنجیده و است غیرریاض دان به توهین این که باشند معتقد است ن مم با این حال

هستم؟“ کودن من م گویید
”اگر وییم: ب ”ریاض دان“ از استفاده به جای که کنید تصور باشد، جدال برانگیز م تواند چقدر این ببینید اینکه برای
اول گرفت. خواهد ل ش این مقابل در زیادی بحث های کنیم. دفاع آن بودن درست از و هستید“ باهوش آنگاه هستید، مرد
باهوش زنان اینکه استدلال و جنسیت تبعیض از ایت ش با اینکه دوم و دارد وجود جهان در زیادی بی استعداد مردان اینکه
گزاره هایی چنین از به ندرت البته است. غلط منطق لحاظ از گزاره این که م دهند نشان دارند، وجود جهان در زیادی

م شود. داده پوشش حالت چند با آن ها گزاره های معمولا م شود؛ استفاده

کاف و لازم

م توان را “ ”کاف و ”لازم“ جملات خوشبختانه، م شوند. تعیین کاف و لازم شرایط ل به ش اغلب ، منطق گام های
دید. روزمره معمول گفتگوهای در

لازم شرایط •

است. ضروری چیزی درست برای که است شرط لازم، شرط

.۲ .۸ تعریف
نم کند. تضمین را نتیجه درست ول باشد. درست نتیجه اینکه برای باشد دست در باید که است شرط ، لازم شرط

با حالت این باشد“. درست A اگر تنها است درست B” که است معن این به “B برای است لازم A” ر به عبارت دی
است. ی B =⇒ A

.۲ .۸ مثال
است. ضروری دستکش ی وجود برای کامل تن پوش دست ی وجود (آ)

است. نیاز x = −۲ برای x ≤ ۰ (ب)

(دو باشد متساوی الساقین مثلث که است لازم سان) ی زوایای (با باشد متساوی الاضلاع مثلث ، مثلث اینکه برای (ج)
مساوی). زاویه

کاف شرایط •

است. درست گزاره ای کند تضمین اینکه برای است شرط ، کاف شرط

.۳ .۸ تعریف
صدق شرط در اگر حت باشد، درست است ن مم نتیجه م کند. تضمین را نتیجه درست که است شرط ، کاف شرط

نکند.
A =⇒ B با این باشد“. درست A اگر است درست B” که است معن این به “B برای است کاف A” ر به عبارت دی

است. ی

.۳ .۸ مثال
برای دستکش ی وجود که کنید توجه است. کاف کامل تن پوش دست ی وجود برای دستکش ی وجود (آ)

نیست. ضروری کامل تن پوش دست ی

است. کاف x ≤ ۰ برای x = −۲ (ب)
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اینکه برای که کنید دقت باشد. متساوی الاضلاع مثلث که است کاف باشد، متساوی الساقین مثلث اینکه برای (ج)
باشد. متساوی الاضلاع نیست نیاز باشد، متساوی الساقین مثلث،

نقیض عکس

کرده تربیت طوری را ما روزمره، زبان اینکه با نیست، معادل ( A (نقیض =⇒ ( B (نقیض با A =⇒ B که دیده ایم
نکرده اند. تجهیز است درست که نتیجه ای برای را ما زبان ها این، از بدتر یریم. ب نظر در درست را آن که است

.۴ .۸ تعریف
،“A =⇒ B” گزاره  نقیض عکس

“B نقیض =⇒ A ”نقیض

است.

با را A =⇒ B م توان است. معادل A =⇒ B با “B نقیض =⇒ A ”نقیض است، فت انگیز ش
م بینیم: مثال چند کرد. تعویض ( B (نقیض =⇒ ( A (نقیض

.۴ .۸ مثال
مصطف من آنگاه نیستم ایران من ”اگر گزاره  ، هستم“ ایران آنگاه هستم، چمران مصطف من ”اگر نقیض عکس (آ)

است. نیستم“، چمران

بندرعباس اهل من ”اگر گزاره  نیستم“، بندرعباس اهل من که م دهد نتیجه نیستم ایران من ”اگر نقیض عکس (ب)
است. هستم“، ایران من پس هستم،

مریم آنگاه نیستم، بانو ی من ”اگر گزاره  هستم“، بانو ی که م دهد نتیجه هستم مریم ”من گزاره  نقیض عکس (ج)
م باشد. نیستم“،

گزاره  ،“x۲ − ۴x− ۵ = ۰ =⇒ x ≥ −۲” گزاره  نقیض عکس (د)
است. ،“x < −۲ =⇒ x۲ − ۴x− ۵ 6= ۰”

.۱ .۸ تمرین
است. سان ی A =⇒ B ارزش جدول با که دهید نشان و بسازید “B نقیض =⇒ A ”نقیض برای ارزش جدول ی

.۱ .۸ توجه -
معادلند. آن نقیض عکس و گزاره هر که م دهد نشان قبل تمرین
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تمرین

کنید. بازنویس آنگاه...“ ”اگر...، ل به ش را زیر گزاره های .۱

شود. قهرمان برزیل در که است این شود قهرمان عل اینکه برای کاف شرط ی (آ)
ببرد. عل از که است این رضا شدن قهرمان برای لازم شرط (ب)

است. کاف درس این گذراندن برای منظم کار (ج)

نیست. لازم درس این گذراندن برای منظم کار (د)
باشید. شده متولد ایران در که است لازم شوید، ایران جمهور رئیس اینکه برای (و)

باشید. شده متولد هندوستان در که نیست لازم باشید، هندوستان کشور نخست وزیر اینکه برای (ه)

و درست زیر گزاره های از ی کدام باشد. “x > ۳” ،B گزاره و “x۲ − ۲x − ۳ > ۰” ،A گزاره  کنید فرض .۲
هستند؟ غلط ی کدام

،A =⇒ B (آ)
،B =⇒ A (ب)

است، لازم B برای A (ج)
است، کاف A برای B (د)
است، کاف B برای A (ذ)
است، لازم A برای B (و)

،B نقیض =⇒ A نقیض (ه)
،A نقیض =⇒ B نقیض (ی)

معادلند؟ زیر گزاره های از ی کدام .۳

بدهند. دست از را قهرمان باید آنگاه ببازد، را آخر بازی من تیم اگر (آ)

م شود. قهرمان شما تیم آنگاه ببازد، را آخر بازی من تیم اگر (ب)

م شوند. قهرمان آنگاه ببازد، را آخر بازی من تیم اگر (ج)

برده اند. را آخر بازی آنگاه شود، قهرمان من تیم اگر (د)

شده اند. قهرمان آنگاه ببرد، را آخر بازی من تیم اگر (و)

باشند. داده دست از را آخر بازی باید آنگاه بدهد، دست از را قهرمان من تیم اگر (ه)

چیست؟ A =⇒ (B =⇒ C) گزاره  نقیض عکس .۴

زیادی (تعداد م پردازیم. است شده انجام ویسون . س پ. توسط که مطلب درک روی جالبی آزمایش به اکنون .۵
م کنند.) اشتباه مورد این در مردم از

عدد آن ر دی طرف در و صدادار، یا صوت حرف کارت هر طرف ی در که باشند گفته دانشجویان به کنید فرض
شوند: داده زیرنشان ل ش به صورت کارت ها است ن مم است.
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در زوج عدد ی آنگاه باشد، طرفش ی در صدادار حرف ی کارت ی ”اگر آیا یرید ب تصمیم که است این مهم
قاعده این م دهند تشخیص که برگردانند را کارت هایی تنها باید دانشجویان خیر؟ یا است درست است“ رش دی طرف

باشد. درست برایشان
دهید. شرح را پاسختان نه؟ ی کدام و شوند برگردانده باید فوق مثال در کارت ها کدام
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یده چ

است. “A نقیض =⇒ B ”نقیض ،A =⇒ B معکوس ◀

نیست. “A نقیض =⇒ B ”نقیض بودن درست به معن A =⇒ B بودن درست ◀

است. معادل “B =⇒ A با است” لازم B برای A ◀

است. معادل “A =⇒ B با است” کاف B برای A ◀

است. “B نقیض =⇒ A ”نقیض ،“A =⇒ B” نقیض عکس ◀

معادلند. آن نقیض عکس و استلزام ی ◀



۹ فصل

هم ارزی و معکوس

خندیدند، کلمب کریستوف به است. نابغه خندیده اند کس هر به که نم دهد نتیجه خندیده اند، نابغه ها از برخ به اینکه
خندیدند. نیز ۱ دلقک بوزو به اما خندیدند. رایت برادران به خندیدند، بخار) کشت (مخترع فالتون به

“ ۲ متفکر مغز ساگان، ادوارد کارل ”

وارون م توان A =⇒ B استلزام برای که دیدیم قبل فصل در هستند. ریاضیات قلب در A =⇒ B ل به ش گزاره های
بررس را ری دی استلزام فصل این در آورد. به دست را (∼ B =⇒∼ A) آن نقیض عکس و (∼ A =⇒∼ B) آن

ن مم نیستند. سان ی آن عکس و گزاره  ی که دید خواهیم م نامیم. A =⇒ B معکوس را آن B؛ =⇒ A م کنیم:
باشند. نادرست دو هر یا و درست دو هر نادرست، ری دی و درست ی است

واقعا ریاض دانان، م نامند. هم ارز گزاره  دو را B و A آنگاه باشند، درست B =⇒ A و A =⇒ B گزاره  دو هر اگر
ندارند. هم با روشن ارتباط هیچ B و A که برسد نظر به اگر مخصوصا دارند، دوست را ارز هم گزاره های

عکس

.۱ .۹ تعریف
است. “B =⇒ A ” گزاره  “A =⇒ B ” گزاره  عکس

گزاره  عکس

هستم“ ایران پس هستم، چمران مصطف من ”اگر

گزاره 

هستم“. چمران مصطف پس هستم، ایران من ”اگر

نادرست یا درست آن عکس است ن مم باشد، درست خاص جمله ی اگر حت که م دهد نشان ساده مثال این است.
کنیم. بررس باید وییم، ب چیزی که آن از قبل باشد.

.۱ .۹ تمرین
بنویسید: را زیر گزاره های عکس

داشت. متحده ایالات در گسترده ای محبوبیت ۱۹۶۰ دهه در که دلقک ۱شخصیت

مروج نویسنده و ناسا سازمان مشاور اخترشیمیدان، ایی، آمری اخترشناس ،۱۹۶۶ درگذشته  و ۱۹۳۴ زاده  (Carl Sagan) ساگان ادوارد ۲کارل

بود. علوم سایر و اخترفیزی

۸۰
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نیستند. خاکستری گربه ها همه آنگاه باشد، سیاه من گربه  اگر (آ)

است. زوج x۲ آنگاه باشد، زوج x اگر (ب)

هستم. کوروش آنگاه باشم، پارس من اگر (ج)

است؟ درست آن عکس آیا م پرسد م کند، بیان را“ B دهد م نتیجه A” گزاره  که هنگام خوب، ریاض دان ی
که این دهید. قرار ریاضیات انجام برای خویش ابزار جعبه از بخش به عنوان را آن و کنید خود ذهن ه مل را سوال این
را ریاضیات توانمندی های تمرین، این که است این در نکته ندارد.، اهمیت نادرست، یا است درست گزاره ا ی عکس

م دهد. افزایش
طول در را سوال این که دانشجویی اولین به که دادم پیشنهاد اول، سال دانشجویان برای سخنران هایم از ی در
و م دیدند جالب را گزاره ا ی عکس که جایی هر در جایزه آوردن به دست برای آن ها شود. اهدا جایزه ای بپرسد، سخنران
نیز ارانم هم سایر کلاس های طول در که دادم اجازه آن ها به م پرسیدند. را سوال این بود، نادرست یا و درست وضوح به

کنند. استفاده نیز من کلاس های از خارج در خود دانش از که م خواهم دانشجویانم از زیرا بپرسند.

.۲ .۹ تمرین
چیست؟ گزاره  ی نقیض عکس ر دی نام

منطق هم ارزی های

یا است. A همان ∼ (∼ A) به عنوانِ مثال، کرده ایم. صحبت هم ارزند، یعن هستند، سان ی که گزاره ا ی دو درباره 
ارزش گذاری جدول های از هم ارزی این اثبات برای و است. سان ی “A =⇒ B ” گزاره  با “∼ B =⇒∼ A ” گزاره 

کرد. خواهیم بررس بیشتری جزئیات با را هم ارزی مفهوم اینک است. شده استفاده

.۱ .۹ مثال
نظر در را هستم“ ا آمری متحده ایالات جمهور رییس نخستین ” و هستم“ واشنگتن جورج جمهور، رئیس ”من گزاره های

یرید. ب
هستم“ ا آمری متحده ایالات جمهور رییس نخستین آنگاه هستم، واشنگتن جورج جمهور، رئیس من ”اگر که م دانیم
جورج جمهور، رئیس من آنگاه باشم، ا آمری متحده ایالات جمهور رئیس اولین من ”اگر : یعن آن عکس است. درست

است. درست نیز هستم.“ واشنگتن
هم ارز آن ها است؛ ی بودن ا آمری متحده ایالات جمهور رئیس نخستین و واشنگتن جورج که است خاطر این به این

کنیم. تبدیل ریاض واژگان به را مفهوم این بیایید هستند.

.۲ .۹ تعریف
م نویسیم و م نامیم منطق هم ارز را B و A گزاره  های آنگاه باشند، درست B =⇒ A و A =⇒ B گزاره  دو هر اگر

م    نامیم. دوشرط گزاره  را A⇐⇒ B گزاره  و م خوانیم اگر“ تنها و ”اگر را، ⇐⇒ نشانه .A⇐⇒ B

B =⇒ A و “ B اگر تنها A ” به صورت م توان را A =⇒ B م دانیم، که است این اگر“ تنها و ”اگر از استفاده دلیل
بااین وجود، م آید. به دست اگر“ تنها و ”اگر عبارت گزاره، دو این ترکیب با نوشت. “ B اگر A ” به صورت م توان را
سردرگم اوقات بیشتر است، اگر“ ”تنها معن به استلزام کدام و “ ”اگر به معن استلزام کدام اینکه تشخیص در دانشجویان

دهید. تشخیص را آن ها تا کنید تمرین م شوند.

.۲ .۹ مثال
کنید: توجه گزاره این به

.x۲ + ۲x− ۳ = ۰ ⇐⇒ x = −۳ یا x = ۱

از است عبارت (=⇒ (یعن گزاره  این اگر“ تنها ” بخش
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.x۲ + ۲x− ۳ = ۰ =⇒ (x = −۳ یا x = ۱)

درجه معادله این جا، در کنید. حل م دهید ترجیح که روش هر به را معادله جواب، این به رسیدن برای است. درست که
یا x = ۱ که م دهد نتیجه x۲ + ۲x− ۳ = ۰ لذا .x۲ + ۲x− ۳ = (x− ۱)(x− ۳) کرد: تجزیه م توان آسان به را دو

.x = −۳
از است عبارت (⇐= (یعن گزاره  این اگر” ” بخش

.x۲ + ۲x− ۳ = ۰ ⇐= (x = −۳ یا x = ۱)

داد. نشان را آن درست م توان آسان به است. درست نیز قسمت این

۱۲ + ۲ × ۱ − ۳ = ۱ + ۲ − ۳ = ۰,

(−۳)۲ + ۲(−۳)− ۳ = ۹ − ۶ − ۳ = ۰.

هستند. هم ارز “x = −۳ یا x = ۱ ” و ”x۲ + ۲x− ۳ = ۰” گزاره  دو بنابراین

.۳ .۹ مثال
م دهد. رخ اتفاق چه گزاره  این برای ببینید اینک

x۲ + ۲x− ۳ = ۰ ⇐⇒ x = −۳.

هم ارز “x = −۳ یا x = ۱ ” گزاره  با “x۲ + ۲x − ۳ = ۰” گزاره  زیرا ) است. نادرست گزاره  این قبل مثال باتوجه به
نیست.) هم ارز “x = −۳ ” گزاره  ی با دوم گزاره  که است روشن و است

اگر“ ” یعن ؟ ⇐= بخش یا =⇒ بخش است؟ اشتباه آن جهت کدام اما است. نادرست گزاره  این خوب! بسیار
اگر“؟ تنها ” یا است نادرست

م باشد. نیز x = −۳ از غیر جوابی دارای x۲ +۲x−۳ = ۰ معادله زیرا اگر“، تنها ” یعن است، نادرست =⇒ جهت

گذاشتن کنار •

از جوابی x = ۴ که دهند نشان م خواهیم دانشجویان از معادلات، حل مورد در سوال ی از بخش در که هنگام
و x = ۴ جواب های و م کنند حل خاص روش به را معادله دانشجویان، از بسیاری است، ۳x۲ − ۱۴x+ ۸ = ۰ معادله 
آن فقط ساده تر، روش به است، معادله ی جواب چیزی دهید نشان اینکه برای بااین وجود، م آورند. به دست را x =

۲
۳

کنید: زین جای معادله در را

۳x۲ − ۱۴x+ ۸ = ۳(۴)۲ − ۱۴(۴) + ۸ = ۴۸ − ۵۶ + ۸ = ۰.

ر دی مثال •

است. درست که م دهیم نشان و داشت خواهیم اگر“ تنها و ”اگر گزاره  ی بعد مثال در

.۴ .۹ مثال
باشد. فرد n+ ۱ عدد اگر تنها و اگر است زوج n صحیح عدد

فرض باشد. فرد n+ ۱ اگر تنها است زوج n که دهیم م نشان ابتدا است. درست گزاره  این که دهیم نشان م توانیم
فرد عددی تعریف، بر بنا که n + ۱ = ۲m + ۱ بنابراین .n = ۲m ،m ∈ Z از برخ برای آنگاه باشد. زوج n کنید

است. فرد عددی n+ ۱ بنابراین است،
به عنوانِ مثال، باشد، فرد عددی n + ۱ کنید فرض باشد. فرد عددی n + ۱ اگر است زوج n که م دهیم نشان حال

است. زوج عددی n ترتیب، این به .n = ۲m داریم ۱ حذف با . ۲m+ ۱ = n+ ۱ ،m ∈ Z از برخ برای

”اگر“ شامل گزاره  ی هستند. درست دو هر که دارد وجود گزاره  دو دهیم، نشان که است این در مثال این اهمیت
گفت. خواهیم بیشتر موضوع، این درباره کتاب، این ادامه در اگر“. ”تنها شامل ری دی و
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تمرین

بنویسید. را زیر گزاره  های از ی هر عکس .۱

است. قرمز x آنگاه ،x > ۵ اگر (آ)
باشد. فرد هم و زوج هم هم زمان نم تواند اما باشد، فرد یا زوج م تواند صحیح عدد ی (ب)

بخورم. بستن که است لازم باشم، خوشحال روز طول تمام در اینکه برای (ج)

بخورم. بستن کافیست باشم، خوشحال روز طول تمام در اینکه برای (د)

کنیم. درک را آن ها که نیست لازم اشیا، درباره  بحث برای (و)

کرد! خواهم شلی یا بایست، (ه)

هستند. هم ارز هم با زیر گزاره  چهار از ی کدام .۲

است. درست X آنگاه باشند، قرمز دو هر B و A اگر (آ)
است. درست X آنگاه نباشند، قرمز دو هر B و A اگر ( (ب

نیستند. قرمز دو هر B و A آنگاه باشد، نادرست X اگر (ج)

است. درست X آنگاه نباشد، قرمز B یا A اگر (د)
چه (د) قسمت مورد در است؟ نادرست است؟ درست (آ) قسمت در X آنگاه باشد، زرد B و قرمز A اگر

گفت؟ م توان

بسازید. ارزش گذاری جدول زیر گزاره های برای .۳

برای همچنین ،A⇐⇒ B (آ)
را“. B م دهد نتیجه A ” گزاره  نقیض (ب)

) کنید. ترکیب شرط دو گزاره  ل به ش را آن عکس و گزاره هر آورید. به دست را زیر گزاره های از ی هر عکس .۴
باشند!) درست گزاره ها نیست لازم کنید، توجه

.b = ۰ یا a = ۰ آنگاه ،ab = ۰ اگر (آ)
.x = ۲ آنگاه ،۲x۲ − ۷x+ ۶ = ۰ اگر (ب)

است. فرد عددی فرد، صحیح عدد دو حاصلضرب (ج)

است. فرد عددی فرد، عدد ی و زوج عدد ی مجموع (د)
حالت این در باشند. مجموعه سه C و B ، A کنید فرض (و)

A ∩ (B ∪ C) ⊆ (A ∩B) ∪ (A ∩ C).

م باشد. f عامل ی x− a آنگاه ،f(a) = ۰ اگر باشد. x متغیر حسب بر چند جمله ای ی f کنید فرض (ه)
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یده چ

کرد. ترکیب زیر صورت چهار به را ∼ و =⇒ نشانه های م توان B و A گزاره  های از استفاده با ◀

،A =⇒ B (۱)
،( (عکس B =⇒ A (۲)

وارون)، ) ∼ A =⇒∼ B (۳)
.( نقیض (عکس ∼ B =⇒∼ A (۴)

است. درست نیز آن نقیض عکس آنگاه باشد، درست A =⇒ B اگر ◀

باشند. نادرست است ن مم یا و درست است ن مم آن عکس و وارون آنگاه باشد، درست A =⇒ B اگر ◀

.A⇐⇒ B م نویسیم و م نامیم هم ارز گزاره  های را B و A آنگاه ،B =⇒ A و A =⇒ B اگر ◀



۱۰ فصل

وجودی و عموم سورهای

همیشه برای را مردم همه نم توانید اما دهید، فریب همیشه برای را مردم از برخ و مدت برای را مردم همه م توانید
بفریبید.

“ ۱ لینکلن آبراهام ”

بودن نادرست یا درست نامیدیم. مشروط گزاره  را است.“ فرد عدد ی x ” مانند جمله ای گزاره ) (ساخت ۶ فصل در
گزاره های به جای به طوری که م پردازیم x مقدار بیان برای اساس روش دو تشریح به فصل این در دارد. بستگ x به آن

شود. حاصل ری دی گزاره های مشروط،
جدیدی گزاره ی x از توصیف جمله ی و گزاره این ترکیب از م توان است؛ وابسته x به “x۲ = ۲” گزاره مثال برای
دقت “.x۲ = ۲ به طوری که ،R به متعلق ی x دارد وجود ” یا “.x۲ = ۲ ،x ∈ Z که xهایی همه برای ” مانند، ساخت.

است. نادرست اول و درست دوم جمله که کنید
دو م نامیم. سور  را توصیفات چنین این است، کمیت ی تعلق تعیین یا x توصیف شد انجام آنچه که است روشن

وجودی. سور و عموم سور از: است عبارت سورها نام گذاری برای پسند مورد و تخیل عنوان

عموم سور همه، برای

.۱ .۱۰ تعریف

فراموش اینکه برای است، A وارون این ) م شود. داده نشان ∀ با سور این م نامند. عموم سور را همه“ ”برای عبارت
بسپارید.) خاطر به را All کلمه از A حرف نکنید،

ببینیم: را زیر گزاره های

است. مثبت حقیق عدد هر مربع یعن “x۲ ≥ ۰ ،x ∈ R که  هایی x همه  ”برای (۱)

یعن “.s ≤ U ، s ∈ S ⊆ R که ها s همه  ”برای باشد. حقیق عدد ی U و R از زیرمجموعه ای S کنید فرض (۲)
است. U عدد مساوی یا تر کوچ S مجموعه  از عضو هر

عدد هر برای یعن است.“ فرد عددی x۲ + ۱ ،x ∈ O که x هر ”برای باشد. فرد اعداد مجموعه  O کنید فرض (۳)
است.) نادرست این صورت هر (در است. فرد نیز x۲ + ۱ عدد x فرد

گویاست.“ x+ y مجموع و xy حاصلضرب y و x گویا اعداد همه ”برای (۴)

بود. ا آمری متحده ایالات جمهور رئیس شانزدهمین ،۱۸۶۵ درگذشته  و ۱۸۰۹ زاده  (Abraham Lincoln) لینکلن ۱آبراهام

۸۵
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∀x ∈ R, (x۲ ≥ به عنوان مثال، نوشت؛ ∀x ∈ R, P (x) به صورت گزاره ای م توان x۲ ≥ ۰ به عنوانِ مثال، ،P (x) جمله برای
است. شده ارزش گذاری که جمله ایست این شود مشخص که داده ایم قرار پرانتز داخل دلیل این به را x۲ ≥ ۰ جمله  ،۰)

م دهیم. نشان P (x, y) نشانه با را آن باشد، شده ارزش گذاری متغیر دو دارای جمله اگر
کرد. بازنویس زیر ل به ش نمادها برحسب م توان را (۴) مثال

∀x ∈ Q ∀ y ∈ Q, (xy ∈ Q ∧ x+ y ∈ Q),

ل به ش یا    
∀x, y ∈ Q (xy ∈ Q ∧ x+ y ∈ Q).

را آن م توان “.x۲ ≥ ۹ آنگاه ،x ≥ ۳ اگر ،x حقیق اعداد همه ”برای داشت. استلزام با همراه گزاره هایی  م توان
کرد. بازنویس “∀x ∈ R, (x ≥ ۳ =⇒ x۲ ≥ ۹) ل” به ش

کاربردی نکته 

و کنیم بازنویس نشانه ها برحسب گزاره هایی به را شده اند بیان کلمات با که گزاره هایی که است خوبی بسیار ایده
برعکس.

ریاض دانان بنابراین م کند؛ ایجاد ابهام آن از استفاده گاه متاسفانه و است هر“ ازای ”به همه“، ”برای هم معن ی
یرید: ب نظر در را زیر تمرین کنند. دوری آن از باید

که دهید نشان و کنید انتخاب صحیح عدد ی ”تنها به م تواند به علاوه “.x۲ ≥ ۰ ،x ∈ Z هر برای که دهید ”نشان
تفسیر دو این که است روشن .x۲ = ۹ ≥ ۰ آنگاه ،x = ۳ دهید قرار است! آسان این انجام شود. تفسیر “.x۲ ≥ ۰

دارد. وجود ”هر“ کلمه از استفاده برای معقولانه تری معادل های هنوز و نیستند سان ی
استفاده هر“، ”برای همه“، ازای ”به ”همه“، از توانیم م دارد، وجود همه“ ”برای نوشتن برای نیز ری دی راه های

.“x ≥ ۰ ،x ∈ R همه ازای ”به به عنوانِ مثال، کنیم.

وجودی سور دارد، وجود

.۲ .۱۰ تعریف
فراموش اینکه برای است، E وارونه این ) م شود. داده نشان ∃ با سور این م نامند. وجودی سور را دارد“ ”وجود عبارت

بسپارید.) خاطر به را Exists کلمه از E حرف نکنید،

.۱ .۱۰ مثال
توجه م کند. صدق x۲ = ۴ در x = ۲ زیرا است، درست گزاره ای این “.x۲ = ۴ و x ∈ Z که xی دارد ”وجود (آ)
که نیست معن این به x ی دارد وجود شود م گفته اینکه لذا م کند. صدق معادله در نیز x = −۲ که کنید

دارد. وجود x ی فقط

نیست. درست گزاره این “.x۲ = ۵ و x ∈ Z که xی دارد ”وجود (ب)

ببینیم. را آن درست  تا کنیم حل را آن است کاف است، درست گزاره ا ی ،∃x ∈ Z (x۲ − ۴x+ ۳ = ۰) گزاره  (ج)

اضافه م کند اشاره آن به که جمله ای و سور بین را به طوری که“ ” عبارت م خوانیم، را آخر مثال مانند نمونه هایی وقت
.“ x۲ − ۴x+ ۳ = ۰ به طوری که صحیح x دارد وجود ” م خوانیم چنین را آن بنابراین م کنیم.

سورها ترکیب

شود. ترکیب هم با سور دو است ن مم
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.۲ .۱۰ مثال
“∀x ∈ Z ∃y ∈ صورت به سورها حسب بر را آن توان م “.y > x به طوری که y ∈ Z دارد وجود x ∈ Z هر برای ”
آن از بزرگتر صحیح عدد ی م توان مفروض صحیح عدد هر ازای ”به که م گوید چنین گزاره  این نوشت. Z (y > x)”

من به را x = ۱۵ اگر برای مثال کرد. پیدا را آن از بزرگتر y صحیح عدد م توان x صحیح عدد هر ازای به کرد.“ پیدا
کنم. انتخاب ۵۰۰۰۰۰۳ یا ۵۰۰ یا ۱۶ اعداد را y م توانم بدهید

کرد. ترکیب تعاریف در را سورها م توان به همین ترتیب

.۳ .۱۰ مثال
هر ازای به به طوری که باشد موجود U مانند عنصری هرگاه باشد. R حقیق اعداد مجموعه  از زیرمجموعه ای S کنید فرض
اگر دارد بالا کران ی S ”گوییم نوشت چنین م توان است. بالا کران ی دارای S گوییم آنگاه ،s ≤ U ،s ∈ S

.“∃U ∀s ∈ S (s ≤ U)

اگر مثال برای است. U عدد با مساوی یا تر کوچ S از عنصر هر که م گوید فقط این
N مجموعه  نیست. بالا کران U = ۶ اما U = ۱۷ همچنین است بالا کران ی U = ۲۰ آنگاه S = {−۱۰,۴,۱۳,۱۷}

نیست. کراندار بالا از

.۱ .۱۰ توجه -
“∀x ∈ گزاره  بنابراین م دهیم. قرار دارد، اشاره آن به که گزاره ای از قبل را سورها گزاره ها، خواندن به کم برای

م باشد. ∃y ∈ Z (y > x) عبارت P (x) که است “∀x ∈ R, P (x)” گزاره  همان R ∃y ∈ Z (y > x)”

از بسیاری به علاوه م شود. استفاده ∃ و ∀ نمادین نشانه از زمان که ر م نیست، استاندارد جمله، ابتدای در سور نوشتن
x۲ ≥ ۰” مثال برای .( کامل به طور آن انداختن جا بدتر، یا، ) م آورند جمله پایان در را همه“ ”برای عبارت ریاض دانان

“.x ∈ R همه برای

است. مهم سورها ترتیب اخطار! •

دارد وجود x ∈ Z هر برای ” یرید. ب نظر در را قبل مثال دارد. اساس نقش گزاره  ی مفهوم در سورها ترتیب
عدد ی م توانم بدهید من به که صحیح عدد هر زیرا بود، درست گزاره  این که دیدیم “.y > x به طوری که y ∈ Z

به صورت ریاض زبان به گزاره  این کنم. پیدا آن از بزرگتر صحیح
م شود. نوشته “∀x ∈ Z ∃y ∈ Z (y > x)”

صحیح عدد ” م خوانیم، چنین را گزاره  این ،“∃y ∈ Z ∀x ∈ Z (y > x)” داریم سورها ترتیب تعویض با اینک
عدد م توانم م گوید گزاره این است. نادرست این .“y > x , x صحیح اعداد همه برای به طوری که دارد وجود y مانند
اگر زیرا است نادرست این است. بزرگتر x از y آنگاه بدهید، من به را x صحیح عدد اگر به طوری که کنم پیدا را y صحیح

است. بزرگتر y از آنگاه بیایید، y + ۱ با
آینده، در این کنید، درک را آن تا دهید، ادامه خواندن به دوباره که م کنم پیشنهاد نکردید، درک را ظرافت این اگر

داد. خواهد نجات لات مش از بسیاری از را شما

.۴ .۱۰ مثال
اگر آورید: یاد به را بالا کران تعریف

∃ U ∀s ∈ S (s ≤ U),

دارد. بالا کران ی S گوییم آنگاه
است، درست همواره که م شود تبدیل ∀s ∈ S ∃U (s ≤ U) شرط به تعریف شرط آنگاه کنیم، جابه جا را ∃ و ∀ اگر

یریم. ب نظر در s+ ۱ را U است کاف s هر انتخاب با زیرا

است. x به y بودن وابسته ان ام “∀ x ∃y P (x, y)” گزاره  در مهم و مفید نکته ی
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.۲ .۱۰ توجه -
به جای را ∃x, y و ∀x ∀y به جای را ∀x, y م توان بنابراین نم کند، ایجاد تغییری گزاره  معن در ∃ و ∃ یا ∀ و ∀ جابجایی

برد. کار به ∃y ∃x
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تمرین

کنید. بازنویس ∃ و ∀ از استفاده با را زیر موارد .۱

فرد. یا است زوج x عدد ،x صحیح اعداد همه برای (آ)
است. اول عددی نیز آن ها مجموع که دارد وجود اول عدد دو (ب)

است. بزرگتر
√

۲ از که است موجود گویا عدد ی (ج)

است. x از بزرگتر x۲ آنگاه باشد، حقیق عدد ی x اگر (د)
.p > n به طوری که دارد وجود p اول عدد ،n ∈ N هر برای (و)

دهید. توضیح را آن دلیل کنید. مشخص را زیر گزاره های نادرست یا درست .۲

.∀x ∃y (x۲ = y) هستند، R در y و x که وقت (آ)

.∀y ∃x (x۲ = y) هستند، R در y و x که وقت (ب)
.∀x ∃y (x۲ = y) هستند، صحیح اعداد y و x که وقت (ج)
.∀y ∃x (x۲ = y) هستند، صحیح اعداد y و x که وقت (د)

.∀x ∈ R ∃y ∈ R (x+ y = ۰) (ذ)

.∃x ∈ R ∀y ∈ R (x+ y = ۱) (س)
.∀x P (x) =⇒ ∃x P (x) (و)
.∃x P (x) =⇒ ∀x P (x) (ه)
.∃n ∈ N s.t. n۲ < n (ی)
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یده چ

م شود. داده نشان ∀ نماد با و است عموم سور ( همه هر“(برای ”برای ◀

م شود. داده نشان ∃ نماد با و است وجودی سور دارد“ ”وجود ◀

است. مهم آن ها ترتیب اما کرد، ترکیب هم با م توان را سورها ◀



۱۱ فصل

سورها نقیض و ترکیب

م کنید. تصور که چیزیست آن از پیچیده تر هم زمان و م کنید فکر که است آن از ساده تر چیزی هر

“ ۱ گوته فون ولفگانگ یوهان ”

م توان ونه چ که دید خواهیم فصل این در م شود. پیچیده تر و سخت تر گزاره، ی درک سورها، تعداد افزایش با
ونه چ که دید خواهیم ادامه، در کرد. ارائه پیچیدگ این درک برای روش و ساخت را پیچیده گزاره های سورها کم به

م شود. انجام آسان به نیز پیچیده گزاره های برای کار، این خوشبختانه و م کنیم؛ نف را سورها شامل گزاره های

سورها ترکیب

گزاره های درک م کند. مشخص را گزاره پیچیدگ و ناهنجاری میزان ، ریاض گزاره  هر در موجود سورهای تعداد
است، دشوار آنالیز در مشتق پذیری و پیوستگ حد، تعاریف دقیق درک اینکه اصل دلیل است. دشوار سور دو از بیش با

است. سورها تعداد همین
از ساده تر ∀x ∀y ∃z P (x, y, z) گزاره  معمولا به عنوانِ مثال، م شود. پیچیدگ باعت ∃ و ∀ پیاپی تکرار حقیقت، در
تعداد شمارش فقط کرد، تعویض ∀x, y با را ∀x ∀y م توان چون حال، هر به بود. خواهد ∀x ∃z ∀y P (x, y, z) گزاره 

است. گزاره ی دشواری اندازه گیری برای مناسبی مقیاس سورها،

م بینیم. را نمونه چند درادامه
سوری تک •

.۱ .۱۱ مثال
.∀x ∈ R, x۲ ⩾ ۰ .۱

.s ⩽ U ،s ∈ S همه برای هرگاه، است S ⊂ R مجموعه  بالای کران ی U عدد .۲

است. جواب ی دارای ۵x− cos(۴x) = ۰ معادله .۳

سوری دو •

.۲ .۱۱ مثال
.∀x ∃y : y > x .۱

نویسنده، ادیب، شاعر، ،۱۸۳۲ مارس ۲۲ درگذشته  ،۱۷۴۹ اوت ۲۸ زاده  (Johann Wolfgang von Goethe) گوته فون ولفگانگ ۱یوهان

ادبیات برجسته افراد از ی و اروپا ۱۹ و ۱۸ قرون فرهنگ بزرگ مردان از ی وی بود. آلمان سیاست مدار و فیلسوف انسان شناس، محقق، نقاش،
م شود. محسوب جهان

۹۱
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.∃y : ∀x (y > x) .۲

مخف را بالا کران تعریف در موجود سور این جا در کنید دقت است.“ موجود U ⊂ R مجموعه  برای بالایی ”کران .۳
واق در کرده ایم.

∃U ∈ R : ∀s ∈ S, s ⩽ U.

م کند صدق P (x) در که دارد وجود xی یعن است.“ درست P (x) به طوری که دارد وجود x منحصربه فرد عدد ” .۴
نوشت: چنین را آن م توان است. y مساوی x آنگاه باشد، درست نیز P (y) که باشد موجود y اگر آن بر علاوه و

∃x
(
P (x) ∧ ∀y(P (y) =⇒ x = y)

)
.

سوری چهار و سه •

.۳ .۱۱ مثال
م نامیم، دنباله حد را l عدد باشد. اعداد از نامتناه دنباله ای ..., a۳, a۲, a۱ کنید فرض

هرگاه

∀ ε > ۰ ∃N ≥ ۱ : ∀ n ≥ N, − ε < an − l < ε.

گزاره  های که دادم نشان صرفا ندارم؛ کتاب این در آن از استفاده برای خاص علاقه است. ناهنجار العاده فوق تعریف این
تولید را سوری چهار گزاره  ای و است موجود شده داده دنباله حد آیا که پرسید م توان حال، است. ان پذیر ام سوری سه

کرد.

.۴ .۱۱ مثال

است. حد دارای دنباله این که م گوید زیر گزاره  باشد. اعداد از دنباله ای ..., a۳, a۲, a۱ کنید فرض

∃ l ∈ R, ∀ ε > ۰ ∃ N ≥ ۱ : ∀ n ≥ N, − ε < an − l < ε.

انسان مغز برای نیز سور سه با گزاره  های درک حت که کنید توجه نباشید؛ اخیر مثال دو معن درک ونگ چ نگران
پرداخته موضوع این به فصل ادامه در کاست؛ را دشواری ها این بتوان آن طریق از که داریم نیاز روش به است. دشوار

شد. خواهد

پیچیدگ ها مشاهده رمز و راز

مورد در که دارم دوست دارد. کارایی من، برای سوری، چند گزاره های مورد در فکرکردن برای که دارد وجود روش
کنم. پیدا را خاص x باید ری دی در و تصادف x ی دست ی در کنم. فکر متفاوت فرآیند دو به عنوان سورها

م شوند. شروع ⁃ همه برای ⁃ با که گزاره هایی •

شرط ی معمولا و عبارت ی P (x) که هستند “∀x, P (x) ” ل به ش هستند، “ همه برای ” شامل که گزاره  هایی
به xی هر م تواند او اما است. درست P (x) که دهم نشان باید و است داده من به x ی شخص که م کنم تصور است.
هر برای باید ،∀x, x۲ ≥ ۰ برای به عنوانِ مثال، باشد. انجام قابل xها این همه با باید م دهم نشان آنچه بنابراین بدهد، من

.x۲ ≥ ۰ دهیم نشان م شود داده ما به که xی

.۵ .۱۱ مثال

بیابم را yی باید بدهند من به ِ xی اگر این جا در “∀x ∈ Z ∃y ∈ Z (y > x)” ببینیم، عمل در را قبل مثال فرآیند م توانیم
.y = x+ ۱ یعن آید، به دست y تا کنم اضافه آن به را ۱ عدد و یرم ب را x م توانم .y > x به طوری  که



سورها نقیض و ترکیب .۱۱۹۳

است. انجام قابل جداگانه به طور ،x هر برای ، به عبارت است. وابسته x به کردم پیدا مثال این در که yی که کنید دقت

م شوند. شروع ⁃ دارد وجود ⁃ با که گزاره هایی •

صدق P (x) شرط در که است xی پیداکردن هدف .∃x, P (x) یعن هستند، دارد“ ”وجود شامل که گزاره هایی برای
، به طورکل ، واق در بیاورم. به دست را معادله جواب باید ،∃x (x۲+۲x−۳ = ۰) دهم: نشان اینکه برای مثال، برای کند.
اینکه وجود با امیدوارم است. کار این انجام هدفم که است این مهم نکته باشد. دشوار راه حل، ی نوشتن است ن مم

کنم. پیدا جوابی بتوانم کار این انجام برای تلاش با ندارم، آن برای ایده ای هیچ
م توانم است. حقیق جواب دارای ax۲ + bx+ c = ۰ معادله آنگاه ،b۲ − ۴ac ≥ ۰ اگر که است واض مثال، برای
چون b۲ − ۴ac = ۲۲ − ۴(۱)(−۳) = ۱۶ لذا کنم. استفاده “∃x (x۲ + ۲x− ۳ = ۰)” فوق مثال در اطلاعات این از

چیست. آن جواب نم دانم هنوز است. حقیق جواب دارای معادله پس است ۰ از بزرگتر مقدار این

.۶ .۱۱ مثال
روش به را آن نادرست م توانیم است. نادرست گزاره این یرید. ب نظر در را ،“∃y ∈ Z s.t. ∀ x ∈ Z, y > x” گزاره 
را “ y > x xها، همه برای ” شرط که کنم پیدا را yی باید بنابراین م شود، شروع ∃ y با گزاره این ببینیم. نیز ری دی
م دهد من به y + ۱۰۰۰ یا y + ۱ برابر x ی کس وقت باشم. داشته y صحیح عدد ی باید ابتدا از پس کند، برآورده

است. نادرست گزاره نتیجه در نیست. برقرار y > x بله، م دهد؟ رخ اتفاق چه

م شود. داده کمیت آنگاه کنم پیدا باید ابتدا دوم در کنم. پیدا باید آنگاه م گیرم نظر در را کمیت ابتدا اول در

.۷ .۱۱ مثال
یعن است، کراندار بالا از S مجموعه  دهیم نشان که است لازم اگر

“∃ U ∈ R : ∀ s ∈ S (s ≤ U)”

.s ≤ U آنگاه، داد، من به S از s ی کس اگر که کنم پیدا را Uی باید آنگاه

ندارم آن روی کنترل هیچ که م دهد من به چیزی کس م کنم تصور همه“، ”برای گزاره های مورد در خلاصه، به طور
کنم. پیدا ن مم xهای میان در را چیزی و دهم خرج به  عمل ابتکار باید دارد“ ”وجود گزاره های برای و

“∀ x ∃ y P (x, y) ” گزاره  در مثال برای کرد. تمرین نفره دو بازی ی به عنوان را آن م توان سور، دو شامل گزاره های در
باشد. درست P (x, y) که کنم پیدا را yی باید شدن برنده برای و م دهد من به را x ی کس که کنم تصور چنین م توانم

پیچیده تر عبارات •

است. شده گرفته به کار سور سه آن در که م کنیم نگاه پیچیده ای مثال به اینک

.۸ .۱۱ مثال
گزاره  اگر است، ..., a۳, a۲, a۱ دنباله ی حد l عدد ۳ .۱۱ مثال در

باشد. درست ∀ ε > ۰ ∃ N ≥ ۱ : ∀ n ≥ N, − ε < an − l < ε
بخوانیم: زیر به صورت را گزاره این م توانیم

بزرگتر nی ری دی شخص زمان هر که کنم پیدا طوری را N طبیع عدد باید آنگاه دهد، هدیه من به ε ی کس اگر
ونگ چ اما است، پیچیده گزاره این که است درست کند. صدق −ε < an− l < ε شرط در آنگاه داد، هدیه من به N از

شروع در که آنجا از کنم، پیدا N ی باید دهیم. انجام باید کاری چه که م دانیم یعن م کنیم. درک را آن با برخورد
باشد. وابسته ε به N احتمالا دادند، من به ε ی

است. مفید بسیار مسئله ها حل برای م بینیم فرآیندها به عنوان را سورها که روش این
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.۹ .۱۱ مثال
است. بزرگتر آن ها دو هر از که دارد وجود طبیع عدد ی طبیع اعداد از زوج هر ازای به دهید نشان مسئله:

ل به ش م توان را گزاره است. درست که است واض حل: راه
دهد هدیه من به yی و x شخص اگر که است روشن این جا از کرد. بازنویس ∀ x, y ∈ N ∃ z ∈ N (z > x∧ z > y)

طول باشد.“ y و x حسب بر مقداری z کنید ”فرض وید ب که داریم نیاز اثبات به بنابراین کنم. پیدا z ی باید آنگاه،
۱ از y است، طبیع عدد ی y که آنجا از ) بزرگتر x از z ،آنگاه ،z = x + y دهیم قرار اگر دید خواهیم که نم کشد

بود. خواهد بزرگتر نیز y از z و است.) بزرگتر

کنم. پیدا را z باید من م آید، y و x با همراه کس تکرار: برای فقط
.z > x و z > y پس هستند، مثبت y و x چون آنگاه ،z = x+ y دهید قرار پیراسته: راه حل

سورها نقیض

نظر در را هستند.“ خاکستری گربه ها ”همه  گزاره  است. ساده ملاحظه ای قابل به طور سورها به مجهز گزاره های نقیض
داشته توجه است. نیستند.“ خاکستری گربه ها همه  ” یا هستند.“ خاکستری گربه ها همه ” نف گزاره  آن، نقیض یرید. ب
به روزانه پاس این، از بدتر نیست. خاکستری که دارد وجود گربه ای که معن این به است، منطق امر ی این که باشید
م گوید که کنید تصور را شخص چیست، من منظور بدانید آنکه برای م باشد؛ هستند.“ خاکستری گربه ها ”همه  گزاره 

نیستند“. خاکستری گربه ها همه  ”نه،
که است معن این به این است، اشتباه هستند“ خاکستری گربه ها ”همه  اگر کنیم. نگاه منطق بیایید حال، این با
دارد“ ”وجود بنابراین نیست. خاکستری که دارد وجود گربه ی به عنوانِ مثال دارد، وجود خاکستری غیر گربه ی

است. ( هر (برای همه“ نقیض”برای
نیست. درست x هر برای P (x) اینکه از است عبارت آن نقیض باشد. درست ∀ x P (x) گزارۀ کنید فرض ، به طورکل
ر به عبارت دی است. درست ∼ P (x) یعن باشد. نادرست P (x) به طوری که باشد موجود باید xی ی حداقل بنابراین

دهیم نشان م توانیم دارد“ ”وجود برای مشابه استدلال و استدلال این با .∃ x ∼ P (x)

∼ (∀ x P (x)) ⇐⇒ ∃ x ∼ P (x)

∼ (∃ x P (x)) ⇐⇒ ∀ x ∼ P (x).

م کنیم. نف را سور از بعد جمله و م کنیم تبدیل ( ∀ به را ∃ (و ∃ به را ∀ گزاره، ی نقیض آوردن به دست برای یعن

.۱۰ .۱۱ مثال
توجه است. “.x۲ = ۴ به طوری که دارد وجود xی صحیح ”عدد گزاره  “.x۲ 6= ۴ ،x ∈ Z همه برای ” گزاره  نقیض (آ)

دارد. وجود ویژگ این با صحیح عدد ی از بیش که کنید توجه همچنین است. درست دوم گزاره  که کنید

م باشد. هستند.“ هوش با ریاض دانان ”همه گزاره  نیست“ هوش با که دارد وجود ”ریاض دان گزاره  نقیض (ب)

گزاره  آنگاه یریم، ب نظر در گزاره ی به عنوان را ∃y P (x, y) عبارت اگر (ج)
نقیض قانون مجدد به کارگیری با نوشت. “∃x ∼ (∃y P (x, y)) ” صورت به م توان را “∼ (∀x ∃y P (x, y)) ”

داریم:
∃ x ∀ y ∼ P (x, y).

را زیر روابط درست توان م شوند، م نوشته راست به چپ از چندتایی سورهای اینکه و قبل مثال استدلال باتوجه به
داد. نشان
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سور: به مجهز گزاره های نقیض •

ل به ش گزاره های نقیض آوردن به دست برای

Q۱x۱Q۲x۲...QnxnP (x۱, x۲, ..., xn)

م کنیم. عمل زیر ل به ش است ∃ یا ∀ از ی ۱ ≤ i ≤ n ازای به Qi آن در که

م کنیم. تبدیل ∀ به را ∃ هر و ∃ به را هر∀ .۱

م دهیم. قرار را آن نقیض P به جای .۲

نمادها به جای گزاره ها، نوشتن برای کرد. بررس دقیق به طور را فوق مطلب توان م ۲۴ فصل های روش از استفاده با
شوند. خوانده خوبی به تا کنیم جابه جا را کلمات اندک است لازم ،( (انگلیس فارس واژه های برحسب

.۱۱ .۱۱ مثال
ندارد. وجود مثبت حقیق عدد ترین کوچ دهید نشان مسئله:

مثبت حقیق اعداد مجموعه  اگر است. ”ندارد“ در ”نه“ کلمه شامل زیرا باشد گزاره ی نف این م رسد به نظر حل: راه
به صورت دقیقا گزاره این آنگاه دهیم، نشان R+ با را

را گزاره م توان فوق فرایند از استفاده و R+ نوشتن از کردن صرف نظر با است. “∼ (∃ x ∈ R+ ∀y ∈ R+ x ≤ y)”
.∀x ∃y (x > y) یعن این و ∀ x∃y ∼ (x ≤ y). نوشت، چنین

( مثبت البته (و آن از کمتر که دارم yی کردن پیدا به نیاز بدهد، من به x ی کس اگر م گوید: گزاره آخرین این
و مثبت عددی آنگاه یریم، ب نظر در x (... چهارم ی یا سوم، ی (یا نصف را y فقط اگر است؛ آسان کار این باشد.

م آید. به دست x از کمتر
ل به ش ریاض زبان به دارد.“ وجود مثبت حقیق عدد ترین ”کوچ گزاره  پیراسته: •راه حل

به صورت م توان را گزاره این است. درست ∼ (∃ x ∀y(x ≤ y)) که دهیم نشان باید بنابراین است. “ ∃ x ∀y(x ≤ y)”
دراین صورت ،y = x

۲ دهیم قرار شده داده x هر ازای به است کاف آن درست برایاثبات کرد. بازنویس ∀ x ∃ y(x > y)
.۰ < y < x
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تمرین

کنید. بازنویس ∃ و ∀ نشانه های از استفاده با را زیر گزاره های .۱

است. جواب دارای ax+ b = ۰ معادله  آنگاه ،a 6= ۰ و باشند حقیق اعداد b و a اگر (آ)
است. منحصربه فرد جواب دارای ax+ b = ۰ معادله  آنگاه ،a 6= ۰ و باشند حقیق اعداد b و a اگر (ب)

کنید. نف را زیر گزاره های .۲

دارد. وجود خاکستری گربه  ای (آ)
دارد. وجود مال ی گربه  هر برای (ب)
دارد. خاکستری گربه  ی مال هر (ج)

است. سفید آمبولانس هر و است قرمز آتش نشان ماشین هر (د)

کنید. نف را زیر گزاره های .۳

نیستند. این جا کلاس دانشجویان از بعض امروز، (آ)
.x = y + z به طوری که دارد وجود y ی ،x هر برای .x, y, z ∈ N کنید فرض (ب)

است. درست P (x) به طوری که دارد وجود منحصربه فرد x ی (ج)
هستند. پرکار ریاض دانشجویان همه (د)

هستند. این جا کلاس دانشجویان از برخ تنها امروز، (ث)
است. گویا عددی √

x باشد، صحیح عدد ی x اگر (ج)

کنید. ساده را زیر موارد .۴

.∼ (∀ y ∃ x(P (x, y) =⇒ Q(x, y))) (آ)
.∼ (∃ x, y ∀ z ∼ (∀ u∃ v P (u, v, x, y, z))) (ب)

.( z ≥ y و x ≥ z داریم z ∈ Q ی همه برای به طوری که y ∈ R و x ∈ R دارد (وجود نقیض (ج)
.( z ≥ y و x ≥ z داریم z ∈ Q همه  برای یا x ≥ y به طوری که y ∈ R و x ∈ R دارد (وجود نقیض (د)

دهید: نشان .۵

.∃ N ∈ N : ∀ n ≥ N, ۱
n <

۲۵
۳۷ (آ)

.∃ N ∈ N : ∀ n ≥ N, ۵n۲+۲
n۲ − ۵ < ۱

۱۰۰۰ (ب)
.∀ ε > ۰ ∃ N ∈ N : ∀ n ≥ N, ۱

n < ε (ج)

.∀ ε > ۰ ∃ N ∈ N : ∀ n ≥ N, ۵n۲+۲
n۲ − ۵ < ε (د)
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یده چ

م دهد. نشان را گزاره پیچیدگ و ناهنجاری میزان ، ریاض گزاره  ی در موجود سورهای تعداد ◀

دهید. نشان را P (x) درست باید شما و م دهد شما به x ی فردی کنید فرض ،∀x P (x) اثبات برای ◀

بیابید. را م کند صدق P (x) در که xی باید شما ،∃x P (x) اثبات برای ◀

کنید. نف را سور از بعد جمله و کنید تبدیل ( ∀ به را ∃ هر (و ∃ به را ∀ هر گزاره، ی نقیض آوردن به دست برای ◀



۱۲ فصل

نقض مثال های و مثال ها

اثبات. طریق از تا دید روشن تر م توان مثال کم به را واقعیت ها از بعض

“ ۱ اویلر لئونارد ”

است. کاف ی کردم، اشتباه اگر

“ شد.۲ گاه آ انیشتین علیه نازی نویسنده ۱۰۰ کتاب از که وقت انیشتین پاس ”

تعداد به کتاب این در تاکنون م رسییم. رازها بزرگترین از ی به ریاض دان ی مانند اندیشیدن برای این جا در
این نیز ر دی کتاب های از بسیاری پرداخته ایم. سورها و استلزام ها گزاره ها، مانند منطق تفکر مهم ابزارهای از زیادی
پوشش را م گیرم نظر در ابزارها مهمترین از ی به عنوان من که آنچه از اندک جزئیات اما م دهند. پوشش را موارد

ی شبیه به تفکرِ ضرورت با درس کتاب های نویسندگان همچنین و ریاض دانان از برخ که دارم اطمینان م دهند.
نم شود. پرداخته آن واقع اهمیت به درس های کتاب در اما موافقند. ریاض دان

بسیار ریاض دان، ی مانند اندیشیدن برای اویلر، قول نقل مثال ها. است! ساده چیست؟ پنهان بزرگ ابزار این پس
م تدریس زیر روش به اغلب مقدمات ریاضیات ذاریم. ب کنار را ن مم و غلط تصور ی ابتدا در بیایید است. مهم

دارد، وجود مثال چند این جا در م کند، کار ونه چ گیری مشتق ضرب حاصل قاعده که است معن این به ”این شود:
تقلید ر دی میمون از که است میمون رد روی این دهید.“ انجام مثال ها مانند درست را تمرینات از بعض شما اکنون
حل آن ها، روش کپی کردن با تنها و شده داده مثال های به نگاه با بتوانند که م پردازند مسائل به دانشجویان م کند.
م نامند. کاری مثالِ را مثال چنین معمولا م کند.) کار خوب ، مقدمات ریاضیات برای روش، این ، واق (در کنند.

است. من علاقه مورد که نیست چیزی آن این،
یرید.). ب مشتق پیچیده بسیار توابع از بخواهید که معن این به نه (البته است سخت تر پیشرفته ریاضیاتِ مسائل

است! سخت گیرید. به کار آموخته اید نادیده که را آنچه و کنید فکر است نیاز که م شود طرح مسائل
ذارید. ب کنار را است“ کاری مثال چند من، نیازهای ”همه که تفکر این ابتدا، کرد؟ ساده تر را آن م توان ونه چ
کاری مثال های احتمال سوال هر برای بتوانند که ندارد وجود جهان وب سایت های یا و کتاب ها معلمان، برای روش هیچ

بیابند.۳

او بود. سوئیس برجسته فیزی دانان و ریاض دانان از ،۱۷۸۳ سپتامبر ۱۸ درگذشته  ،۱۷۰۷ اوریل ۱۵ زاده  (Leonhard Euler) اویلر ۱لئونارد

سیالات، دینامی ، انی م در خود کارهای برای و داشته است گراف نظریه و انتگرال و دیفرانسیل حساب زمینه های در مهم بسیار کشف های
شده است. شناخته دوران تمام دانشمندان بزرگترین از ی به عنوان و ۱۸ سده ي ریاض دانان برجسته ترین از ی او دارد. شهرت نجوم و اپتی

نسبیت نظریه خاطر به بیشتر او بود. آلمان دان فیزی ،۱۹۵۵ آوریل ۱۸ درگذشته  ،۱۸۷۹ مارس ۱۴ زاده  (Albert Einstein) اینشتین ۲آلبرت

دارد. شهرت (E = mc۲) انرژی و جرم هم ارزی برای به ویژه و
بروید م خواهد و م گیرد تماس شما با مدیرتان و شدید به کار مشغول جایی در وقت ویم ب دانشجویانم به م خواهم به عنوانِ مثال، ۳همچنین،

این کنید؟» معرف من به است شده حل ری دی فرد توسط که مشابه لات مش از نمونه چند م توانید آیا نم گویید،« او به کنید حل را ل مش و

۹۸
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خلق برای قابلیت م کنند؟ چه کار پس نم کنند. ایجاد درست درک اما هستند. مهم خود جای در کاری مثال های
هستند. بیشتر مثال های

هستند، بزرگ راز ی چرا که م دهیم توضیح دید، خواهیم م یابد معن مثال ی به وسیله که را آنچه فصل این در
مهم دسته م سازیم. را آن ها ونه چ و م شویم منطق تفکر به مجبور آن ها کردن آزمایش با گزاره ها خلاف بر ونه چ

استفاده گزاره ها نادرست اثبات برای مثال ها این از م شناسیم. نقض به عنوانِ مثال را م پردازیم آن ها به که مثال هایی از
م شود.

مثال ها

کاری مثال های عکس •

ابتدا یرید. ب نظر در را حسابان در توابع کمینه و بیشینه متعارف بیان بیاییم. کنار کاری مثال های با ابتدا دهید اجازه
همچنین ) تکین نقاط به عنوان را است صفر آن ها در مشتق که نقاط م کنیم. تعریف را تابع ی از مشتق گیری ونگ چ
داریم: تکین نقطه نوع سه که م شد گفته آنگاه م کنیم. تعریف م شوند.) شناخته نیز بحران یا برگشت نقاط به عنوان
ارائه مثال ها آن از پس م کند. را  مشخص نقاط نوع تابع، دوم مشتق که شد داده نشان سپس انفصال. و کمینه بیشینه،
گیری مشتق است. آسان فرآیند هستند. نوع این از تکین نقاط داریم، تکین نقاط این جا در است، تابع ی این م شدند:

نقاط. نوع یافتن برای f ′′ علامت از استفاده و f ′′ محاسبه برای مجدد مشتق گیری ،f ′(x) = ۰ معادله  حل ،f از
تابع کمینه و بیشینه م توانید آنگاه یرید، ب یاد را روش این اگر است. کاری مثال های از استفاده متعارفِ روش این

متغیر حسب بر را f تابع خواستم شما از و کردم پیچیده را سوال من اگر اما آورید. به دست را م شود داده شما به که
از بزرگتر به مراتب آزمایش این چطور؟ باشد، کمینه دارای x = −۶ در و بیشینه دارای x = ۲ در که بسازید طوری x

یرید. ب یاد را زیادی ریاضیات م توانید کار این انجام برای تلاش با ول است. سخت تر بسیار کار این است. فهمیدن
که م شود خواسته آن ها از و م شود داده دانشجویان به فرآیندی اغلب، است. کلیدی قابلیت مثال، ساخت رو این از
فرآیند ها این معکوس برای مثال ها ایجاد با ریاض واقع تفکر دهند. پاس خاص سوالات به فرآیندها این از استفاده با

م شود. حاصل
نخواسته اند دانشجویان از اوقات، بیشتر که است این اصل دلیل است. بزرگ راز ی این چرا که دارد وجود دلیل چند
بخواهند اینکه بر مشروط کنند مطرح را سوالات ندارند دوست استادان که است این ر دی دلیل دهند. انجام را آن که
بررس دقت با باید زیرا است، سخت تر مسائل چنین تصحیح م کند. زیاد را آن ها زحمت زیرا کنید“، ایجاد مثال ”ی

دوست را مسائل چنین دانشجویان این، علاوه بر است. ساده تر به مراتب رایج، مسئله ای به دانشجو پاس تصحیح شود.
م تواند این و است! سخت واقعا خوب مثال های تولید کرد. تقلید م توان راحت به را متعارف راه حل های زیرا دارند،
کنند. مطرح را مسائل چنین ندارند دوست استادان که اینکه بر است ری دی دلیل نیز این باشد، دانشجویان برای محرک

کنیم. خلاصه زیر به صورت م توانیم را ایده این
معکوس را آن کند، پیدا را مسئله ی پاس م تواند که است شده داده فرآیندی بسازید: را خود مثال های

دارد؟ پاسخ چنین مسئله کدام بپرسید، و کنید
م توانیم کنیم. پیدا را آن کمینه و بیشینه نقاط ان م باید و م شود داده تابع که کردیم مشاهده حسابان در به عنوانِ مثال،
مثال مانند به عنوان نمونه، نماییم. معکوس است شده تعیین پیش از آن کمینه و بیشینه که تابع ارائه  درخواست با را این

باشد. داشته کمینه x = −۶ در و بیشینه x = ۲ در که یرید ب نظر در را x متغیر حسب بر f مانند تابع تعیین بالا

بحث مورد موضوعات از مثال هایی •

دارند. نیز ری دی کاربردهای مثال ها اما است ریاضیات یادگیری برای عال روش ی شخص مثال های ساخت

م کنیم، فکر منطق آیا که کنیم آزمایش یعن گزاره ها، کردن آزمایش .۱

گزاره ها، و تعاریف یادآوری .۲

است. مناسب پیشرفت از جلوگیری برای تنها روش
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توضیحات. .۳

مثال های منظورم کنید. کشف را ایده مثال ها، کم به م توانید شود، ارائه  شما به گزاره ی با همراه ایده ای زمان که
تابع ی از مثال f(x) = x ضابطه  با f : R −→ R یا است نامتناه مجموعه  ی از مثال ،Z مثلا است، خوب و ساده 
استفاده مثال ی به عنوان صحیح اعداد مجموعه  از م توانیم آنگاه م کند، صحبت مجموعه ای درباره  فردی اگر است.
گزاره ای به روشن به که مثال داشتن کرد. استفاده خوب مثال ی به عنوان ته مجموعه  از م توان همچنین کنیم.
بخش در همچنین و دید خواهیم آینده فصل های از زیادی تعداد در را این م کند. کم موضوع درک به است، نزدی

کرد. استفاده گزاره ها نادرست اثبات برای مثال ها از م توان که بینید م بعد
آن از استفاده و حقیقت ی از خاص مثال یادآوری باشند. گزاره ها یادآوری برای قدرتمندی ابزار م توانند مثال ها
م خواندم، آنالیز بار اولین برای که هنگام مفیدند. نیز نقض مثال های است. ساده تر بسیار حقیقت آن ”بازسازی“ برای
در که را چیزی همان دقیقا تابع این است. پیوسته تابع تعریف یادآوری برای خوبی مثال ناپیوسته تابع ی که دریافتم

م کرد. مشخص بود نیاز مورد پیوسته تابع تعریف
هر تقریبا که است این حقیقت م دهند، شرح آسان تر را ریاضیات که است این مثال ها از استفاده برای سوم دلیل
مثال دهید، توضیح را چیزی م شود خواسته شما از که هنگام بنابراین، م دهد. توضیح خوب مثال ی با را موضوع
به مراتب مثال ی روی تمرکز سخنرانان). ویژه (به م گذارد تاثیر شنونده روی این کنید. اضافه خود توضیح به خوبی

م کنیم: خلاصه پس است. تعریف ی یا انتزاع گزاره ی روی تمرکز از ساده تر
کنید. آوری جم خوب مثال های •

که م دهیم نشان فقط حاضر حال در گرفت. خواهد قرار بحث مورد ادامه در بسازیم، خوب مثال ی ونه چ اینکه
هستند. مهم مثال ها

نقض مثال های

م باشد. مثال از خاص نوع نقض مثال

.۱ .۱۲ تعریف
م نامیم. نقض مثال را است نادرست گزاره ی دهد نشان که مثال

که معن این به هستیم، نقض کردن معرض در که است واقعیت این از ناش نقض“ ”مثال کلمه از ”نقض“ بخش
کنیم. رد را آن یا نپذیریم را گزاره ی حقیقت

.۱ .۱۲ مثال
است. گزاره این برای نقض مثال ۲ عدد یرید، ب نظر در را هستند“ فرد اول اعداد ”همه گزاره  (آ)

ارز هم B دهد م نتیجه A ” گزاره برای نقض به عنوانِ مثال هستم.“ ایران من پس هستم چمران من ”اگر گزاره (ب)
م رود. کار به “.∼ B م دهد نتیجه ∼ A با است

این یرید. ب نظر در را “.q ∈ Q و p ∈ Q آنگاه، p
q ∈ Q اگر باشند. حقیق اعداد q و p کنید ”فرض گزاره  (ج)

q و p بنابراین .p
q
=

۲
۳ که م بینیم و q = π

۲ و p = π

۳ کنید فرض حال، هر به برسد. نظر به منطق کاملا م تواند

گزاره برای نقض مثال ،p = π

۳ و q = π

۲ لذا .q /∈ Q و p /∈ Q درحال که p
q ∈ Q به طوری که هستند حقیق اعداد

هستند.

.۱ .۱۲ توجه -
”اگر ل به ش گزاره  ای که داد نشان نم توان باشد درست دو هر نتیجه گیری و فرضیات آن در که خاص مثال داشتن با
قضیه ر دی گزاره این آنگاه نکند، صدق گزاره در که کرد پیدا مثال بتوان اگر بااین وجود، است. درست “... آنگاه ،...

نیست.
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.۱ .۱۲ تمرین
بنویسید. است.“ مثبت عددی حقیق عدد ی ”مربع گزاره  برای نقض مثال

بسازیم؟ را نقض مثال های و مثال ها ونه چ

در اوقات، بیشتر بااین وجود، است، نقض مثال های و مثال ها مورد در ریاض دان ی درون درگیری های از بسیاری
بسیار نقض مثال های و مثال ها ساختن اغلب، گفتم، پیشتر که همان طور م گیرند. قرار غفلت مورد سخنران ها و کتاب ها

دهد. نشان را خود م تواند واقع ریاض دان که این جاست در اما است، دشوار
این، اما کنید. پیدا را ری دی مثال که است این م دهد شما به مثال ی که اطلاعات به واکنش نخستین بنابراین
آنگاه ساخت، گزاره ی کس اگر رو، این از دهید. پرورش اک ش ذهن ی باید شما نیست. کار این انجام زمان تنها
گزاره  اگر حت است. نادرست گزاره این دهد نشان که بیابید مثال کنید تلاش و باشد آن نکردنِ باور باید شما واکنش
م دهد. توسعه را گزاره ها به نسبت درک همچنین است. سودمند م شود حاصل فرآیند این از که ذهن تمرین باشد، درست
دوستانتان دادن دست از به منجر م تواند دهید، انجام واقع زندگ شرایط در را کار این دائما اگر که باشید داشته توجه

م شوند! ناراحت شما از بی ش بیابید، خطا مردم گفته های در مدام به طور اگر شود.

بیابید. نقض مثال ی شده، داده گزاره  هر برای •

.۲ .۱۲ مثال
فرد ی بود، ن مم زمان سفر اگر است: ن نامم منطق دلیل به زمان سفر که بود شده ادعا روزنامه ی از مقاله ای در
کنم. پیدا آن نادرست برای بسیاری دلایل کردم سع مقاله این خواندن با کند. ملاقات را آیندگان از بسیاری م توانست

کنید. امتحان را آن زیر، موارد خواندن از قبل
بزرگتر مقادیری (با بدهد. را زمان در جلو به رو سفر اجاز ه  تنها زمان سفر شاید داشتم. ایده چند مقاله بودن اشتباه برای
محدودیت زمان، مسافرت شاید نباشند. ما با ارتباط به مجاز زمان مسافران شاید م دهیم!). انجام حاضر حال در که آنچه از
زمان ماشین های شاید (و است سال چندین سفر، زمان درحال که برگردید عقب به سال ی از بیش نتوانید و باشد داشته

کنند). جابه جا را کس نتوانند

مثال هایی از خوبی نمونه  ذهنمان، در که است این راه ی کرد؟ تولید را مثال ها این م توان چطور ریاضیات درمورد
.Z یا ته مجموعه  مثال، برای باشیم. داشته آماده را م گیرند قرار فوری استفاده مورد که

و بهتر آنگاه باشید، داشته نقض مثال و مثال ساخت برای بیشتری تمرین اگر که معن این به است. تمرین ر، دی راه
مثال ساخت برای ندارد، وجود مسئله حل برای مطمئن روش هیچ که همانگونه درست بسازید. را آن ها م توانید سریعتر
این م کنند اجتناب نقض مثال و مثال آوردن از استاندارد متون که دلایل از ی ندارد. وجود جادویی فرمول هیچ نیز

م کند. دشوار را آن از استفاده جادویی، فرمول ی فقدان که است
مهم نیست. خوب خیل اغلب تلاش ها، اولین زیرا است کننده خسته بسیار ابتدا در نقض مثال های و مثال ها ساختن

بماند. پایدار ریاضیات، در پیشرفت کلید به عنوان توانایی، این که است این



بیندیشیم؟۱۰۲ ریاض دان ی مانند ونه چ

تمرین

کنید. پیدا مثال زیر موارد برای .۱

باشد. f(x) = ۰ xها، از متناه تعدادی برای به طوری که f : R −→ R ثابت غیر تابع (آ)
باشد. f(x) = ۰ xها، از نامتناه تعدادی برای به طوری که f : R −→ R ثابت غیر تابع (ب)

باشد. مثبت همواره f ′
(x) به طوری که f : R −→ R چندجمله ای غیر تابع (ج)

باشد. مثبت x > ۰ برای و منف x < ۰ برای f ′
(x) به طوری که f : R −→ R چندجمله ای غیر تابع (د)

باشد. کمینه دارای x = ۷ در و بیشینه دارای x = −۲ در به طوری که f : R −→ R تابع (و)

گزاره های درست و بیابید نقض مثال نادرست گزاره های برای دهید. نشان را زیر موارد از ی هر نادرست یا درست .۲
دهید. نشان را درست

.x۳ < ۰ ،x < −۱ که   هایی x همه  برای (آ)
.x۳ > ۰ ،x > ۱۰۰۰ که   هایی x همه  برای (ب)

.x۳ ≤ ۰ ،x ≤ ۱ که   هایی x همه  برای (ج)

کنید. پیدا نقض مثال زیر موارد برای .۳

نیست. صحیح عدد (۱ − x)

x
،x ∈ Z که  هایی x همه  برای (آ)

.∀ a, b ∈ R(a+ b)۲ = a۲ + b۲ (ب)
.∀ x, y ∈ R+(

√
x+ y =

√
x+

√
y) (ج)

.∀ x, y ∈ R (
√
x+ y =

√
x+

√
y) (د)

.x < y آنگاه x < y + ( ۱
n) n ∈ N که هایی n همه  برای اگر (و)

.ac < bd آنگاه، c < d و a < b اگر (ه)
است. اول عددی n۲ + n+ ۴۱ آنگاه، n ∈ N اگر (ی)

کنید. پیدا نقض مثال است.“ کمینه یا بیشینه دارای c در f که م دهد نتیجه f ′
(c) = ۰ ”معادله  گزاره  برای .۴

نقض مثال یا مثال معکوس برای سپس بنویسید. را آن ها ”معکوس“ و کنید پیدا را داده اید انجام که قبل تمرینات .۵
بیابید.
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یده چ

بسازید. را خود مثال های ◀

کنید. گردآوری را مثال ها ◀

است. نادرست گزاره ی دهد نشان که است مثال نقض مثال ◀

است. لازم نقض مثال ی فقط گزاره ی نادرست اثبات برای ◀

است. نادرست گزاره که دهید نشان کنید سع همیشه ◀



۱۳ فصل

منطق از مختصری

را.“ B گزاره  م دهد نتیجه A ”گزاره  گزاره  نوشتن روش های از یده ای چ

.B م دهد نتیجه A •

را. B درست م دهد نتیجه A درست •

.A =⇒ B •

.B آنگاه ،A اگر •

.B ،A اگر •

.A اگر B •

.B اگر تنها A •

است. B برای کاف شرط A •

است. A برای لازم شرط B •

است. درست B یا است نادرست A •

است.“ B گزاره  ارز هم A ”گزاره  گزاره  نوشتن روش های از یده ای چ

است. B ارز هم A •

.A⇐⇒ B •

.B اگر تنها و اگر A •

است. B برای کاف و لازم شرط A •

۱۰۴





سوم بخش

اثبات و قضیه  تعریف ،

۱۰۶





۱۴ فصل

اثبات و قضیه تعریف،

است. ریاضیات در تفکر، ناب ترین

“ ”افلاطون۱

ریاضیات کتاب هر به م کنند. ارائه و سازمانده ونه چ را خود کار ریاض دانان که م پردازیم موضوع این به اکنون
نثر ی از قطعه ای به صورت رمان، خلاف بر ریاضیات که دید خواهید کنید)، نگاه ۱ فصل به (یا کنید نگاه که پیشرفته ای
تعريف اثبات، نتيجه، لم، گزاره، قضیه، مانند اطلاعات از کوچ بخش های به متن آن، به جای است. نشده ارائه پیوسته

پرداخت. خواهیم آن ها درک ونگ چ به بعد فصل های در که دارند خاص معن این ها همه م شود. تقسیم حدس، و

مفاهیم

م دهیم. شرح خلاصه به طور را فوق کلمات مفهوم خلاصه به طور اکنون

کلمه. ی ریاض مفهوم شرح تعریف: •

. ریاض مهم بسیار و درست گزاره  ی قضیه: •

جذاب. ول قضیه از کمتر اهمیت با گزاره ، ی م)۲ گزاره(ح •

م شود. استفاده آن از درست گزاره های سایر اثبات برای که درست گزاره  لم: •

م شود. حاصل م) گزاره(ح ی یا قضیه ی از سادگ به که درست گزاره  نتيجه: •

است. درست گزاره چرا اینکه توضیح اثبات: •

نداریم. برایش اثبات ول است درست م کنیم فکر که گزاره ای حدس: •

است. ریاض موضوع ی مورد در اساس فرض ی اصل: •

(سقراط، یونان سه گانه بزرگ فیلسوفان از فیلسوف دومین ق.م) ۳۴۷̸۳۴۸ تا ق.م. ۴۲۷̸۴۲۸) (platon) افلاطون به ملقب پلاتو یا ۱پلاتون

م شمارند تاریخ کتاب مهم ترین را او جمهور کتاب مانده است. جا به او از توب م آثار که است فیلسوف نخستین افلاطون است. ارسطو) و افلاطون
م پردازد. مرد و زن برابری و ومت ح و خرد رابطه عدالت، مفهوم اخلاق، روانشناس ، سیاس ساختار و فرد رابطه به آن در که

است. دوم کلمه منظور این جا م شود، ترجمه گزاره فارس به proposition و statementلاتین کلمه دو هر معمولا که کنید ۲توجه

۱۰۸
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تعریف

ریاضیات در که وییم ب دهید اجازه لحظه ای برای داد. خواهیم بیشتری توضیح بعد فصل در تعریف ها مورد در
م سازند توانمند را ما تعریف ها پایین تر. سطوح از بیشتر خیل شود، پرداخته تعریف ها به بیشتری توجه با باید پیشرفته تر

کنیم. مشخص را آن ها جذاب ویژگ های از برخ یا کنیم جدا ری دی از را اشیا از دسته ای تا
درست گزاره های

هستند. درست که م کنند بیان را گزاره هایی نتیجه گیری، و لم م)، گزاره(ح قضیه، نظیر واژه هایی

م) گزاره(ح و •قضیه

برای را م) گزاره(ح واژه  م شود. نامیده قضیه مهم، نتیجه  هر م نامیم. قضیه را ریاض گزاره های مهمترین
و قضیه مفاهیم بین تفاوت از مثال هایی ارائه دارند. ذات جذابیت اما دارند کمتری اهمیت که م کنیم استفاده گزاره هایی
م دهند. قرار مختلف دسته های در را سان ی گزاره های مختلف نویسندگان که به طوری است دشوار بسیار م) گزاره(ح
اتفاق این البته م کنند، مشاجره قضیه و م) گزاره(ح تفاوت مورد در بچه ها مانند برجسته، ریاض دان دو که دیدم، جایی
معنای به قضیه از هم، کتاب این در حقیقت، در باشند. داشته آن ها بین تمایز از دقیق ترسیم نم توانند م آید؛ پیش کم

شد. خواهد استفاده درست گزاره  نوع هر

.۱ .۱۴ مثال
است. درست زیر موارد

بود. کورسایی۳ ناپلئون .۱

شد.) خواهد داده نشان ۵.۲۵ قضیه در این ) نوشت. اول اعداد حاصل ضرب ل به ش م توان را طبیع عدد هر .۲

•لم
م ها)، گزاره ها(ح نسبت به لم ها برای گوییم. لم را است ر دی گزاره ا ی اثبات مسیر در گام ی خود که گزاره ای

نیست. واض نسبتا دسته بندی ها بین تمایز مجددا و م شود گرفته نظر در کمتری اهمیت
هستند گزاره ای از سودمندتر که م شوند تبدیل مطلوبی نتیجه به درنهایت آن ها، اغلب که است این توجه جالب نکته

م شود. استفاده آن ها از اثباتش در که

•نتیجه

گويیم. نتیجه را م آید به دست م) (ح گزاره یا قضیه ی از که گزاره ای

.۲ .۱۴ مثال
بود.) کورسایی ناپلئون که دیدیم (۱) ۱ .۱۴ مثال در و بود فرانسه به متعلق کورسا (زیرا بود. فرانسوی ناپلئون

اصطلاحات سایر

•اثبات

است. صحیح آن ها راه حل های که م کند تضمین اثبات م کنند، حل را مسئله ها ریاض دانان
ویژگ های از ی اثبات، بر تاکید که آنجا از گوییم. اثبات م دهد شرح را گزاره ی بودن درست که تفسیری
است. اثبات درباره  کتاب این ، به عبارت گفت. خواهیم بیشتر خیل اثبات مورد در پس است، پیشرفته ریاضیات تعریف

است. فرانسه به متعلق و مدیترانه دریای در کوهستان جزیره ای ا کورسی یا کورسا ۳
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•حدس

ساختن است. آسان حدس ها ساختن نداریم. آن برای اثبات ول است درست م کنیم فکر که است گزاره ای حدس
اصلاح و م کند آزمایش م سازد، را حدس هایی کردن کار هنگام در خوب ریاض دان هر است. سخت تر خوب، حدس

م کند.

•اصل

اثبات به نیازی که گرفت نظر در حقایق به عنوان م توان را اصول گویند. اصل را حالت ی درباره  اساس فرض
اثر در اقلیدس گیرند. قرار استفاده مورد تعریف ها در م توانند یا و دهند.) سوق هدف به را ما اینکه برای (فقط ندارند
از قضیه ها و کرد، رسم خط ی م توان نقطه دو هر بین به عنوان مثال، است، گرفته نظر در را اصل پن هندسه روی خود
اصول م شود. استفاده آن ها از اثبات بدون که هستند حقایق تنها اصول این که است این نکته م شوند. نتیجه اصول این
در را آن عضو جفت ی روش با که است مجموعه ای  گروه به عنوان مثال، م گیرند. قرار استفاده مورد نیز تعریف ها در
برآورده را خواص از برخ باید م شود، نامیده دوتایی عمل که ضرب، این کند. سوم تولید عضو تا م کند ضرب هم

کرد. نخواهیم صحبت اصول مورد در این از بیش م نامیم. اصول را خواص این کند؛
فرما قضیه آخرین

باشد. جالب بالا واژه های از ریاض دانان نادرست استفاده دیدن برای فرما قضیه آخرین مرور شاید
سایمن نوشته فرما قضیه آخرین عنوان با کتابی در آن داستان و است معروف ریاض دانان بین در فرما قضیه آخرین

است. شده بیان سینگ۴

.۱ .۱۴ قضیه
کنند. صدق xn+ yn = zn معادله  در n > ۲ ازای به که ندارند وجود zی و y ،x مثبت و صحیح اعداد فرما: آخر قضیه

این فرما دارد. زیادی جواب های معادله ،x۲ + y۲ = z۲ یعن ،n = ۲ برای زیرا باشد فت انگیز ش قضیه این احتمالا
دلیل به اما دارد ذهن در را آن اثبات که کرد ادعا و نوشت یادداشت دفترچه ی در میلادی ۱۶۳۰ سال حدود را گزاره
ری دی فرد هیچ و نکرد ارائه اثبات هرگز او ندارد. وجود حاشیه در نوشتن برای کاف جای آن، حد از بیش بودن طولان
آخرین به عنوان گزاره این با این وجود داد. ارائه آن برای اثبات ۱۹۹۰ دهه سال های در ۵ وایلز اندرو که این تا نتوانست؛ نیز
نتیجه را آن بزرگتری بسیار قضیه اثبات با وایلز بود. حدس ی سال ۳۵۰ حدود در صورت  که شد، شناخته فرما قضیه

است. قضیه ی چند هر است شده شناخته شیمورا تانییاما⁃ حدس به عنوان قضیه این گرفت.
قضیه ی حقیقت در که است شیمورا ⁃ تانییاما حدس از نتیجه ای بود حدس ی که فرما قضیه آخرین بنابراین

است!
هستند. انعطاف پذیر همواره اصطلاحات این از استفاده در ریاض دانان که م دهد نشان مثال این خوشبختانه،

Simon Singhs book Fermat′s Last Theorem۴

Andrew Wiles۵
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تمرین

بررس آن ها در را نتایج و قضیه ها م ها)، (ح گزاره ها لم ها، تعریف ها، از تعدادی بین ارتباط و بیابید کتاب چند .۱
کنید.

مطرح قضیه به عنوان ری دی در و م) (ح گزاره به عنوان ی در سان ی گزاره  ای آن ها در که کنید پیدا کتاب دو .۲
باشد. شده
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یده چ

م دهد. شرح را کلمه ی مفهوم تعریف، ◀

هستند. درست گزاره های هم نتیجه و قضیه م)، گزاره(ح لم، ◀

است. درست گزاره ی چرا اینکه برای است توضیح اثبات، ◀

نداریم. آن برای اثبات ول است درست م کنیم فکر که است گزاره ای حدس، ◀

است. ریاض موضوع ی مورد در اساس فرض ی اصل، ◀





۱۵ فصل

تعریف خواندن

م نامند. تعریف را آن ها ،... که م کنند؛ خود کلمات مفاهیم تبیین به شروع افراد ،... هندسه در

“ ۱۶۵۱ هابز۱، ”توماس

صحبت آن درباره  که چیزی سر بر بتوانیم همه که داریم نیاز دقت به هستند. حیات تعریف ها پیشرفته ریاضیات در
ری دی ریاض دان با ریاض دان تعریف های است ن مم ، شخص اولویت های باتوجه به بااین حال، برسیم. توافق به م کنیم

بود. هوشیار باید پس باشد، متفاوت اندک
انگلیس کلمات از نام ها بیشتر م شود. فراموش زمان طول در ریاض ش ی به نام ی اختصاص دلیل اوقات بیشتر

باشد متفاوت م رود به کار روزمره صحبت های در که آنچه با آن ها ریاض مفهوم است ن مم اما م شود، گرفته عادی
اشیا نام میدآن ها! و حلقه ها گروه ها، از عبارتند جبر در علاقه مورد اشیا مهمترین مثلا، نکند. تعریف به اشاره ای هیچ و
دوم مورد در گرنشتاین۲. حلقه  مانند باشد، شده گرفته فرد ی نام از م تواند یا آز و حرص مانند باشد، آمیز طنز م تواند
گرنشتاین حلقه تعریف که است کرده ادعا گرنشتاین دانیل باشد، داشته ارتباط آن با شخص که ندارد وجود تضمین هیچ

نامیدند. گرنشتاین حلقه را آن او از بعد بااین وجود، نم داند، را

چیست؟ تعریف

برحسب عبارت) (یا کلمه به طورکل م کند. بیان خاص روش به را عبارت) (یا کلمه ی مفهوم ، ریاض تعریف هر
است. شده بیان ویژگ ها

م پردازیم. ساده) تقریبا ) مثال چند به شروع برای

باشد. ری دی صحیح عدد در ۲ عدد حاصل ضرب اگر است، زوج صحیح عدد ی .۱

. نباشد زوج اگر است، فرد صحیح عدد ی .۲

است. متناه مجموعه  ی عضو متناه تعداد با X مجموعه  .۳

م نامیم. اول را آن آنگاه باشد، بخش پذیر ۱ و خودش بر فقط ۱ از بزرگتر طبیع عدد ی اگر .۴

باشند. اول p− ۲ یا p+ ۲ اعداد اگر م نامیم، دوقلو اول را p اول عدد .۵

لوایِتان کتاب و سیاس فلسفۀ در کارهایش سبب به بیشتر که بود انگلستان برجستۀ سیاس فیلسوفان از ی (Thomas Hobbes) هابز ۱توماس

آورده وجود به سیاس فلسفۀ در را اجتماع قرارداد نظریه های از بسیاری بنیان و شده نوشته ۱۶۵۱ سال در کتاب این دارد. شهرت (Leviathan)
 است.

Gorenstein ۲

۱۱۴



تعریف خواندن .۱۵۱۱۵

.n = x۲ به طوری که باشد داشته وجود x مانند صحیح عددی اگر م نامیم، مربع عدد را n مثبت و صحیح عدد .۶

باشد. آن مربع ارقام آخرین آن ارقام اگر م نامیم، مربع را طبیع عدد ی .۷

باشد. دوقلو و مربع اگر دوقلوگوییم، مربع را اول عدد ی .۸

کتاب ها ی در را آن ها باشید نداشته انتظار بنابراین گیرند، قرار استفاده مورد به عنوان مثال تا شده اند ساخته آخر قسمت دو
ببینید. ر دی

تعریف ی هدف

فصل در به عنوان مثال، بشناسد. کس هر م کنیم، صحبت موردش در که را شیئ که است این تعریف اصل هدف
اما است. گیج  کننده این م کنند؛ تعریف ۰ فاقد برخ و ۰ شامل را طبیع اعداد مجموعه  ریاض دانان برخ که دیدیم اول
ایجاد بزرگتری ابهام گیرد قرار استفاده مورد است خواننده از متفاوت که نویسنده  توسط ، ش ی درباره تعریف چند اگر

م کند. جلوگیری ابهام چنین از صریح تعریف ی ارائه با نویسنده لذا م شود.
تعریف دو که گرفت نظر در را حالت م توان است. شده ارائه سان ی نام با متفاوت مفهوم دو طبیع اعداد مورد در

شود. ارائه سان ی مفهوم با حقیقت در اما متفاوت
باشند. داشته کردن مطالعه ارزش که است جذاب موضوعات مشخص کردن تعریف، ی ارائه برای ریاض اصل دلیل
بر که است ساده تر ، روانشناس نظر از همچنین، کنیم.) حذف را بد موضوعات که م کنیم ارائه تعریف گاه اگرچه )

ذاریم. ب نام داریم، سروکار آن با که مفهوم هر
آنگاه کنیم، تعریف −۱ دوم ریشه را i اگر به عنوان مثال، برد. کار به  مسئله ی پاس به عنوان م توان را تعریف ها
) مربع معادلات خوب نظریه به ورود برای مقدمه ای مختلط اعداد تعریف کنیم. مختلط اعداد تعریف به شروع م توانیم

کم معمول دیفرانسیل معادلات مانند مسائل حل به فت انگیز، ش به طور و م باشد ( هستند جواب دارای همواره که
م کنند.

در باشد درست حالت های همه شامل باید تعریف است. مهم و حیات تعریف ها، دقیق نام گذاری ریاضیات، مطالعه  در
مسائل برخ در که است این یافتم دانشجویان بین در عموم  که ل مش ی کنید. تعریف ری دی چیز این صورت غیر
به عنوان را ریاضیات دانشجویان، اینکه از است مثال این نم دانند. را اصطلاح ی تعریف زیرا کنند؛ پیشرفت نم توانند

مفاهیم“. ”درک به عنوان نه م بینند فرآیند“ ی ”به کارگیری

اگر تنها و اگر ، ریاض تعریف های طبیعت

ی است نظر مورد آنچه اگر“ ” شامل تعریف ی در دارند. تردید ریاض دانان که م دهد رخ جایی تعریف ها ارائه
در به عنوان مثال است. شده حذف روشن و واض بخش ی به عنوان تعریف اگر“ تنها ” بخش است. اگر“ تنها و ”اگر
خوانده اگر“ تنها و ”اگر گزاره  ل به ش باید ،n = x۲ صحیح xی ازای به اگر است مربع n صحیح عدد فوق تعریف

شود:

.n = x۲ صحیح xی ازای به اگر تنها و اگر است مربع n صحیح عدد

عدد هیچ ر به عبارت دی باشد. درست شرط اگر تنها اما باشد، درست شرط اگر م نامیم، مربع را عدد ر دی عبارت به 
تعریف های در فقط که است این باشیم داشته ذهن در باید مهم که نکته نکند. صدق شرط در که ندارد وجود مربع
نداشته را تصور این قضیه ها خواندن هنگام برای مثال ول خواند؛ اگر“ تنها و ”اگر به عنوان را اگر“ ” م توان ریاض

باشید.
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تعریف ی خواندن ونه چ

مشاهده •

ندارید اجازه که باشید داشته نظر در کنیم. مشاهده را مفروض شرایط دقیق به طور باید تعریف ی در که است روشن
باشند. درست باید آن ها همه  ه بل شرایط از بخش فقط نه مثال) ) تعریف ی در که کنید دقت کنید. اضافه را چیز هیچ
عدد ی اگر مثلا باشد. دوقلو هم و مربع هم اول عدد که است لازم فوق، دوقلو“ ⁃ ”مربع تعریف در به عنوان مثال،

نیست. دوقلو ⁃ مربع آنگاه نباشد، مربع ول باشد دوقلو اول

کنیم؟ برخورد چطور •

ی و م شناسیم خوب اکنون هم که است چیزی این آیا چیست. ما برخورد کنیم مشخص که است این وظیفه  اولین
اول p − ۲ یا p + ۲ که اضاف شرط این با است p اول عدد صرفا دوقلو اول عدد ی برای مثال دارد؟ اضافه خاصیت
م شناسیم؟ اکنون هم که است تعریف از متفاوت یا مشابه تعریف، این آیا کنیم. مطرح را خود سوالات م توانیم هستند.
حقیق زیرمجموعه  مثال برای است؟ اضافه شرط ی همراه به شده شناخته تعریف این آیا است؟ ری دی چیز مشابه این آیا

نیست. برابر X با که اضافه شرط این با همراه است X از زیرمجموعه ای X

است؟ موجود تعریف این از مثال هایی چه •

که کنید ارائه تعریف است بعید مسلما دارند؟ وجود اشیائ چنین آیا بپرسیم که است نیاز شده ارائه تعریف هر برای
کنیم. بیشتر آن از را خود درک تعریف، به نسبت اولیه تردید و ش با که است این در نکته نکند! صدق آن در شیئ هیچ
یا دارد؟ وجود آن از متناه تعدادی آیا است؟ منحصربه فرد ش آن آیا هستند؟ رایج چقدر درصورت وجود ، اشیائ چنین

؟ نامتناه تعداد
مجموعه  نامتناه تعداد وضوح به دارند. وجود فرد و زوج اعداد که است روشن برم گردیم. ۱۳۴ صفحه مثال به
چه دوقلو اول اعداد درباره ساخت. را مثال ها م توان راحت به و است فراوان آن ها توزیع بنابراین دارد. وجود متناه
باشند. موجود تعداد همین فقط است ن مم اما .۴۳ و ۴۱ ترتیب همین به هستند. دوقلو اول ۷ و ۵ خوب، گفت؟ م توان
که پرسید م توان بنابراین دارند. وجود این ها از بیش که دید خواهید کنید نگاه ۱۰۰۰ از کمتر اول اعداد فهرست به اگر

نم داند. کس هیچ که بدانید نیست بد است؟ نامتناه دوقلو اول اعداد تعداد آیا
آن مربع ارقام آخرین آن ارقام هرگاه م نامیم، مربع را طبیع عدد ی م کنیم. یادآوری را مربع اعداد ر، دی نمونه ای
ری دی مربع اعداد آیا است. مربع ۵ پس است. ۵ آخر رقم و ۵۲ = ۲۵ که است واض دارد؟ وجود آن از مثال آیا باشد.
،۱ اعداد ۱۰۰ تا ۱ اعداد بین از است. مربع نیز ۷۶ پس ۷۶۲ = ۵۷۷۶ که م دهد نشان آزمایش خوب دارد؟ وجود
هستند. خاصیت این دارای ۱۰۰ از کوچ تر طبیع اعداد بین از عدد پن فقط بنابراین هستند. مربع ۷۶ و ۲۵ ،۶ ،۵
داریم. مربع مفهوم مورد در ایده چندین حال م شود. دیده کمتر خاصیت این اعداد، شدن بزرگتر با که دید م توان راحت به

بیابید. استاندارد مثالهای •

ما به این از مهم تر و دهند نشان روشن به را تعریف خواص که کنیم انتخاب استانداردی مثال های باید مثال ها بین از
این اوقات گاه زیرا کنیم دقت باید تعریف ها برای مثال ها از استفاده در ) آوریم. یاد به را تعریف ها که کنند کم
مواجه اول اعداد شامل تعریف با که وقت به عنوان مثال کنیم!) انتخاب درست باید باشند. کننده گمراه م توانند مثال ها
استفاده ببرای مثال م بینید.) را آن دلیل بعد اندک است. کم خطرناک ۲ عدد ) ۱۳ و ۵ ،۳ اعداد از اغلب من م شویم؛
باشیم، داشته سروکار نامتناه مجموعه های با اگر هستند. کوچ کاف اندازه  به محاسبات برای اعداد این زیرا م کنم.

م کنم. انتخاب به عنوان مثال را صحیح اعداد مجموعه   ،Z اغلب

تجزیه در را آن ها بتوانیم که است این استاندارد مثال های یافتن دلایل از ی دید خواهیم بعد فصل در که همان طور
کنیم. عمیق تر را خود فهم و درک و گیریم به کار قضیه ها تحلیل و
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بیابید. بدیه مثالهای •

مثال ی روشن به طور هرگاه است، بدیه ش ی اساسا است. متن به وابسته و نسبی صفت ی بدیه مثال مفهوم
و م دهند وسعت تعریف به نسبت را ما درک بدیه مثال های هستیم. ساده خیل خیل مثال های جستجوی در باشد.

باشند. ارزشمند اثبات ها و قضیه ها تحلیل و تجزیه هنگام در م توانند
ن مم م شوید، مواجه فوق تعریف های با بار اولین برای وقت بنابراین م شوند. فرض بدیه اغلب ، ۱ و ۰ اعداد
است ن مم n! تعریف در است). ۰ و ۲ حاصل ضرب زیرا است زوج ) فرد؟ یا است زوج ۰ عدد که بپرسد شخص است

م گیرد. قرار بررس مورد بیشتر تمرین ها در مورد این باشد؟ باید چه ۰! بپرسند
باید اول اعداد برای شده ارائه تعریف در خیر، حقیقت در است؟“ اول عددی ۱ آیا ” بپرسیم م توانیم مشابه به طور
اول عدد به عنوان را ی م توانیم حقیقت، در کرده اند؟ لحاظ را شرط این ریاض دانان چرا باشند. ۱ از بزرگتر اعداد
از خیل آنگاه باشد، اول عدد ۱ اگر که آنجاست مسئله است. بخش پذیر خودش و ۱ بر که است واض کنیم. فرض
م کنند، تدریس که ریاض دانان که است داده نشان تجربه اساسا م شوند. نقض اول اعداد مورد در درست گزاره های

نم دانند. مناسب ایده ای را ۱ عدد بودن اول
پرسید م توان بیابید! ته از بدیه تر و عضو فاقد مجموعه ای نم توانید است. بدیه مجموعه  ی ،∅ ، ته مجموعه 
صفر عناصرش تعداد یعن ندارد. عضوی هیچ ته مجموعه  زیرا است مثبت پاس است؟“ متناه مجموعه  ی ته آیا ”

هستند. بدیه اغلب یعن م باشند. متناه مجموعه  برای خوبی مثال های عضوی تک مجموعه های است.
هستند. زیرمجموعه ها از بدیه های مثال ∅ ⊆ X و X ⊆ X که دیدیم ۶ .۱ مثال در

ضابطه با f تابع صحیح، اعداد مجموعه  یا حقیق اعداد مجموعه  روی توابع برای
بدیه مثال های صفحه ها حت و دوایر خطوط، هندسه در هستند. بدیه مثال های ر دی ثابت تابع هر یا f(x) = ۰

هستند.
بدیه ۱ و ۰ حالت ها برخ در است. متن به وابسته بودن بدیه که باشید داشته یاد به همواره که است مهم خیل

کنید.) فکر دویی دو اعداد (به نیستند

بیابید. خطرناک مثالهای •

تعریف از مثال خطرناک، مثال از منظور این جا در است. موضوع به وابسته مجددا است. قبل قسمت مشابه نیز این
بیشتر به هر حال، کند. فرض خطرناک را بدیه مثال ی م تواند شخص بنابراین گیرد. قرار تعریف مرز در که است
که دارند وجود منحن ها از مثال هایی توپولوژی در مثال، برای هستیم. شده آسیب شناس و قوی تر چیزی خواستار اوقات
چیزی چنین اما بپوشاند. را بعدی ی شیئ ، منحن ی که باشیم داشته انتظار است ن مم م کنند. پر را صفحه کل

است. م افتد اتفاق آنچه از افراط مثال ی این ندارد. وجود
زیرمجموعه  از شده ارائه تعریف در بنابراین یریم. ب نظر در را تعریف ی مرز در مثال دهید اجازه لحظه ی برای
از زیرمجموعه هایی نم توان زیرا گرفت. نظر در خطرناک زیرمجموعه های به عنوان را ∅ و X م توان اول، فصل در X
اولین زیرا است اول اعداد از خطرناک مثال ۲ ر، دی نمونه ای برای باشند. بزرگتر X از یا تر کوچ ∅ از که کرد پیدا X

است. زوج اول عدد تنها و اول عدد

بیابید. را نا⁃مثال ها •

م نامیم. نا⁃مثال را مثال هایی چنین بشناسیم. را نم کنند صدق تعریف شرایط در که مثال چند که است خوبی ایده
نگیرید. اشتباه است.) نادرست گزاره ی نشان دهد که است مثال ) نقض مثال با را این

تعریف ی تثبیت برای را آن ها م توان اما گزاره اند. ی نقض مثال های یافتن برای مفیدی ابزار نا⁃مثال ها ، واق در
را ناپیوسته تابع ی یعن خاص نا⁃مثال ی م کنیم. یادآوری را پیوسته۳ تابع تعریف وقت نمونه برای گرفت. کار به

م گیرم. نظر در

به یا م کنید برخورد آن به کردید، مطالعه را پیشرفته تری ریاضیات اگر نیست. بیان قابل این جا در زیاد پیچیدگ دلیل به پیوسته تابع تعریف ۳

کرد. خواهید ملاقات آن با زودی
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نامتناه مجموعه  ی برای نامثال ی ∅ مجموعه  است. صحیح اعداد مجموعه  ، متناه مجموعه  برای نا⁃مثال ی
است. بهتر ته به نسبت ر، دی متناه مجموعه  هر لذا است. خطرناک نسبتا ول است

پیشین اشیا از جدید اشیا خلق •

در نمونه، برای شود. ساخته قدیم اشیا روی از جدیدی اشیا که است شایسته م شود خلق تعریف ی که هنگام
مجموعه ها حاصل ضرب و اجتماع اشتراک، زیرمجموعه، مفاهیم م توان مجموعه مفهوم از استفاده با که دیدیم اول فصل

ساخت. را
و اشتراک زیرمجموعه، برای خاصیت این آیا پرسید م توان باشد، خاصیت ی یا مجموعه ی ، ش اگر به علاوه

ی زیرمجموعه  آیا و است متناه بله است؟ متناه ، متناه مجموعه  ی زیرمجموعه  آیا مثال برای است؟ برقرار غیره
دو حاصل ضرب است ن مم مثلا نکند. کار زیرمجموعه روی دوتایی عمل است ن مم زیرا خیر است؟ گروه نیز گروه

ببینید.) را تمرین بخش دوتایی عمل دقیق تعریف (برای نباشد. زیرمجموعه در زیرمجموعه از y و x عضو
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تمرین

بیابید. مثال زیر موارد برای .۱

تعریف ? : X ×X −→ X نگاشت با را X روی دوتایی عمل ی باشد، مجموعه ی X کنید فرض (آ)
سوم عضو y و x عضو دو برای معمولا، م کند. تولید را سوم عضو و م گیرد را X عضو دو یعن م کنیم.
اعداد روی جم عمل صرفا ? آنگاه ،? = + و X = Z کنید فرض مثال، برای نویسیم. م x ? y ل به ش را

است. صحیح

.x ? y = y ? x ،x, y ∈ X همه برای اگر م نامیم، جابجایی را دوتایی عمل ی (ب)

باشیم: داشته ۰ ≤ t ≤ ۱ و x < y همه برای اگر م شود، نامیده محدب f : R −→ R تابع (ج)

f(tx+ (۱ − t)y) ≤ tf(x) + (۱ − t)f(y).

این کنید. تولید جدیدی عدد و کنید حساب را آن ارقام مربعات مجموع باشد، طبیع عدد ی x کنید فرض (د)
شود ختم ۱ به فرآیند این اگر شود. تکرار بار بی نهایت تا اینکه یا و شود تولید ۱ عدد تا دهید ادامه را فرآیند

نامیم. م شاد عدد را x صحیح عدد آنگاه

چرا است. مفید اندازه چه تا اتحاد این اینکه و a
b × c

d = a×c
b×d داریم d و c ، b ،a اعداد برای که م دانیم همه .۲

را جم شود ساده تر محاسبات اینکه برای نم توانیم یعن کنیم؟ تعریف این مشابه را کسر دو جم نم توانیم
کنیم تعریف زیر به صورت

a

b
+
c

d
=
a+ c

b+ d
?

ل به ش قبلا م شود، داده نمایش n! با که فاکتوریل n عبارت .۳

n! = n× (n− ۱)× (n− ۲)× ...× ۲ × ۱

نشان تکرار). (بدون است عدد n اولین چیدمان از ل ش n! ،n نامنف صحیح عدد هر برای است. شده تعریف
م توان حت ) هستند. منطبق هم بر ۰! = ۱ جدید تعریف با اینکه و n ≥ ۱ برای مختلف تعریف دو که دهید

کنید.) بررس را این داد؛ توسیع م شود نامیده گاما تابع آنچه با را تعریف
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یده چ

کنید. مشاهده را شده داده شرایط ◀

چیست؟ بازخورد ◀

است؟ موجود مثال هایی چه ◀

بیابید. استاندارد مثال های ◀

بیابید. بدیه مثال های ◀

بیابید. خطرناک مثال های ◀

کنید. پیدا را نا⁃مثال ها ◀

بسازید. جدید اشیا قدیم تر اشیا از ◀



۱۶ فصل

قضیه خواندن

نیست. آن در شبهه ای و ش هیچ بدانم اینکه ر م نپذیرم را چیزی درست هرگز که بود این اصل اولین

“ ۱۶۳۷ دکارت۱، ”رنه

برخورد ونه چ جدید قضیه  ی با که داد خواهیم توضیح فصل این در هستند. ریاضیات قلب اثبات ها، و قضیه ها
م دهیم. قرار بررس مورد را اثبات ها ادامه در و کنیم

مسئله هاست حل برای فرآیندها به کارگیری ریاضیات که م کنند تصور دانشجویان بیشتر شد داده شرح قبلا که همان طور
معادله حل کم به دیفرانسیل معادلات حل روش یا کسر ی یا عبارت دو حاصل ضرب از مشتق گیری فرآیند مانند:
دارند. بیشتری اهمیت وریتم ها، ال و فرآیندها به نسبت گزاره ها و است آن از فراتر پیشرفته ریاضیات که حال در دو. درجه
دهند. ارائه مسئله حل روند ی قضیه ها که ندارد ان ام به عبارت نیست، واض مسئله ها حل در قضیه ها از استفاده

هستند. ریاض خاص اشیا ساختار مورد در وریتم، ال ی به کارگیری به جای که م شود ارائه قضیه سه فصل این در
ویند، ب چیزی انجام ونگ چ از قضیه ها که دارند انتظار دانشجویان که است این مطلب این از حاصل نتیجه ی

م رود. بین از قضیه درون مفهوم لذا
ارجاع لم ها و م ها) (ح گزاره ها به نباشد لازم تا و م نامیم قضیه را درست گزاره  هر بعد به این جا از که کنید دقت

نم دهیم.
قضیه سه

داشت. خواهیم نیاز نیز، ری دی قضیه های به قضیه ها مطالعه  منظور به

.۱ .۱۶ قضیه
است. فرد صحیح عدد نیز mn آنگاه باشند، فرد طبیع اعدا n و m اگر

.۲ .۱۶ قضیه
دارد. وجود اول عدد نامتناه تعداد

.۳ .۱۶ قضیه
باشند. صحیح اعداد n و m آن در که نوشت m

n ل به ش را آن نم توان یعن است، گنگ
√

۲ عدد

سوم و دوم کنید. ارائه را خودتان اثبات بخواهید شاید و است درست قضیه اولین که شوید متقاعد باید حالا
خلف برهان کم به دو (هر م آیند. چشم به کمتر و دارند.) قدمت سال هزار دو از بیش ) هستند قدیم قضیه های

ببینید.) را ۲۳ فصل اثباتند. قابل

م زیست. میلادی ۱۶۵۰ تا ۱۵۶۹ سال های بین که بود فرانسوی فیلسوف و ریاض دان (Ren Descartes) دکارت ۱رنه

۱۲۱



بیندیشیم؟۱۲۲ ریاض دان ی مانند ونه چ

قضیه ها تحلیل و تجزیه

کنید. مشخص را نتایج و •مفروضات

نوشت. زیر ل به ش م توان را قضیه ها و استلزام ها م دانید، ۷ فصل از که همان طور

م دهند.“ نتیجه را م ح مفروضات، از ”گردایه ای

م هاست. ح و مفروضات دقیق تعیین قضیه ی با شدن روبرو در هدف اولین هستند. آنگاه...“ ... اگر ” ل به ش یعن
کدامند. م ها ح و مفروضات که کنید دقت باید اما دارد، بحث جای اغلب

داریم قضیه اولین برای

هستند. مفروضات هستند“ فرد و طبیع n و m ” عبارت

و

است. م ح “ است فرد صحیح عدد ی mn ”

م کنیم بیان زیر به صورت را دوم قضیه
است.“ نامتناه X آنگاه باشد، اول اعداد مجموعه  X اگر ”

وضوح به م ها ح و مفروضات ول م کند معرف شروع برای را غیرضروری X ی و است قضیه از نازیبا نسخه ای چند هر
اند. مشخص

کرد. بازنویس زیر به صورت م توان را سوم قضیه

“ است. گنگ √
x آنگاه، x = ۲ اگر ”

یا

“ است. گنگ x آنگاه، x =
√

۲ اگر ”

م ح و است خاص عدد ی درباره  فرض درهرصورت، دارد. بحث جای پاس م گوید؟
√

۲ یا ۲ درباره  چیزی قضیه آیا
است. بودن گنگ مورد در

کنید. ارزیابی را ام اح و مفروضات توانایی •

هستند. قوی م ها ی ح و ضعیف مفروضات دارای قضیه ها بهترین
بیان اشیا آن مورد در را معین و دقیق بسیار چیزی قوی م ح دارد. اشاره اشیا از کوچ مجموعه ای  به قوی فرض

است. قوی خلاف ضعیف مورد، دو هر در م کند.
(فرض اشیا از گسترده ای بسیار مجموعه  ، یعن هستند. قوی م ها ی ح و ضعیف مفروضات خواستار ریاض دانان

م کنیم. بیان قوی) م (ح آن ها مورد در مشخص بسیار مطلب و م گیریم نظر در را ضعیف)
اعداد به فقط اگر ر ازسویِ دی ) م کند. اشاره طبیع اعداد مجموعه  به فقط است؛ قوی بالا در ۲ .۱۶ قضیه  فرض
دارد!) بحث جای هم این م کند. بیان اول اعداد همه درباره  را چیزی که چرا است ضعیف فرض آنگاه، کنید توجه اول
ازسوی است. قوی بسیار فرض دارای بنابراین م کند بیان را ۲ عدد دوم ریشه خاصیت فقط ۳ .۱۶ قضیه مشابه، به طور
تعداد که کنیم، اختیار را فرد طبیع عدد هر داریم اجازه ما است. ( عموم تر یا ) ضعیف تر فرض دارای ۱ قضیه ر دی

دارد. وجود آن ها از زیادی
زین جای این کرد. ضعیف تر طبیع اعداد فرض به جای صحیح اعداد زین جای با را ۱ .۱۶ قضیه مفروضات توان م

م های ح و ضعیف تر مفروضات خواهان خوب قضیه  ی برای به هر حال م کند، تبدیل قوی تر گزاره ای به را گزاره کل
هستیم. قوی تر

اولین در ریاض دانان از بسیاری است. خوب اندازه چه تا قضیه ی که کرد روشن م توان مفروضات دادن تغییر با
م دهند. انجام را کار این قضیه ی با رویارویی

یعن کرد. تضعیف را فرض این م توان اول اعداد دوم ریشه بررس با ۳ .۱۶ قضیه مورد در
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است.“ گنگ √
p آنگاه باشد، اول p اگر ”

بیشتر را آن م توان طبیع اعداد گرفتن نظر در با است.) آمده ۲۳ فصل در تمرین ی (به عنوان است. درست گزاره این
کرد: تضعیف

نیست.“ گویا √
n آنگاه باشد، طبیع عدد ی n ”اگر

نیست. گنگ
√

۴ برای مثال نیست. درست n طبیع اعداد همه برای زیرا است. نادرست آخر گزاره  این
از مهم بخش آوریم. به دست را نادرست های گزاره م توانیم کنیم تضعیف زیاد خیل را مفروضات اگر بنابراین
فرض بهترین به عنوان مثال، کنیم. تضعیف را فرض ها م توانیم چقدر که کنیم تعیین که است این برای ریاض تلاش های
√
n آنگاه کنیم، ضعیف را فرض  اگر که است بهتر این جا در چیست؟ باشد گنگ √

n که به طوری n مورد در ن مم
نباشد. گنگ

نظر در را زیر قضیه حال، هستند. قوی م های ح دارای فوق قضیه های همه م گوید. را قطع چیزی قوی م ح ی
یرید. ب

“ .x ≥ −۱۰۰۰ آنگاه، .x۲ + ۲x+ ۱ = ۰ کنید ”فرض

درست (که است “ x = −۱ ” م ح قویترین باشد. درست م زنید حدس احتمالا دارد، ضعیف بسیار م ح قضیه این
است.).

شد. خواهد گفته بیشتر مفروضات تضعیف درمورد ۳۳ فصل در

کنید. مقایسه قبل قضیه های با •

تفاوت هایی چه م ها ح و مفروضات کنید. مقایسه قبل با را فعل قضیه گرفت. به کار را خود مشاهدات قدرت م توان
م دهد را ان ام این شما به این قویتر؟ یا هستند ضعیف تر آن ها آیا یعن کمتر؟ یا است بیشتر آن ها محدودیت آیا دارند؟

ببینید. را قضیه ها بین گوناگون روابط و دهید قرار موضوع کل حالت در را قضیه که

کنید. مشاهده را جزئیات •

و کنید توجه آن به و بخوانید را کلمه ای هر . بود خواهد مهم ، کوچ کلمات حت کلمه ای هر تقریبا قضیه ی در
کنید. فکر آن ها مفهوم مورد در

بود؟ صحیح اعداد مورد در م ح و طبیع اعداد مورد در مفروضات که کردید توجه ۱ قضیه  در آیا مثال، برای
آوردن یاد به بسپاریم. خاطر به آسانتر م شود مشاهده به صراحت را آنچه که است این مشاهده برای خوب دلیل ی
ای (قضیه فیثاغورس“ ”قضیه که خواستید اگر بنابراين، دارند. اهمیت اندازه همان به نیز مفروضات نیست؛ کاف م ح
دهید توضیح باید ابتدا .“c۲ = a۲ + b۲” ویید ب فقط که نیست کاف کنید، بیان شده) ذکر ۱۶۵ صفحه در که معروف

است. آن وتر c و هستند الزاویه قائم مثلث ی اضلاع طول c و b ،a که

کنید. دسته بندی را آن از استفاده ونگ چ و م کند بیان قضیه •آنچه

چه چیزها برخ م گوید: (یعن م کند؟ دسته بندی آیا م دهد؟ محاسبه اجازه  آیا م گوید؟ چه واقعا قضیه ی
هستند؟)

برای مثلا ) برد. کار به محاسبات بررس در م توان را حاصل ضرب بودن فرد مورد در ۱ .۱۶ قضیه به عنوان مثال،
درباره  را مفهوم ۲ .۱۶ قضیه م کند؟) کار درست م دهد انجام را ضربی عمل که کامپیوتری برنامه ی آیا ببینیم اینکه
را آن ها همه که م توانستیم احتمالا آنگاه باشد، متناه اول اعداد مجموعه  اگر م کند. بیان اول اعداد مجموعه  ساختار
که همان طور البته کنیم. اثبات فهرست آن از استفاده با را آن ها به مربوط قضیه های م توانستیم یا کنیم، پیدا کامپیوتر با

نیست. انجام قابل گزینه ها این که م دهد نشان آن ها بودن نامتناه م دانید،
کرد. مشخص را

√
۲ نوع و گرفت نظر در دسته  بندی قضیه به عنوان م توان را

√
۲ بودن گنگ عبارت
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شید. ب ل •ش

قضیه های و اول اعداد درمورد این نیست. قبول قابل موارد برخ در اما است. خوبی ایده همیشه ل ش ی رسم
م کند. کار خوب “ mn بودن فرد ” قضیه درمورد اما کرد. نخواهد زیادی کم گنگ

باشید. مراقب لذا نیست؛ تصاویرکم با کار در گمراه ان ام که کنید توجه

ببرید. کار به را مرزی مثالهای سایر و بدیه •مثال های

یا ۰ خاص عدد اگر یرید. ب به کار مفروضات) در موجود اشیا (از مرزی مثال های و بدیه مثال های روی را قضیه
نظر در را ته مجموعه اگر داد؟ خواهد رخ چه یریم ب نظر در را f(x) = ۰ بدیه تابع اگر م افتد؟ اتفاق چه باشد ۱

چطور؟ خط و دایره مورد در م افتد؟ اتفاق چه یریم ب
م دهند. ارائه م شود اعمال قضیه که جایی از روشن تری تصویر اغلب، م کنند. کم ما دقیق تر درک به مثال ها این
متفاوت y۲ و y که وقت یرید. ب نظر در را “ z 6= y بنابراین ، z = y۲ و y = x۲ ” عبارت مرزی، مثال به عنوان

یرید. ب نظر در را y = ۱ و x = ۱ مقدار نیست؛ درست همیشه اما باشد درست عبارت این که م رسد نظر به باشند

است؟ درست آن عکس آیا •

A =⇒ B ” اگر و است “ A =⇒ B ” عکس “ B =⇒ A ” که م کنیم یادآوری ببینید. را آن عکس استلزام هر برای
باشد. نادرست یا درست “ B =⇒ A ” است ن مم آنگاه باشد، درست “

مهم چیزهای گاه و دهیم قرار توجه مورد را نتایج و مفروضات که م شود باعث استلزام ی عکس گرفتن نظر در
م آید. دست به

از: است عبارت قضیه اولین عکس
هستند.“ فرد طبیع اعداد n و m آنگاه باشد، فرد صحیح عدد ی mn اگر ”

n = ۳ و m = −۱ دهید قرار کنیم. پیدا نقض مثال ی است کاف آن نادرست دادن نشان برای نیست. درست این
نیست. طبیع عدد ی m ول است فرد صحیح عدد ی mn = −۳ آنگاه

درست آن عکس که دارد وجود احتمال این بنابراین م دهند، ارائه را ن مم نتیجه بهترین اغلب نویسندگان و سخنرانان
کنید؛ پیدا نقض مثال ی پس نیست، درست آن عکس اگر اما کنید. بررس را آن م رسد نظر به نامفهوم اگر و نباشد
بسیار مسئله حل هنگام در که نقض، مثال های کردن پیدا برای است تمرین و م کند عمیق تر را مسئله از شما درک این

هستند. مفید

عبارات یا نمادها برحسب بازنویس •

بنابراین برعکس. و نمادهاست، حسب بر آن بازنویس است شده نوشته واژه ها با که قضیه ای درک برای مناسب روش
از است عبارت نمادها “برحسب هستند. فرد طبیع اعداد n و m آنگاه باشد، فرد صحیح عدد ی mn اگر ” مثال

mn ∈ {x ∈ Z|x = ۲j − ۱, j ∈ Z برخ {برای
=⇒ m,n ∈ {x ∈ N|x = ۲j − ۱, j ∈ N برخ .{برای

برای نیست؛ چنین هم گاه و م شود ساده تر آن سپردن خاطر به و م کند واض تر را قضیه نمادها برحسب بازنویس گاه
مثال

با وتر مربع ” ل به ش که است زمان از واض تر م شود نوشته c۲ = a۲ + b۲ ل به ش که وقت فیثاغورس قضیه نتیجه 
شود. م نوشته “ برابراست. ر دی ضل دو مربعات مجموع

داد؟ خواهد رخ اتفاق چه نا⁃مثال ها مورد در •

موارد این از برخ برای نتایج هنوز آیا نا⁃مثال ها. یعن نم کنند صدق مفروضات در که یرید ب نظر در مثال هایی
مطالعه اثبات که هنگام م دهد؟ رخ اتفاق چه کنیم حذف را قضیه مفروضات از ی اگر مشابه به طور است؟ درست

بود. خواهد ساده تر سوالات این به دادن پاس ان ام است، شده
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و گرفت نظر در را نباشند فرد کدام هیچ یا هستند فرد n و m از ی فقط که حالت هایی م توان ۱ .۱۶ قضیه در
است؛ خوبی قضیه قضیه، این بنابراین است. نادرست گزاره حالت ها این در که م بینیم م افتد. اتفاق چه که کرد بررس
مفروضات م توان اگرچه کنیم. خلق درست گزاره و کنیم تضعیف این از بیش را بودن فرد یا زوج مفروضات نم توانیم
داشته درست گزاره هنوز و کنیم تضعیف هستند“ فرد صحیح اعداد n و m ” به را هستند“ فرد طبیع اعداد n و m ”

کرد. تضعیف این از بیشتر را بودن فرد یا زوج شرط نم توان اما باشیم،

•تعمیم

عدد p اگر ” گزاره مثال، برای م نامیم. A از تعمیم را ضعیفتر گزاره آنگاه کنیم، حذف A گزاره از را فرض اگر
باشد. م است“ گنگ

√
۲” گزاره تعمیم است“ گنگ

√
P آنگاه باشد اول

نقض مثال یافته تعمیم گزاره برای بتوانید و دادید تعمیم را گزاره ای اگر باشید. گزاره ها تعمیم دنبال به باید همواره
خیل دادن تعمیم ریاض دان، ی مانند اندیشیدن برای است. حیات اصل قضیه برای فرض این که م بینید آنگاه بیابید،

پرداخت. خواهیم آن به ۳۳ فصل در است، مهم



بیندیشیم؟۱۲۶ ریاض دان ی مانند ونه چ

تمرین

کنید. بررس را زیر قضیه های .۱

باشند. زوج n و m اگر تنها و اگر است زوج mn آنگاه .m,n ∈ N کنید فرض (آ)

آنگاه باشد. محدب f تابع کنید فرض (ب)

f
(x+ y

۲
)
≤ f(x) + f(y)

۲ .

.|A×B| = |A||B| آنگاه باشند، متناه مجموعه هایی B و A اگر (ج)

به راست خطوط توسط متوال به طور که دایره ی روی متمایز نقطه n برای ،n ≥ ۳ و n ∈ N کنید فرض (د)
.(n− ۲)× ۱۸۰◦ با برابراست حاصل ل ش داخل زوایای مجموع شوند، م وصل هم

آنگاه ،n ≥ ۷ و n ∈ N اگر (ذ)
n

n۲ − ۸n+ ۱۲ ≥ ۱
n
.

|S| = آنگاه باشد. A مجموعه  زیرمجموعه های همه مجموعه  S و باشد متناه مجموعه  ی A کنید فرض (و)
م نامند.) A توان مجموعه  را S مجموعه  ) .۲|A|

آنگاه، باشند، محدب توابع g : R −→ R و f : R −→ R اگر (ه)
هستند. محدب m(x) = max{f(x), g(x)} و h(x) = f(x) + g(x) توابع

داریم:  C و B ،A مجموعه های برای (ی)
،A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C) (۱)
،A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C) (۲)

،(A \B) ∪ (B \A) 6= ∅ اگر تنها و اگر A 6= B (۳)
.B ⊂ C و A ⊂ C اگر تنها و اگر A ∪B ⊂ C (۴)

داد؟ خواهد رخ اتفاق چه هستند متناه مجموعه ها همه) (یا ی که مرزی حالتهای در

کنید: تحلیل را زیر قضیه .۲

.۴ .۱۶ قضیه

کنید فرض نباشند. صفر هم که باشند حقیق اعداد d و c ،b ،a کنید +axفرض by = p

cx+ dy = q

به  منحصر جواب دارای معادلات دستگاه این .p, q ∈ R و باشد y و x متغیرهای برحسب معادلات از زوج ی
.ab− cd 6= ۰ اگر تنها و اگر است فردی
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۱۷ فصل

اثبات

نگیرید. اشتباه صحیح و خوب دلایل با را م رسند نظر به صحیح و خوب که دلایل

”آنون“

نیست چیزی حقیقت نپذیریم. سادگ به را نظری و سخن هر که م شود باعث ریاضیات است؛ فت انگیز ش ریاضیات
او به باغ در پری ها یا دیده اند، خواب در چون یا م گویم“ من ”چون مانند دلایل با تا م گوید مافوق مقام ی که
تصدیق ریاض اثبات با سپس و مشخص ابتدا حقیقت شود. اثبات ، باستان سنت های از برخ استناد به حت یا گفته اند،

م شود.

چیست؟ اثبات

درست گزاره چرا اینکه برای کننده متقاعد شرح ی دقیق، به طور است. گزاره ی بودن درست چرایی شرح اثبات،
وارد آن به که است مهم فلسف نظر نقطه ی (منظور ریاض دان. ی کردن قان یعن کردن متقاعد از منظور است.

علاقه مندم.) عمل امور به بیشتر که چرا نم شوم؛
تعریف ها، به کارگیری و کوچ منطق مراحل از استفاده با و م شود، آغاز بدیه گزاره های با گزاره ها اثبات معمولا

شود. حاصل نظر مورد گزاره تا م یابند ادامه قبل شده اثبات گزاره های و اصطلاحات
اثبات به عنوان مثال: یا روزمره استفاده در است. آن روزمره کاربرد از متفاوت ریاض دان ی دیدگاه از اثبات مفهوم
٪۱۰۰ داریم دوست دارند. نیاز این از بیش به ریاض دانان است. درست چیزی احتمالا اینکه بر است شاهدی دادگاه در

باشیم. مطمئن تقریبا که نداریم دوست است. شده ثابت گزاره که یابیم اطمینان
م توانیم هستند؛ فیثاغورس قضیه اثبات شاهد نفر میلیون ها است؟ شده ثابت قضیه ی که یابیم اطمینان ونه چ
تجربه طبق درحقیقت باشد. اشتباهات شامل است ن مم جدیدتر نتایج اثبات حال، این با است. درست که باشیم مطمئن

هستند. اشتباه پژوهش و علم مجلات و کتاب ها در موجود اثبات های از برخ که م دانم

م شوند؟ اثبات گزاره ها چرا

وجود اما دارد؛ بستگ شما شخص عقاید و سلیقه به گزاره ها بیش تر پذیرش عدم یا پذیرش ریاض غیر موضوعات در
این آن، فایده است. آن درست اصل دلیل این و نداشته وجود قبلا موضوع این که است معن این به ریاضیات در اثبات

کرد. ارزیابی را گزاره ی درست آن، اثبات مطالعه با م توان که است
گزاره ها اثبات م سازیم. گزاره ها سایر روی از را گزاره ی واق در ساخت. را ریاضیات م توان گزاره ها اثبات با
مثال، برای کنیم. پیشرفت و باشیم داشته به نفس اعتماد که م دهد ان ام همچنین م دهد واقع قدرت ریاض دانان به
این گونه ریاضیات در اما م کنند بحث هم هنوز بودند، آن درگیر باستان یونانیان که مشابه سوالات مورد در فیلسوف ها

۱۲۹



بیندیشیم؟۱۳۰ ریاض دان ی مانند ونه چ

است. کرده تغییر به شدت زمان، آن به نسبت ریاضیات، نیست؛
که را جایی هستند. سودمند شما برای بنویسید را خود اثبات های اگر که است این کردن اثبات ر دی خوب دلیل ی

دارید. نیاز بیشتری کار به کجا دانست خواهید لذا م کند؛ مشخص شما برای دارید ضعف یا نفهمیده اید خوب

است. سخت ها اثبات خواندن

در را نتایج این که زمان ویژه به م کنند. قوی را ریاضیات پایه و هستند مفید شخص تجربه به عنوان اثبات ها بنابراین
را زیادی دانشجویان م کنند. مقاومت اثبات ها برابر در لجوجانه دانشجویان هنوز ول م کنیم. اعمال واقع زندگ شرایط
چیزی باید چرا ” یا بخوانم؟ “ را اثبات ی باید چرا ” م پرسند و م شوند دور موضوع فوق العاده  جنبه این از که دیده ام
نم توانم و نم فهمم را آن ها متنفرم. اثبات از ” که است این اصل ایت ش .“ دارم اعتماد شما به که من کنم؟ ثابت را

دهم.“ انجام را آن ها
شد: اشاره قبلا که همان طور است. جدید گزاره ها اثبات دانشجویان اکثر برای کنم. درک را نظرات این م توانم
حاصل ضرب از مشتق گیری روش یا دو درجه معادله  ی حل ونگ چ مانند فرآیندی اثبات، از قبل ریاضیات از بسیاری
سخت، اثبات همچنین، م رسد. نظر به اضاف عارضه ی به عنوان فقط اثبات فرآیندهایی چنین کنار در لذا است؛ تابع دو
همان و شده حذف اولیه کارهای از بسیاری شده، نوشته اثبات ی در که است این آن دلیل ی است. دشوار فهمیدنش و

دریابد. را اثبات که م کند کم اثبات کننده به اولیه کارهای
برعکس، برساند. پایان به و شروع را اثبات گام ی در و ننشسته جا ی در است داده ارائه را اصل اثبات که فردی
ل به ش به طور کل و کرده شروع دوباره شده، متوقف چرخیده، دورهایی در رسیده ، بن بست به کرده شروع وسط از احتمالا
بازنویس را آن بار چند احتمالا و نوشته را آن آورده به دست را اثبات که هنگام است. کرده حرکت اثبات سمت به تصادف

است. کرده حذف را اولیه حدس های و کاذب ابتکارات تمام و کرده  اصلاح و
(و کنیم. برطرف را ل مش این م کنیم سع بعد فصل در نیست. خواننده دسترس در کشف مسیر این بااین وجود،

ببینید.) را اثبات ها تا کنید استفاده مثال ها از است: این کنید خلاصه جمله ی در را بعد فصل بخواهید اگر
است گفته ری دی شخص که چیزی نم توانید چرا بپذیرید؟ را درست چیزهای باید شما آیا که سوال این با رابطه در
اندیشیدن مورد در کتاب این اما بپذیرید، م توانید کند فکر شما به جای ری دی بخواهید اگر بله، بپذیرید؟ را است درست

یرید. ب آغوش در را اثبات ها باید بیندیشید ریاضید ان ی مانند واقع به طور اینکه برای است. خویشتن برای

هست. امید اما است، دشوار اثبات ها خلق

است. سخت بسیار اثبات ساختن آن ها برای که است این کنند اثبات ندارند دوست که دانشجویان برای ری دی دلیل

باشد. هنر م رسد نظر به ندارد. وجود اثبات خلق برای جادویی روش یا راه نقشه هیچ ، وریتم ال هیچ فرآیند، هیچ
ناامید چیز همه باشد. داشته مفیدی کارکرد تا دارد نیاز منحصربه فرد بینش ی به اثبات هر که م شود برداشت چنین

. م رسد نظر به کننده
نباشیم، بزرگ هنرمندان ما همه است ن مم ببریم. بهره آن ها از م توانیم که دارد وجود بسیاری راهبردهای بااین حال،
را آن ها م توانیم که دارد وجود روش هایی ببخشیم. بهبود را خود نقشه های م توانیم ترکیبات، و چشم انداز از گاه آ با اما
معادله ی جواب که کنیم ثابت باید ما وییم ب ذارید ب به عنوان مثال، است. سان ی همه، برای ریاضیات گیریم. به کار
که دهیم نشان سپس و دارد وجود ری دی جواب کنیم فرض که است این م دهیم انجام ما آنچه است. منحصر به فرد
فرض ها از کجا در ببینیم اینکه برای دارند وجود ری دی ساده مثال های هستند. برابر آن ها یعن است، صفر آن ها تفاضل

کنیم. جستجو را اثبات ها در موجود شباهت های و وها ال گاهانه آ به طور و است شده استفاده
تمرین نیازمند مسئله حل مانند هم این دهد. ارائه اثبات خلق برای ایده هایی شما به که است این کتاب اصل هدف

کنید. خلق را آن ها م توانید بهتر نوشتید بیشتر هرچه و کردید مطالعه و خوانده بیشتری اثبات های وقت است.
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رویم؟ م کجا به

سپس و برد، آن از را استفاده بیشترین بتوان تا کنیم جدا هم از را اثبات ی ونه چ که دید خواهیم بعد فصل در
مختلف روش های جزئیات چهارم قسمت در کرد. خواهیم کامل آن، اثبات و فیثاغورس قضیه به نگاه با را سوم قسمت

دید: خواهیم را است آمده زیر در که اثبات
 

مستقیم، ●

حالت ها، ●

تناقض، ●

و ریاض استقرا ●

نقیض. عکس ●
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تمرین

کنید. آوری جم را دیده اید قبلا که اثبات هایی از بعض .۱

مبهم آن شروع آیا کنید. شناسایی نم دانید اثبات در که را آنچه کنید. پیدا را نم فهمید که اثبات هایی به ویژه،
، یعن است؟ آن انتهای در آیا نم کنید؟ درک را چیزی کردید شروع که اثبات اصل بدنه از نقطه ای در آیا است؟

رسید. پایان به اثبات چرا نم دانید
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یده چ

است. درست گزاره که م کند تضمین اثبات ◀

دارد. تفاوت خیل است، شده کشف ابتدا در که آنچه با اثبات ی ارائه روش معمولا ◀

هستند. سخت اثبات ها خلق و خواندن ◀

دهید. توسعه را خود اثبات خلق مهارت های تا م کند کم گزاره ها دوباره اثبات ◀

یرید. ب آغوش در را اثبات باید بیندیشید ریاض دان ی مانند واقع به طور اینکه برای ◀



۱۸ فصل

اثبات خواندن

نکن. قبول را کس حرف
لاتین“               ”ضرب المثل

این در ندارد. قدرت اثبات بدون ریاضیات است؛ ریاضیات قلب اثبات شد، داده شرح قبل فصل های در که همان طور
نید. بش درک قابل قسمت های به شدن، کنترل پذیر برای را آن و برسید اثبات ی به چطور که م دهیم نشان بخش

برداشته اثبات ی نسخه  آخرین از اغلب است، درست قضیه ی چرا اینکه به مربوط مفید تذکرات و مهم کلیدهای
کنید تصور بسته جعبه  ی را اثبات کند. بازسازی را آن ها باید خواننده رفته اند، بین از ساختار خطوط متأسفانه، شده اند.

کنید. بازش باید که
اما کنید، رها فورا باید را آن ها از بسیاری ببرید؛ را کامل سود زیر توصیه های از تا باشد نیاز بیشتری تجربه  شاید

باشد. مفید م تواند ر دی زمان در و دوباره خواندن

آن اثبات و ساده قضیه ی

مثال بعدی اثبات است. متفاوت ول دارد شباهت هایی گذشته فصل در ۱ .۱۶ قضیه با است. آسان زیر قضیه  درک
است. فصل این اصل

.۱ .۱۸ قضیه
باشند. فرد n و m اگر تنها و اگر است فرد mn حاصل ضرب باشند. طبیع اعداد n و m کنید فرض

این برای را قبل فصل در رفته کار به ایده  است؟ متفاوت ۱ .۱۶ قضیه با چرا م ر سد. نظر به معقول قضیه، این آیا
ببندید. به کار جدید گزاره

پس هستند. طبیع اعداد j و k ،n = ۲j+۱ و m = ۲k+۱ م کنیم: تعریف هستند. فرد n و m که کنید فرض برهان.
.mn = ۲r+۱ داریم: م نامیم، r را آن است، طبیع عدد ی ۲kj+j+k اینکه باتوجه به .mn = ۲(۲kj+j+k)+۱
م توان شود کم کلیت از آنکه بدون باشد. زوج n و m از ی که م کنیم فرض آن عکس برای حال است. فرد mn لذا
در و است بخش پذیر ۲ بر mn ،mn = ۲kn داریم لذا .k مانند طبیع عدد برای m = ۲k پس کرد فرض زوج را m
فرد n یا m که م دهد نتیجه است فرد mn یعن این نباشند. زوج n و m اگر است، فرد mn بنابراین است. زوج نتیجه
■ است. n و m بودن فرد باشد فرد بتواند mn اینکه برای راه تنها پس هستند.

زیرا م نامند هالموس قبر سنگ را آن اوقات بعض است. شده نشانه گذاری مربع ی با اثبات پایان که کنید توجه
است. شده تمام اثبات دهد نشان تا شد گرفته کار به ریاض دان هالموس پاول توسط بار اولین

شده پنهان جزئیات و م بریم کار به را زیر ایده  پس شود روشن تر باید نباشید، نگران نم کنید درک را اثبات هنوز اگر
پیدا را آن م توانید آیا است. مهل غیر خطای ی شامل اثبات نیست. صحیح اثبات همچنین م کنیم. بازسازی را

۱۳۴
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شود.) اثبات درست گزاره و شود تصحیح م تواند خطا که است معن این به مهل (غیر کنید؟

بخوانیم؟ را اثبات ی ونه چ

بیندیشید. بالا قضیه اثبات برای آن به کارگیری ونگ چ درباره  م خوانید، را زیر توصیه  که حال در

خواندن روش های به کارگیری •

داشته سطح مطالعه ای ، کل مرور ی به رسیدن برای گیرید. کار به را شد ارائه این از پیش که مطالعه روش های
است. اثبات محور که باشد قسمت یافتن باید هدف غیره. و بپرسید سوال است، مهم چیزی چه که کنید بررس باشید،

است. وابسته محاسبات از نتیجه گیری به اثبات که م رسد نظر به این جا در

کنید. قسمت بندی •

نم کنند، پیدا ادامه طولان استدلال ی با تنها معمولا اثبات ها کنید. تقسیم منطق مستقل بخش های به را اثبات
جدا بخش در که اثبات در م شوند. تقسیم غیره و گزاره ها بازبین محاسبات، مانند مجزا استدلال های از تعدادی به ه بل
قضیه گزاره  که است این ر دی راه م کند. گاه آ قضیه عکس اثبات فرآیند از را ما دوم، پاراگراف در آمد، مقدمه از بعد و
تقسیم اگر“ ”تنها و ”اگر“ مجزای قسمت دو به اثبات قوی، احتمال به بنابراین است، اگر    “ تنها و ”اگر قضیه ببینیم. را

م شود.

mn” همان (این باشند.“ فرد n و m اگر است فرد mn حاصل ضرب هستند. طبیع اعداد n و m کنید ”فرض (۱)
م باشد.) هستند“ فرد m و n =⇒ است فرد

n و m” با (این باشند“ فرد n و m اگر تنها است فرد mn ”حاصل ضرب باشند. طبیع اعداد n و m کنید فرض (۲)
است.) ی است“ فرد mn =⇒ هستند فرد

رفته کار به روش های •تشخیص

استدلال های حالت ها، تناقض، نقیض، عکس استقرا، مستقیم، محاسبات، دارند: اثبات روش تعدادی ریاض دانان
برای کنید، استفاده ی کدام از که یرید ب تصمیم آمده اند. ۴ قسمت در جزئیات با آن ها از تعدادی که غیره، و شمارش
است“به طور فرد mn که م دهد نتیجه هستند فرد n و m” قسمت است. معمول روش ها از ترکیبی معنادار اثبات ی

است. شده اثبات محاسبات با مستقیم
اینکه فرض با نم شود: عمل مستقیم به طور است، هستند    “ فرد n و m آنگاه باشد، فرد mn” که آن، عکس مورد در اما و
گزاره  نقیض عکس یعن نیست. فرد mn که م دهیم نشان استلزام ها از رشته ای با و م کنیم شروع نیستند فرد n یا m

که آورید خاطر (به است. شده اثبات
است. نشده بیان ارا آش این که کنید توجه ببینید.) را ۸ فصل است؛ ی A =⇒ B با “B نقیض =⇒ A ”نقیض

“.... کرد خواهیم اثبات را نقیض عکس ”گزاره  نیست بزرگ کار کنیم، تحلیل را آن باید پس
کنید دقت شود. استفاده غیره و تعریف ی یا ری دی قضیه  از جدید قضیه  اثبات است ن مم کل تر موقعیت های در

م شود. برده کار به ی کدام

بیابید. را شده اند گرفته کار به مفروضات که جایی •

گرفته کار به بیشتر) است ن (مم بار ی که آن هایی گرفته اند. قرار استفاده مورد کجا در فرض ها که کنید مشخص
شامل این گفت.) خواهیم سخن ۳۳ فصل در غیرضروری فرض های مورد (در بوده اند. غیرضروری که آن هایی یا شده اند
اطمینان دارند؛ فرض هایی قضیه ها این همچنین م شود. نیز شده اند، اثبات قبلا که قضیه هایی به کارگیری جای کردن پیدا
در رر م به صورت قضیه ای اگر که بسپارید خاطر به مجموع در هستند! فعال و برقرار آن ها فرض های که کنید حاصل
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.۱.۱۸ قضیه اثبات شدن روشن برای تصویری :۱ .۱۸ ل ش

گیرد قرار استفاده مورد شما اثبات های در که دارد بالفعل توان و باشد مهم باید م شود، گرفته کار به متفاوت اثبات های
یرید. ب یاد خوب را آن پس

باتوجه به است. شده گرفته کار به مرتبه چند ضرب گزاره) ”اگر  “ قسمت (در هستند فرد n و m که اثبات فرض در
”تنها برای فرض ها شناسایی م گیریم. بهره آن از غیره و m = ۲k + ۱ که آنجایی هستند، ل ش چه به فرد اعداد اینکه
کم وجود با البته که م کنیم، فرض را گزاره نقیض نقیض، عکس روش به کارگیری برای است. سخت تر اندک اگر“

است. شده گرفته کار به ل تغییر ش

ببندید. کار به مثال ی برای را •اثبات

م کند، صدق مفروضات در که پیوسته هم به یا خاص حالت ی برای گام هر به کارگیری اثبات، ی درک برای
است. کتاب این از خارج موفقیت برای اطلاعات از بااهمیت قطعه  این است. مؤثر بسیار روش

برای را اثبات و n = ۷ و m = ۳ کنید فرض داد. انجام را آن م توان بااین وجود است، بدیه بسیار این بالا مثال در
۶ را آن م توان بنابراین کنیم، فرض زوج را m که است نیاز اگر“ ”تنها قسمت اثبات برای البته م کنیم. بازنویس آن ها
از ل ش حالت این کنید. بررس حالت دو هر در پس است، نشده داده قرار n بودن فرد یا زوج برای شرط هیچ گرفت.

است. شدن فعال
ندارد. کارایی حالت هر در متأسفانه اما م کند، کار خوب گیج کننده اثبات های برای خصوص به روش این

کنید. رسم تصویر •ی

را مسئله تصویر رسم با مثلا یرید؛ ب کار به را ۵ فصل روش های پس است، مسئله ی حل شبیه اثبات، ی خواندن
کنید. حل

است. ۱ .۱۸ ل ش شبیه تصویر بالا، اثبات در
گوشه ی پایین در که تنهایی مربع جز به است، زوج مربع هایشان تعداد مستطیل ها، همه  کند. قان را شما باید تصویر

است. فرد عددی مربع ها، تعداد پس است. تصویر راست سمت
ریاض دانان از بسیاری که چرا کنید، دقت آن ها از استفاده در که م دهیم هشدار پس هستند گمراه کننده بسیار تصاویر

شده اند. داده فریب تصویر قدرت با
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کنید. بررس را متن •

در قضیه ای هیچ دهید. قرار کنکاش مورد را قضیه ها به کارگیری کنید. بررس را متن بودن صحیح شوید، فعال دوباره
۶.۳ قضیه  که شوید مطمئن ،“۶.۳ قضیه  از استفاده ”با شود: گفته اثبات ی در اگر اما است، نشده گرفته کار به ما مثال

دهید. انجام را محاسبه آن م دهد“، نشان محاسبه ”ی م شود: گفته اثبات در اگر شود. گرفته کار به م تواند
آوریم: به دست را آن باید پس نم شود، حاصل فوری این و ،mn = ۲(۲kj + j + k) + ۱ که شد ادعا مثال در

mn = (۲k + ۱)(۲j + ۱)
= ۴kj + ۲j + ۲k + ۱
= ۲(۲kj + j + k) + ۱.

،m ببینید) کامل تر بحث برای را ۳۳۵ (صفحه  کلیت“ از کاستن ”بدون که م بینیم دوم پاراگراف در بالا، مثال در
درحال که است، زوج n که است معن این به این دهید. قرار بررس مورد را نباشد زوج m که حالت است. شده فرض زوج
حال در n و است زوج n که حال در m با ساده دسته بندی ی پس است. زوج ( ی (حداقل دو آن از ی فرض طبق

نیست. فرض کلیت از کمتر چیزی این لذا داریم. است زوج m که

کنید. بررس را مرزی حالات بیابید، را •اشتباهات

واقعا و نکنید باور را چیزی هر کنید. جستجو را اشتباهات این فعالانه م کنند. اشتباه و هستند انسان هم ریاض دانان
بررس را شده گرفته کار به قضیه های واقع کارایی و بیابید را پنهان فرض های است. غلط متن دهید نشان که کنید تلاش

کنید.
اولین این دهید، قرار ۱ برابر را m بالا مثال در م رسد. نظر به صفر تابع توابع، مرز مثلا کنید، بررس را مرزی حالات
آه، است. k = ۰ که ،۱ = ۲k+ ۱ م دهیم: قرار m = ۲k+ ۱ با آنگاه است. مرز ی یافتن این است، فرد طبیع عدد
است! نادرست اثبات پس ندارد. وجود {۱,۲,۳, · · · } مجموعه  در زیرا است آمده اثبات در که نیست طبیع عدد ی این
،N

⋃
{۰} در k گرفتن یا ، طبیع اعداد از تعریف مان به صفر کردن اضافه با م توان و نیست مهل کاست این چند هر

اما اندک، چه اگر است؛ درست قضیه گزاره  روش ها، این از ی هر با کرد. درست را آن ،k بودن صحیح عدد فرض با یا
داشت. ایراد اصل اثبات

در را زیر گزاره  است. شده داده نشان زیر در آنچه مانند است، صفر عدد ی که است وقت خوب مرزی حالت ی
یرید. ب نظر

.۲ .۱۸ قضیه
.b = d آنگاه ،a = c و ab = cd اگر هستند. طبیع اعداد d و c ،b ،a کنید فرض

داریم: برهان.

ab = cd
⇐⇒ ab = ad, a = c چون و
⇐⇒ b = d, کردن حذف .با

■

نظر صرف پس م گیریم. نظر در را a = c = ۰ مرزی حالت که م آید پیش مسئله زمان است. کننده متقاعد نظر به
نشان این است. ۴ 6= ۳ اما ،۰ × ۴ = ۰ × ۳ آنگاه ،ad = bc داریم: ،d = ۳ و b = ۴ مثال برای باشند چه d و b اینکه از

است. گزاره ی مرزی حالت بررس اهمیت دهنده 
شود: گرفته کار به م تواند نیز مجموعه ها در بالا ناقص استدلال

نیاز ل مش از این از برایجلوگیری است. B = D که شود گرفته نتیجه A = C و A×B = C ×D از است ن مم
است. بالا حالت در صفر مشابه که نیست؛ ته مجموعه  A که شود فرض که است

به را اقلیدس هندس اصول از ی مثال برای هستند. مساوی مفروضات در ورودی دو که است وقت ر دی حالت
م رسد: معقول نظر به دارد.“ وجود آن ها از گذرنده خط ی تنها صفحه، در y و x نقطه دو هر ”برای ببینیم: صورت این

م بینیم. دستانمان در را تصویر
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گزاره درست گزاره  است. موجود نقطه آن از گذرنده خط بی نهایت م افتد؟ اتفاق چه سان ی نقطه دو انتخاب با ول
است: زیر

دارد.“ وجود آن ها از گذرنده خط ی تنها صفحه، در y و x مجزای نقطه دو هر ”برای

نا⁃مثال ی •به کارگیری

باشد. مؤثر یادگیری ابزار ی م تواند کار این م شود. خراب کجا نا⁃مثال ی تعمیم که کنید مشخص دقیقا
اثبات از استفاده با م توان یرید، ب نظر در را است گنگ ،

√
۲ اینکه برای ۲۳ فصل در شده داده اثبات مثال برای

اثبات از استفاده برای تلاش دلیل به تنها ول نیست، درست گزاره این کرد. اقدام است گنگ
√

۴ اینکه دادن نشان برای
م کند. کار

√
۲ برای اثبات چرا و چطور که داد نشان م توان

تأمل •

دوباره و دوباره اثبات ها انواع از بعض دیده اید؟ ر دی اثبات های شبیه اثبات آیا کنید، تأمل آن از پس همیشه مثل
م کند. آسانتر کارتان در استفاده و یادگیری برای را آن ها فرآیند، این م شوند؛ دیده

بسپارید. ذهن به را اثبات ی ونه •چ

تکرار یا کردن حفظ وسیله  به چیزها بعض یادگیری است. آن فهمیدن اثبات ی سپردن خاطر به برای راه آسان ترین
در ویی پاسخ سرعت بهبود برای و اجبار به است ن مم ر، دی طرف از کنید. تلاش فهمیدن برای است، سخت روش

کنید. حفظ را نکات از بعض آزمون،
کلیدی فرض است؟ محاسبه ی انجام آیا بدانید. را بند هر کلیدی نقطه  و شوید گاه آ اثبات ی ساخت ونگ چ از
از اثبات آسانترند. کردن یادداشت و سپردن خاطر به برای این ها است؟ شده تعریف نمادی آیا است؟ رفته کار به کجا در

است؟ شده گرفته کار به ۴ قسمت روش کدام است؟ نوع چه
برای پس م گوید. چه اینکه نه است معن چه به که کنید یادداشت و کنید جم جمله چند در را اثبات که کنید تلاش

کنید. یادداشت قبل اثبات
م دهد. ارائه ۲r + ۱ ل به ش را ضرب محاسبه، ی م شود، استفاده ،n = ۲j + ۱ و m = ۲k + ۱ ”از
کنید.“ فرض زوج را n یا m استدلال، کلیت از شدن کم بدون کنید. استفاده نقیض عکس از برعکس:

کنیم، استفاده n و m بودن فرد نقیض از اگر که دلیل این به است.“ زوج m کنید ”فرض نم گوییم که کنید توجه
باشید. داشته نقیض ها خروج با کار در خوبی مهارت باید شما است. زوج n یا m که م شود نتیجه خودکار به طور آنگاه
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تمرین

حداقل م شوند؟ شفاف تر اثبات ها آیا کنید. تحلیل فصل این روش های از استفاده با را ۱.۱۷ تمرین از اثبات هایی .۱
؟ اندک

کنید. تحلیل را ۱۶ فصل از ۴ .۱۶ قضیه اثبات .۲

آنگاه م کنیم، نام گذاری (۲) و (۱) ل به ش سادگ برای را معادلات برهان.
داریم: پس م دهد، را (ad− bc)x = pd− qb معادله  d(۱)− d(۲)

x =
(pd− qb)

(ad− bc)
.

که داد نشان م توان مشابه، به طور
y =

(qa− pc)

(ad− bc)
.

تاست. ی جواب این که است روشن
که م کنیم فرض کلیت، از شدن کاسته بدون نیستند، صفر هم با هم d و c ،b ،a اینکه فرض با آن، عکس برای
چون و دارد، را جواب این (۱) حال است. y ∈ R هر برای (۱) جواب x = (p − by)/a پس، است. ناصفر a

داریم: است ad− bc = ۰

cx+ dy = q ⇐⇒ cx+
bc

a
y = q ⇐⇒ cax+ bcy = aq

⇐⇒ c(ax+ by) = aq ⇐⇒ cp = aq.

بی نهایت تعداد به دستگاه، بنابراین و م دهد دست به (۲) برای جوابی ،(۱) جواب هر آنگاه ،cp = aq اگر پس
وجود جوابی هیچ بنابراین و نیست، (۲) جواب (۱) پاس آنگاه باشد، cp 6= aq اگر ر، دی طرف از دارد. جواب
■ ندارد.

اگر تنها و اگر A 6= B داریم B و A مجموعه های برای یرید: ب نظر در را ۱۶ فصل تمرینات از گزاره ای .۳
باشد. (A \B) ∪ (B \A) 6= ∅

آنگاه باشد. A = B که کنید فرض برهان.

(A \B) ∪ (B \A) = (A \A) ∪ (A \A) = ∅ ∪ ∅ = ∅.

باتوجه به .x /∈ A که x ∈ B دارد وجود یا x /∈ B که به طوری است موجود x ∈ A آنگاه باشد، A 6= B اگر
در نتیجه مشابه، استدلال .(A \B)∪ (B \A) 6= ∅ بنابراین .x ∈ (A \B)∪ (B \A) پس x ∈ A \B تعریف،
■ م شود. اثبات ر دی احتمالات

یرید!). ب نظر در را ته مجموعه  حالت که نکنید فراموش (و کنید تحلیل را اثبات
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یده چ

ببندید. کار به را خواندن روش های ◀

نید. بش تر کوچ قسمت های به را اثبات ◀

کنید. مشخص را استفاده مورد روش ◀

است. شده گرفته کار به فرض کدام که کنید مشخص ◀

ببندید. کار به مثال ی برای را اثبات ◀

کنید. رسم تصویر ی ◀

کنید. بررس را متن ◀

بیابید. را اشتباهات ◀

یرید. ب کار به نا⁃مثال ی برای را اثبات ◀

بسپارید. خاطر به فهمیدن با ◀





۱۹ فصل

فیثاغورس قضیه 

است. فان ری دی چیز هر و فناناپذیر خرد
”فیثاغورس“

ی مربع و مثلث ها ارتباط از نیز ریاض دانان غیر اکثر حت است. ریاض قضیه مشهورترین فیثاغورس قضیه  احتمالا
دارند. مبهم تصور وتر، مانند مشهور چیز

بسیار اثبات“ ی خواندن ونه ”چ و قضیه“ ی خواندن ونه ”چ مورد در گذشته فصل های مطالب اینکه باتوجه به
و قضیه فصل، این در پس م دهیم. قرار بررس مورد مشهور قضیه  این درمورد به کارگیری با را آن ها رد عمل هستند، مهم

دید. خواهیم نیز را آن تعمیم و عکس م گیرند؛ قرار بحث مورد هم از جدا طور به آن اثبات

فیثاغورس قضیه  صورت

ی صورت چیست از بهتری تصور ریاض دان، غیر ی به نسبت احتمالا هستید، ریاض مطالعه حال در که آنجا از
م کنیم: بیان دوباره را آن ول دارید؛ قضیه

.۱ .۱۹ قضیه
است. برابر مثلث ر دی اضلاع مربع های مجموع با وتر مربع قائم الزاویه، مثلث در

.۱ .۱۹ تمرین
نمایید. مقایسه زیر شده  ارائه تحلیل با را خود تحلیل کنید. تحلیل و بخوانید را قضیه ،۱۶ فصل ایده های از استفاده با

قضیه بر مروری

عبارات همه  معن که م کنیم بررس واض به طور تحلیل کنیم. را آن داریم قصد ول دیده ایم، قبلا را قضیه چند هر
باید را آن ها گفت؟ م توان چه ۱۶ فصل ر دی روش های مورد در اما است، روشن این چیست؟ وتر مثال، برای . چیست

م گیریم. کار به

بیابید را م ها ح و •فرض ها

نیست. “... آنگاه و ... ”اگر یا ”A =⇒ B“ ل به ش اما است خوبی مثال ”فیثاغورس“، قضیه  برای شده ارائه گزاره 
مثال، برای کرد. بازنویس ل ش این به روش چند با را آن م توان

“.c۲ = a۲ + b۲ آنگاه باشد، c وتر و b , a اضلاع با قائم الزاویه مثلث ی T ”اگر

c وتر و b , a اضلاع با قائم الزاویه مثلث ی T ” هستند: مربوط قائم الزاویه مثلث های همه  به مفروضات که است روشن
است: طول ها با مرتبط معادله ای م، ح و است“

۱۴۲
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م دهد. ارائه قائم الزاویه مثلث دو مثلث هر :۱ .۱۹ ل ش

.“c۲ = a۲ + b۲”

نتایج و فرض ها قدرت •ارزیابی

موجود دست این از زیادی مثال های است. قائم الزاویه مثلث های مورد در فرض م کنیم. ارزیابی را نتایج و فرض ها
است ضعیف گزاره این که وییم ب و شویم وسوسه است ن مم هستند. مثلث ها همه  از کوچ زیرمجموعه  تنها اما است،
ببینید. را ۱ .۱۹ ل ش داد؛ ارائه قائم الزاویه مثلث دو م توان مثلث، هر برای که یرید ب نظر در را آن اما نیست. اینطور ول
است. خوب و ضعیف بسیار فرض که معن این به دارد. سخن مثلث ها همه  مورد در قضیه این اول، نظر وجود با بنابراین،

شود. دیده قضیه از بیشتری مثال های است بهتر
تأثیر بود، (c۲ ≥ a۲ + b۲ (مانند نامساوی ی تنها اگر است. معادله ی و صریح ، واقع بسیار گزاره ای م، ح

است. قوی م ح ی این داشت. کمتری
به دست را سوم ضل قائم، زاویه  اضلاع طول داشتن با داد: انجام را محاسبات م توان م ح با که کنید توجه همچنین

است. خوب همیشه م، ح محاسبات در توانمند شدن آورد.
تعداد از نسبت هایی که م دهد اجازه ما به و است مفید بسیار که داریم بزرگ قضیه  ی که م دانیم این باتوجه به
دکارت مختصات در را فاصله ها محاسبه بدانید، است ن مم که همان طور حقیقت در کنیم. محاسبه را اشیا از زیادی

م سازد. ن مم

کنید. مقایسه قبل قضیه های •با

که هست پایه هندسه از ری دی قضیه  نداریم. پایه هندسه از ساده بسیار قضیه  این با مقایسه برای زیادی قضیه های
دو این که دید م  توان است. رادیان) ۲π (یا درجه ۱۸۰ زاویه ها مجموع قائم الزاویه) لزوما (نه مثلث ی در م گوید:
و زاویه ها مورد در ی که است این در تفاوت کرد. محاسبه را سوم م توان تا دو داشتن با و هستند مشابه مفهوم در

رند. دی ی مل م کاملا بنابراین طول هاست. مورد در ری دی
م کنیم. مشاهده را م کند مربوط هم به را زاویه ها که قضیه ای و م کند، مربوط هم به را اضلاع طول که قضیه ای حال

دارد. وجود قضیه ای چنین بله، کند. مربوط هم به را دو این که دارد وجود قضیه ای آیا که پرسید م توان

.۲ .۱۹ تمرین
کند. مربوط هم به را مثلث ی اضلاع طول و زاویه ها که بیابید را قضیه ای

کنید! مشاهده را •جزئیات

به است ن مم که جزئیات ندارد. وجود مشاهده برای فیثاغورس قضیه  در زیادی جزئیات که است روشن حدودی تا
م کنند، نقض را گزاره که مثال هایی مشاهده (برای است. آن نبودن متساوی الساقین و مثلث بودن قائم الزاویه آورید خاطر
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(۳,۴,۵) نمونه مثلث :۲ .۱۹ ل ش

ببینید.) را فصل پایان تمرین

کرد. استفاده آن از م توان چطور و م دهد انجام کاری چه قضیه که کنید •دسته بندی

ی سوم ضل طول تا م کند کم ما به کرده ایم؛ بحث م دهد انجام کاری چه قضیه اینکه مورد در این از پیش
کنیم. محاسبه را است شده داده آن ر دی ضل دو طول درحال که مثلث

کنید. رسم تصویر •ی

در داریم. تصویر ی رسم برای خوبی دلیل پس مثلث هاست، درباره  و است هندس قضیه  ی این اینکه باتوجه به
م کنند؟ صدق معادله این در اضلاع اندازه  آیا یرید. ب اندازه را آن ها اضلاع طول و کنید رسم زیادی مثلث های حالت این

است. تقریبی اضلاع طول اندازه گیری که باشیم داشته خاطر به اما شود، انجام باید این
قضیه اثبات به عنوان اشتباه به گاه است. (۳,۴,۵) اضلاع با مثلث است شده ارائه ۲ .۱۹ ل ش در که نمونه تصویر

است. اثبات) ی (نه مثال ی تنها درصورت که م شود. ارائه

ببرید. کار به ساده مثال های برای را •قضیه

گرفتیم. کار به (۳,۴,۵) مثلث مانند ساده مثال های برای را قضیه تصاویر، رسم در این از پیش
ببرید. کار به مرزی و بدیه مثال های برای را •قضیه

وقت گفت: چیست؟باید موضوعات چنین مرزی و بدیه مثال های هستند. قائم الزاویه مثلث های به مربوط فرض ها
طول با ضل ی و گویا طول های با ضل دو با مثلث این است. بدیه مثال های از ،c =

√
۲ نتیجه در و b = ۱ ،a = ۱

بنابراین پس هستند گویا مثلث ضل دو ”اگر بپندارد گزاره برای نقض مثال ی را این کس است ن مم است. گنگ
هست“. نیز سوم

دو ضل ی وقت که م دهد نشان ما به تنها این است. c =
√

۵ نتیجه در و b = ۲ ،a = ۱ ر دی سودمند مثال
این به است. c =

√
۳ نتیجه در و b =

√
۲ ،a = ۱ ر دی جذاب مثال م افتد. اتفاق چه است، ر دی ضلع طول برابر
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نیز c =
√

۴ نتیجه در و b =
√

۳ ،a = ۱ مثلث دارد. بر در را ۳ و ۲ ،۱ عدد سه اولین از استفاده اینکه برای علاقه مندم،
است. π۶ آن زاویه های از ی درحال که است، خوب

نظر در مرزی مثلث ی را a = b حالت م توان چیست؟ مرزی قائم الزاویه  مثلث مرزی، مثال های مورد در حال
خواهد c =

√
۲a بنابراین ،c۲ = ۲a۲ حالت این در است. خاص بسیار حالت ی در قائم الزاویه مثلث این گرفت،

عدد ی از گویایی مضرب و است گنگ
√

۲ (چون باشد گویا نم تواند c آنگاه باشد، گویا a اگر که معن این به بود.
ری دی با مقایسه در را اضلاع از ی که است این آورد مرزی حالت برای م توان که ری دی مثال است). گنگ گنگ،
کند. میل a۲ به c۲ باید پس است کوچ بسیار b۲ آنگاه کند، میل صفر به b اگر بسازیم. کوچ بسیار یا بزرگ بسیار
رسم a با مقایسه در b کوچ بسیار ضل با مثلث دید. م توان ل ش ی در را این م کند. میل a به c ر به عبارتِ دی

مساویند. هم با تقریبا c و a که دید م توان کنید.
دارد. مطابقت هندسه با جبر هستند. مرتبط ر دی ی با داشتیم انتظار که همان طور هندسه و جبر که کردیم مشاهده پس

نداریم! مثلث ر دی آنگاه باشد، مساوی صفر با b اگر که کنید توجه

نامثال ها برای قضیه به کارگیری •

در اما نیستند. قائم الزاویه که هستند مثلث هایی نا⁃مثال ها، این جا در یریم. ب نظر در را قضیه نا⁃مثال های بیایید
کردن مشخص برای راه م خواندیم. وتر را قائمه زاویه روبروی ضل همیشه کنیم؟ تعریف ونه چ را وتر حالت این
در را قائمه زاویه اضلاع نقش باید اضلاع از ی کدام اینکه تشخیص برای راه بنابراین ندارد، وجود خاص ضل ی
قرار ضل طویل ترین را آن است ن مم داریم. نیاز c تعریف برای ری دی روش به ندارد. وجود کنند بازی c۲ = a۲ + b۲

که کنید ملاحظه این، مشاهده برای .c > b و c > a باید که چرا است، درست ،c۲ = a۲ + b۲ اینکه باتوجه به این دهیم.
م باشد. c > b مشابه به طور است. c > a نتیجه در و ،c۲ > a۲ پس درست، b۲ > ۰

صدق نیز اندازه گیری تقریبی محاسبه  در حت معادله که م بینید احتمالا آنگاه کنید، تلاش مثال تعدادی رسم در اگر
c۲ = a۲ + b۲ آن برای که دارد وجود قائم الزاویه ای غیر مثلث ”آیا که م دهد سوق پرسش این به را ما این نم کند.
نا⁃مثال های باید همچنین است؟“ درست قضیه ”عکس م پرسیم وقت داریم. سروکار همین با بعد بخش در باشد؟“

دید. را ۱۹.۱۲ تمرین

عبارات یا نمادها بازنویس •

توجه نوشتیم. نمادها با داشت ان ام که جایی تا را قضیه شد، ارائه “... آنگاه ،... ”اگر گزاره  که وقت این، از پیش
قائم الزاویه مثلث وتر c و هستند، چه c و b ،a که دهیم توضیح باید نیست. کاف “     c۲ = a۲ + b۲” وییم ب تنها اینکه کنید،

هست.

فیثاغورس قضیه  اثبات

کامل به طور ، حت یا مثال ها از بعض برای تقریبی به طور قضیه کارایی اثبات کردیم، اشاره این از پیش که همان طور
است ن مم کنیم. اثبات مثلث ها همه  برای را آن که است نیاز نیست. کاف ،(۳,۴,۵) مثلث چون خاص مثال های در
برای اندیشیدن به تشویق کتاب این اهداف از ی به هر حال اما باشد. کاف قضیه این ل ش روی از و قبل اثبات های

است. شده ارائه استدلال هر بررس به شدن مستلزم و خودتان
است. هندس من، علاقه مورد اثبات دارد۱. وجود واژه به واژه اثبات صدها م بینیم. را قضیه از اثبات حال

ابتدا اول، مربع رسم برای م شود. داده نشان ۳ .۱۹ ل ش مربع دو از استفاده با اثبات فیثاغورس). (قضیه اثبات
و b اندازه به ترتیب به را آن ها از ی هر سپس م کنیم، رسم را b و a قائمه  زاویه اضلاع با دلخواه قائم الزاویه مثلث
سمت مربع شبیه ری دی مربع م شود. حاصل ۳ .۱۹ ل ش چپ سمت مربع رسم، کردن کامل با سپس م دهیم. ادامه a

است. موجود فیثاغورس قضیه برای اثبات ۳۶۰ از بیش ،Elisha Loomis کتاب ۱در
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فیثاغورس قضیه اثبات :۳ .۱۹ ل ش

نتیجه بنابراین دارند، سان ی مساحت مربع دو که دید م توان ل ش از استفاده با کرد. رسم م توان راست طرف در چپ
که م گیریم

چپ سمت مربع راست=مساحت سمت مربع مساحت

c۲ + (۴ × (a, b) مثلث (مساحت = a۲ + b۲ + (۴ × (a, b) مثلث (مساحت

c۲ = a۲ + b۲.

.۳ .۱۹ تمرین
مقایسه زیر تحلیل با را خودتان تحلیل کنید. تحلیل را اثبات اثبات) ی خواندن ونه (چ ۱۸ فصل ایده های از استفاده با

کنید.

را م کند کم اثبات این به که آن ها از تعدادی م کنیم تلاش نیستند. اثبات این مناسب ۱۸ فصل پیشنهادات همه 
ببندیم. کار به

بیابید! را است شده استفاده مفروضات از که •آنجا

اضلاع اگر است. رفته کار به اول مربع ساختار در این کرده ایم؟ استفاده کجا در است“ قائم الزاویه ”مثلث اینکه از
نتیجه نم توانستیم نتیجه در و بسازیم مربع ی نم توانستیم آنگاه نم کردند، تلاق ر دی ی با قائمه زاویه  ی در b و a

است. مساوی راست سمت مربع مساحت با آن مساحت که یریم ب

کنید. بررس را •متن

است. نشده مشخص ار آش به طور اما است شده گرفته کار به واقعیت که ببینید است ن مم کنید، بررس را متن اگر
را آن بودن مربع کنید دقت ول است. کننده متقاعد بسیار است، c۲ چپ سمت مربع ویژه به مربع مساحت اینکه در تصویر

ی به است. مربع ی ل ش که نیست معن این به این اما هستند، سان ی طول با اضلاع همه  که م دانیم ندادیم. نشان
کنید. فکر بادبادک یا لوزی

است، قائمه ، درون زاویه های از ی دهیم نشان که است نیاز بله، است؟ مربع ی واقعا که شویم مطمئن ونه چ
γ داخل زاویه  ببینید؟) م توانید را دلیلش (آیا م کند. کار همه برای مشابه طور به اثبات آوریم، به دست ی برای وقت

ی اینکه باتوجه به پس باشد. β آن، بزرگتر زاویه و α ،۴ .۱۹ ل ش مثلث تر کوچ زاویه کنید فرض یرید. ب نظر در را
.α+ β + γ = ۱۸۰◦ که دید م توان داریم، مستقیم خط
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۴ .۱۹ ل ش

α+β+۹۰◦ = داریم: است، قائم الزاویه مثلث ی مثلث و است ۱۸۰◦ مثلث ی زوایای مجموع اینکه باتوجه به اما
هم استدلال کنیم، اضافه را توضیح این اگر باشد. ۹۰◦ ،γ است نیاز که درم یابیم معادله، دو این از استفاده با .۱۸۰◦

تصاویر مورد در باید ول م رسید نظر به کننده متقاعد تصویر هم این از قبل که است درست شد. خواهد کننده تر قان 
باشند. کننده گمراه م توانند آن ها باشیم، دقیق

.۴ .۱۹ تمرین
کند؟ گمراه را ما م تواند ری دی ل ش چه به تصویر

گفت؟ م توان چه قضیه عکس مورد در

ل به ش گزاره ای که م کند کم این است؟ درست آن عکس م کنیم: بررس را قضیه ها کشف از مهم روش حالا،
بنویسیم. “... آنگاه ،... ”اگر

م شود: آن عکس ،c۲ = a۲ + b۲ آنگاه باشد، c وتر و b ،a اضلاع با قائم الزاویه مثلث ی T اگر
کامل بیان این که کنید توجه است. c وتر و b ،a اضلاع با قائم الزاویه مثلث ی T آنگاه ،c۲ = a۲ + b۲ اگر

زیر ل به ش را فیثاغورس قضیه دوباره پس هستند. چه c و b ،a که نم دانیم مفروضات باتوجه به زیرا نیست؛ مطلب از
م کنیم: بازنویس

آنگاه باشد، قائم الزاویه مثلث ی T اگر باشد. c طول به آن ضل بلندترین و b ،a طول به اضلاع با مثلث T کنید فرض
.c۲ = a۲ + b۲

م شود: آن عکس حال

.۲ .۱۹ قضیه
،c۲ = a۲+b۲ اگر باشد. c آن ضل بزرگترین طول و b ،a طول به اضلاع با مثلث T کنید فرض فیثاغورس): قضیه  (عکس

است. قائم الزاویه مثلث ی T آنگاه

چرا؟ ول است! درست نه؟ یا است درست این

ایجاب کسینوس قانون آنگاه باشد، c ضل به روبرو زاویه C و ،c و b ،a طول به اضلاع با مثلث T کنید فرض برهان.
که م کند

c۲ = a۲ + b۲ + ۲ab cosC.
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داریم: آنگاه ،c۲ = a۲ + b۲ که یرید ب نظر در حال

۲ab cosC = ۰.

n که ،C = ۹۰◦ + ۱۸۰◦n که م دهد نتیجه این باشد. cosC = ۰ باید پس باشند، صفر نم توانند b و a که آنجا از
قائم الزاویه مثلث ی T یعن باشد، C = ۹۰◦ باید پس است ۰ < C < ۱۸۰◦ اینکه باتوجه به است. صحیح عدد ی
■ است.

.۵ .۱۹ تمرین
ببرید. کار به بالا اثبات برای را اثبات ی خواندن ونه چ ببندید، کار به را ۱۸ فصل روش های

.۱ .۱۹ توجه -
مطالب و ۲۹ (صفحه م شود استفاده هم فیثاغورس قضیه در که اثبات شد. استفاده کسینوس قاعده  از عکس اثبات در
آن از را فیثاغورس قضیه م توان زیرا است، فیثاغورس قضیه  از کل تر کسینوس، قاعده که کنید توجه ببینید.) را زیر

بنابراین و است C = ۹۰◦ پس باشیم، داشته قائم الزاویه مثلث ی اگر گرفت. نتیجه

c۲ = a۲ + b۲ − ۲ab× ۰ = a۲ + b۲.

شود. برده کار به ساده تر قضیه ی اثبات در م تواند کل تر گزاره  ی که دید م توان لذا،
،B =⇒ A و A =⇒ B اگر (یعن داریم معادل گزاره  دو هستند، درست آن عکس و فیثاغورس قضیه اینکه باتوجه به

است. برقرار زیر قضیه  که است معن آن به این .(A⇐⇒ B آنگاه
.۳ .۱۹ قضیه

اگر است قائم الزاویه مثلث ی T آنگاه باشد. c طول به ضل بلندترین و b ،a طول به اضلاع با مثلث ی T کنید فرض
باشد. c۲ = a۲ + b۲ اگر تنها و

کنیم. اثبات قضیه عکس به مربوط استدلال و شد ارائه که فیثاغورس قضیه برهان از ترکیبی با م توان را این برهان.
از مسنقیم طور به نم توان م شود، برده کار به کسینوس قاعده  اثبات در فیثاغورس قضیه  اینکه باتوجه به که کنید دقت
■ بودید؟ کرده کشف را این آیا کرد! استفاده اثبات دو هر در کسینوس قاعده 

قضیه عکس درک مورد در بیشتر کم

که م بینیم داریم. ۲/۹ و ۲/۱ ،۲/۰ طول به اضلاع با مثلث ی که یرید ب نظر در
است. قائم الزاویه مثلث ی مثلث بنابراین .۲/۰۲ + ۲/۱۲ = ۲/۹۲

.۶ .۱۹ تمرین
آوردیم؟ دست به آن عکس یا فیثاغورس قضیه  از استفاده با را نتیجه این

حالت، این در داریم. ۸/۴ و ۷/۷ ،۳/۶ طول به اضلاع با مثلث که کنید فرض

۳/۶۲ + ۷/۷۲ = ۷۲/۲۵ 6= ۷۰/۵۶ = ۸/۴۲.

نیست. قائم الزاویه مثلث بنابراین

.۷ .۱۹ تمرین
آوردیم؟ دست به آن عکس یا فیثاغورس قضیه  از استفاده با را نتیجه این

بنابراین نم کنند، صدق c۲ = a۲ + b۲ معادله  در اضلاع که است این بالا پرسش به پاس در معمول و اشتباه استدلال
شود. استفاده آن عکس از باید لذا کرد. استفاده فیثاغورس قضیه از نم توان

کند. صدق معادله در باید باشید داشته قائم الزاویه ای مثلث اگر فیثاغورس، قضیه  طبق که است این درست استدلال
به کارگیری حال در که معن این به باشد. قائم الزاویه مثلث که ندارد وجود راه پس نباشد، صادق معادله اگر بنابراین

هستیم. نیست.“ قائم الزاویه T آنگاه ،c۲ 6= a۲ + b۲ ”اگر معادل گزاره  یعن فیثاغورس قضیه  نقیض عکس گزاره 
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تمرین

م دهد، ارائه گواه نامه ی مترس آواز، شهر جادوگر فیلم در است. شده نقل بد فیثاغورس قضیه اوقات بیشتر .۱
مثلث ی وتر ”جذر م گوید و م رود اشاره اهش پرستش سمت به را انگشتش ذکاوتش اندازه دادن نشان برای و

ر.“ دی اضلاع جذرهای مجموع با است مساوی متساوی الساقین
قضیه  این چند هر است. متساوی الساقین مثلث های و دوم توان ریشه های شامل گرچه نیست فیثاغورس قضیه این
ببندید. کار به گزاره این تحلیل برای را روش هایمان است. غلط گزاره که نیست معن این به ول نیست فیثاغورس

بزنید. نقض مثال ی نیست، اگر است؟ درست گزاره این

بر را آن ها و م کند پیدا عینک چند کبوتر است. شده نقل نادرست نیز ری دی کمدی انیمیشن در فیثاغورس قضیه .۲
دو هر جذرهای ”جم م گوید: و م رود اشاره اهش پرستش به را انگشتش مترس مانند و م دهد قرار چشمانش
نادانید، ”شما م زند: فریاد ر دی شخصیت است.“ باقیمانده ضل جذر با مساوی متساوی الساقین مثلث ی ضل

م گویند؟ نادرست دو هر ر دی شخصیت و کبوتر چرا است.“ قائم الزاویه مثلث ی آن

بیابید. را دست این از زیادی مثال های م توانید شده اند. ارائه اثبات بدون عموم ریاضیات در بسیاری قضیه های .۳
اثبات) ی خواندن ونه (چ ۱۸ فصل روش های با و کنید پیدا آن ها برای ر دی منابع از اثبات هایی که کنید تلاش

کنید. تحلیل را آن ها
باشید: علاقه مند آن ها به بررس برای است ن مم که مثال تعدادی

است. ۱۸۰◦ مثلث ی داخل زوایای مجموع (آ)

است. معادل مثبت عدد ی کردن اضافه با منف عدد ی کردن کم (ب)
است. ۳/۱۴۱۵۹... ،π مقدار (ج)

بدانید.) مشابه مثلث های مورد در است (نیاز نیست. وابسته مثلث به کسینوس و سینوس تعریف (د)
.sin۲ θ + cos۲ θ = ۱ ،θ زاویه هر برای (و)

است. πr۲ ،r شعاع با دایره مساحت (ه)

مشخص و هستند قائم الزاویه ی کدام کنید بررس مفروض اند. زیر شده  داده طول های به اضلاع با مثلث هایی .۴
کرده اید. استفاده آن عکس یا فیثاغورس قضیه  از کنید

۵۲,۴۸,۲۸ (ب) ۲۵,۲۴,۷ (آ)

۱/۷,۱/۴,۰/۸ (د) ۸۸/۰,۸۰/۰,۳۶/۹ (ج)

باشند. گویا طول با ر دی ضل دو ول گنگ، وتر طول که بسازید قائم الزاویه ای مثلث .۵

باشند. گنگ طول با ر دی ضل دو ول گویا، وتر طول که بسازید قائم الزاویه ای مثلث .۶

بر عمود خط ی میان نقطه در کنید. رسم آن ها بین خط باشند. صفحه در مجزا نقطه دو Y و X کنید فرض .۷
P نقطه هر فاصله دهید نشان م گویند. Y و X عمودمنصف را خط این ببینید. را ل۱۹. ۵ ش کنید. رسم خط

است. متساوی الفاصله Y و X از P م گوییم است. مساوی Y و X از عمودمنصف، روی

باشید، نکرده مشاهده قبلا که چیزی آیا کنید. تحلیل را اثبات ها و قضیه ها دوباره و برگردید تمرین ها و قبل فصل به .۸
م بینید؟
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عمودمنصف :۵ .۱۹ ل ش

یده چ

مثلث ی T اگر باشد. c ضل بلندترین و b ،a طول به اضلاع با مثلث ی T کنید فرض فیثاغورس: قضیه ◀
.c۲ = a۲ + b۲ آنگاه باشد، قائم الزاویه

،c۲ = a۲+b۲ اگر باشد. c ضل بلندترین و b ،a طول به اضلاع با مثلث ی T کنید فرض فیثاغورس: قضیه عکس ◀
است. قائم الزاویه مثلث ی T آنگاه



چهارم بخش

اثبات روش های

۱۵۱





۲۰ فصل

مستقیم :۱ اثبات روش 

است. بهترین ساده ترین
عامیانه“ ”پند

به م توان را گزاره ها اکثر م شود. نامیده مستقیم روش که است روش ساده ترین قضیه، ی اثبات روش نخستین
A کنید ثابت باید ،B م دهد نتیجه A مستقیم اثبات برای ست. ش “B آنگاه ،A ”اگر ل به ش تری کوچ گزاره های
آورید. به دست را ،B دهد نتیجه Ar که زمان تا غیره و A۳ م دهد نتیجه A۲ ،A۲ م دهد نتیجه A۱ ،A۱ م دهد نتیجه
شود! سخت آن درک که باشیم داشته بزرگ پرش نباید یعن باشد، باید استلزام هر کرده اید. اثبات را A =⇒ B شما آنگاه

مستقیم روش از مثال هایی

محاسبه قضیه، اثبات برای مورد این در دیده ایم. ۱ .۱۸ قضیه ”اگر“ بخش اثبات در را مستقیم روش از نمونه ی قبلا
است. نوع این از ر دی مثال بعد قضیه داریم. ساده ای

.۱ .۲۰ قضیه
است. فرد نیز m۲ آنگاه باشد، فرد m اگر باشد. صحیح عددی m کنید فرض

سپس .m = ۲r + ۱ ،r صحیح عدد ی ازای به آنگاه باشد، فرد m اگر برهان.

m۲ = (۲r + ۱)۲ = (۲r + ۱)(۲r + ۱)

= ۴r۲ + ۲r + ۲r + ۱

= ۴r۲ + ۴r + ۱

= ۲(۲r۲ + ۲r) + ۱.

■ است. فرد m۲ یعن

است. ۵ فصل از (۲) مسئله برای پاسخ زیر قضیه که کنید بررس و آورید یاد به  را اول فصل در اصل عدد تعریف

.۲ .۲۰ قضیه
پس، باشند. متناه مجموعه هایی B و A کنید فرض

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.

۱۵۳
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درمورد .A = ∅ برای مثلا م دهد؟ رخ چه بدیه مثال های درمورد کنید. اعمال بالا در را ۱۸ فصل های روش
رخ چه باشند نامتناه مجموعه دو هر یا ی که وقت مثلا، چطور؟ نا⁃مثال ها درمورد چطور؟ A = B مانند مرزی موارد
خوب، خیل ) هستند؟ خوب چقدر و هستند چه فرضیات است؟ شده محدود متناه مجموعه های به قضیه چرا م دهد؟
اختیار در معادله ای زیرا خوب، (خیل هستند؟ خوب چقدر نتایج باشند.) متناه فقط مجموعه ها که کردیم فرض زیرا
م توانیم بله، کنیم؟ رسم ل ش م توانیم آیا مفیدند!) همواره محاسبات روش های است. محاسبه قابل که م دهند قرار

کنیم. رسم ون نمودار ی
بپردازیم.  اثبات به حال

B یا A در که عضوهایی آنگاه بشماریم، را B در موجود عضوهای همه سپس و را A عضوهای همه ابتدا اگر برهان.
،B و A اجتماع در کرده ایم. شمارش بار دو را هستند B در هم و A در هم که آن  هایی اما کرده ایم، شمارش را هستند
در موجود اعضای |A|+ |B| − |A ∩B| در بنابرین م شوند. شمارش بار ی فقط است مجموعه دو هر در که اعضایی
■ است. برابر |A ∪B| با این لذا م شوند. شمارش بار ی فقط B یا A

ونگ چ و آن پنهان ایده بار این و کنیم. امتحان را بیشتر مراحل با ندارد) خاص (برتری ر دی ساده نمونه ی
ببینیم. را اثبات ان ام

.۳ .۲۰ قضیه
.p ∈ Z پس .p۲ ∈ Z و p ∈ Q کنید فرض

آنچه نم شناسیم. گویا اعداد درمورد را زیادی قضیه های هنوز البته است. p ∈ Q فرض اولین داریم؟ فرض هایی چه
کنیم فرض م توانیم و p = a

b داریم a, b ∈ Z اعداد برخ برای که م دانیم یعن گویاست، اعداد تعریف م شناسیم واقعا
است. ن مم ل ش ساده ترین این که

اما است. شده ظاهر خود ل ش ساده ترین در نیز کسر این .a۲

b۲ ∈ Z لذا، ،
(
a
b

)۲ ∈ Z یعن است. p۲ ∈ Z بعدی فرض
.p = a

±۱ = ±a ∈ Z که ببینیم م توانیم بنابراین .(a ∈ Z (چون a۲ ∈ Z زیرا b = ±۱ که باشد برقرار م تواند وقت این
بنویسیم:  را اثبات از پیراسته ای نسخه بیایید

آمده خود ل ش ساده ترین در کسر که p = a
b داریم ،b ∈ Z و a ∈ Z صحیح اعداد برخ ازای به فرض بر بنا برهان.

است، ن مم ل ش ساده ترین در کسر و p۲ ∈ Z چون .p =
(
a
b

)۲
= a۲

b۲ بنابراین است.
■ .p = a

±۱ = ±a ∈ Z که گرفت نتیجه م توان و b = ±۱ لذا .b۲ = ۱ داریم پس

هنگام در که است مناسبی ایده این ،p = a
b به عنوان مثال، کردیم، استفاده گویا عدد تعریف از این جا در که کنید توجه

شود. اعمال گزاره ی اثبات کردن پیدا برای تلاش
.۴ .۲۰ قضیه

آنگاه ،n > m > ۰ اگر باشند. حقیق اعداد n و m کنید فرض
m+ ۱
n+ ۱ >

m

n
.

از بزرگتر چیزی که دهیم نشان و دهیم انتقال چپ سمت به را راست سمت که است این بالا عبارت اثبات روش ی
برای منطق کاملا روش ی این م کنیم. شروع آنجا از را کار و م گیریم فرض شود اثبات باید آنچه عوض، در است. ۰

نیست. منطق شده اصلاح نسخه در آن از استفاده دید، خواهیم بعدا که همان طور است. مسئله حل
داریم:

m+ ۱
n+ ۱ >

m

n

(m+ ۱)n > (n+ ۱)m
mn+ n > mn+m

n > m.
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کردیم. استفاده n و m بودن مثبت از مسیر طول در و n > m م دهد نتیجه m+ ۱
n+ ۱ >

m

n
که کرده ایم ثابت فقط ما ! عال

هست. که دید خواهیم باشد؛ برگشت پذیر استدلال این که امیدواریم اما شود، اثبات باید که نیست چیزی این البته

 

داریم: برهان.

n > m

=⇒ mn+ n > mn+m

=⇒ (m+ ۱)n > (n+ ۱)m

=⇒ m+ ۱
n+ ۱ >

m

n
,

■ است. درست نامساوی آخرین هستند مثبت n و m چون

در m > ۰ و n > ۰ از و n > m از ابتدا به عنوان مثال، است، شده استفاده فرض ها از اثبات در که باشید داشته توجه
پیراسته نسخه است. اثبات کردن پیدا فرآیند از متفاوت بسیار نهایی اثبات که کنید توجه همچنین م شود. استفاده پایان
هستید متوجه آیا کرده ایم، آغاز n > m با را اولیه بررس .mn+n > mn+m که است این دوم خط یرید؛ ب نظر در را

نیست! واض این رفته ایم؟ پیش طرفین به mn کردن اضافه با که
باشیم، داشته توجه که است مهم م کنیم. استفاده کنیم، اثبات باید آنچه فرض کردنِ روش از دوباره بعدی، مثال در

نم کنیم. استفاده فرض این از م نویسیم را نهایی اثبات که هنگام م کنیم، فرض اثبات کردن پیدا برای تنها را این

.۵ .۲۰ قضیه
است. مثبت عددی منف حقیق عدد دو حاصل ضرب

۰ × a = ۰ مانند حقایق از استفاده به مجاز من دهیم. انجام را کار این ونه چ نم دانیم که کنیم فرض دهید اجازه
هستم. x(y + z) = xy + xz ، یعن توزیع پذیری قانون و

م توانیم باشد. (−x)(−y) > ۰ آنگاه، باشند، مثبت y و x اگر م خواهیم

(−x)(−y) = (−۱)× x× (−۱)× y = (−۱)× (−۱)× xy.

است. مثبت (−۱)× (−۱) که کنیم اثبات باید است برگشت پذیر استدلال این چون یریم ب نظر در را
دادیم. تقلیل (−۱)× (−۱) = ۱ نشان دادن به را اثبات جبری ساده قوانین از استفاده با اینک

که دارم تأکید آن بر دوباره م دهد؟ رخ اتفاق چه باشد، درست کنیم فرض اگر کنیم. بررس را معادله این بیایید واقعا،
چیز آن که کنیم فرض نباید بنویسیم را اثبات م خواهیم وقت کنیم. بررس را آن تا است درست چیزی کردیم فرض ما

است. درست
دهید. قرار طرف ی در را چیز همه که است این دهید انجام باید که کاری تنها

(−۱)× (−۱) = ۱
(−۱)× (−۱)− ۱ = ۰.

کنیم: جم زیر ل به ش را جملات م توانیم اینک

(−۱)× (−۱) = ۱
(−۱)× (−۱)− ۱ = ۰

(−۱)× (−۱) + (−۱) = ۰
(−۱)((−۱) + ۱) = ۰

(−۱)× ۰ = ۰
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درست را گزاره ما نه. واقع به طور کرده ایم؟ اثبات را (−۱) × (−۱) = ۱ آیا است. درست که یافته ایم دست چیزی به
کنید شروع است درست که چیزی با برویم. ر دی جهت به که است نیاز بود. درست که کردیم تولید چیزی و کردیم فرض

ببرید. پیش گزاره سمت به را کار و
(−۱)× ۰ = ۰ از استفاده با م توانیم کنیم! معکوس را بحث این باید که است واض

کنیم. اثبات را (−۱)× (−۱) = ۱ تساوی
دهیم. انجام درست را کار این بیایید

داریم: برهان.

(−۱)× ۰ = ۰
=⇒ (−۱)((−۱) + ۱) = ۰
=⇒ (−۱)× (−۱) + (−۱) = ۰
=⇒ (−۱)× (−۱) + (−۱) + ۱ = ۱
=⇒ (−۱)× (−۱) + ۰ = ۱
=⇒ (−۱)× (−۱) = ۱.

■

.۱ .۲۰ تمرین
مثبت عددی منف عدد دو حاصل ضرب دهد نشان که بنویسید (−۱) × (−۱) = ۱ نتیجه از شده اصلاح نسخه ی (آ)

دهید. ارائه ۵ .۲۰ قضیه از کامل اثبات ، یعن است.
حاصل ضرب که دارند دلالت این بر آن ها از ی هر آیا کرده ایم؟ استفاده اثبات در ضمن به طور جبری قواعد کدام از (ب)
داشته م شود شناخته دوری استدلال ی به عنوان که را آنچه باید است، چنین اگر است؟ مثبت عددی منف عدد دو
م کنیم. استفاده خودش اثبات برای آن درست از بعد و است درست گزاره ی م کنیم فرض که است جایی این باشیم.
استدلال “ هستم. بهتر ر دی کاندیداهای همه از من زیرا هستم، جمهوری ریاست کاندیدای بهترین ”من به عنوان مثال،

هستم.“ بهترین من زیرا هستم، بهترین من ” گوید: م چنین اساسا است. دوری

است؟ برقرار تساوی ی که داد نشان م توان ونه چ

است. زیر روش روش، مهم ترین من، نظر از دارد. وجود تساوی ی درست اثبات برای روش چند
طرف عبارت کردن ساده و زین جای با و انتخاب را پیچیده تر طرف که است بهتر تساوی ی درست ا برای معمولا

آوریم. به دست را ر دی
دارد. وجود دور ی در شدن گرفتار احتمال کنید، مرتب را آن دوباره که کنید سع و شروع تساوی با اگر

کنیم x ثابت 6= nπ
۲ و n ∈ Z برای به طوری که x ∈ R هر ازای به اینکه برای به عنوان مثال،

م دهیم: انجام را زیر موارد ،tanx+ cotx = ۲ csc ۲x

tanx+ cotx =
sinx

cosx
+

cosx

sinx
cot و tan تعریف به بنا

=
sin۲ x+ cosx۲

cosx sinx

=
۱

cosx sinx
sin۲ x+ cosx۲ = ۱ از استفاده با

=
۱

(۱
۲) sin ۲x

نیم زاویه فرمول از استفاده با

= ۲ csc ۲x csc ۲x تعریف به بنا
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دارند:  وجود x = y اثبات برای نیز ری دی گزینه های

،x− y = ۰ ⇐⇒ x = y (۱)

،x ≤ y و x ≥ y ⇐⇒ x = y (۲)

.y = z و x = z ⇐⇒ x = y (۳)

تقلیل را آن م کنیم سع و م گیریم نظر در را x − y عبارت دارد. فوق مثال به زیادی شباهت نوع به آن ها اولین
توصیف به نیاز و است واض نسبتا سوم بود. خواهد دوم از معمول مثال ۴.۲۷ قضیه اثبات برسیم. صفر به تا دهیم
اعشاری عدد که داد نشان آن از استفاده با م توان است. برابر z مانند ری دی ش با y و x که م دهیم نشان ندارد؛
۱
۳ که است معروف اما ۳

۳ = ۳ × ۱
۳ که م دانیم همچنین .۱ = ۳

۳ که م دانیم ابتدا در است. ۱ برابر ۰٫۹۹۹... تکراری
چون لذا، .۳ × ۱

۳ = ۳ × ۰٫۳۳۳۳۳... = ۰٫۹۹۹۹۹.... بنابراین و است ۰٫۳۳۳۳۳... یافته گسترش اعشاری کسر دارای
به صورت ما است. فت انگیز ش بسیار مردم اکثر برای نتیجه این است. برقرار تساوی پس ،۱ = ۳

۳ و ۰٫۹۹۹۹۹... = ۳
۳

نمایش را مختلف اعداد باید و هستند مجزایی یافته گسترش اعشاری اعداد ۰٫۹۹۹۹... و ۱ که م کنیم احساس بصری
است. اشتباه شهود این که م دهد نشان این دهند.

اگر تنها و اگر اثبات

به اثبات ستن ش با قضیه این است. اگر“ فقط و ”اگر نوع از اثبات“ خواندن ونه ”چ بخش در ۱ .۱۸ قضيه گزاره 
گزاره هایی چنین اثبات برای حمله معمول روش ی این است. شده ثابت اگر“ ”تنها بخش ی و ”اگر“ بخش ی
تا م شود معکوس جهت ی در اثبات اوقات، گاه همچنین، و دید خواهید عمل در را مطلب این زیر مثال در است.

آید. به دست ر دی جهت

.۶ .۲۰ قضیه

دراین صورت باشند. حقیق اعداد c و b ،a 6= ۰ کنید فرض

ax۲ + bx+ c = ۰ ⇐⇒ x =
−b∓

√
b۲ − ۴ac

۲a .

جواب هایی دارای آنگاه باشیم، داشته دوم درجه معادله ی اگر که م گوید چنین ( =⇒ (جهت اگر  “ ”تنها بخش

است، جواب ی آنگاه باشد ل ش این به اگر که نم گوید که باشید داشته توجه اما است. x =
−b∓

√
b۲−۴ac

۲a به صورت
م دهد. انجام را کار این ( ⇐= (جهت ”اگر“ بخش

اثبات آسان به ⇐= ، یعن آن ها دومین کنیم. اثبات را مسئله کنیم سع  جهت ها این از ی هر کردن جدا با باید پس
کنیم. زین جای آسان به م توانیم داریم را پاس وقت معادلات، اغلب مانند م شود.

.۲ .۲۰ تمرین

بنویسید. را (⇐= (جهت ”اگر  “ بخش اثبات

معادله این است کاف a بر تقسیم کردن با ابتدا، م گیریم. نظر در را گزاره اگر“ ”تنها )بخش جهت =⇒) اینک
حل را x۲ + αx + β = ۰ معادله  که م کنیم فرض کلیت از کاستن بدون بنابراین کنیم. حل را x۲ + ( ba)x + c

a = ۰
دهیم. م انجام را c و b ،a حسب بر زین جای β = c

a و α = b
a از استفاده با و برگردیم عقب به م توانیم بعدا م کنیم.
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داریم: بنابراین دهیم. یل تش را کامل مربع م توانیم ل ش این به دوم درجه معادله ی حل برای

x۲ + αx+ β = ۰

=⇒
(
x+

α

۲
)۲ −

(α
۲
)۲

+ β = ۰

=⇒
(
x+

α

۲
)۲

=
(α

۲
)۲ − β

=⇒ x+
α

۲ = ±
√(α

۲
)۲ − β

=⇒ x = −α۲ ±
√(α

۲
)۲ − β

=⇒ x = − b

۲a ±
√( b

۲a
)۲ − c

a

=⇒ x = − b

۲a ±

√( b۲

۴a۲
)
− ac

a۲

=⇒ x =
−b±

√
b۲ − ۴ac

۲a .

بنویسیم. بخش دو در را آن م توانیم .⇐= و =⇒ کردیم: ثابت جهت دو هر برای را نتایج زیرا باشیم، خوشحال باید اینک
ی از استفاده با ما دارد. وجود بهتر راه ی واق در برویم. اثبات سراغ به مجددا باید کنیم. تأمل بیایید بااین حال،

و کرد برعکس را استلزام ها همه م توان ”آیا که بپرسیم باید کردیم. اثبات را استلزام ی استلزام ها، از طولان فهرست
هستند؟“ درست هم هنوز آیا

جداگانه را اگر“ ”تنها و ”اگر“ ، پاس در نم خواهیم بنابراین کنید. بررس خودتان برای را آن است! مثبت پاس
و نوشتیم را =⇒ بخش فقط یریم. ب نادیده ⇐= جهت آوردن به دست برای را خود قبل تلاش م توانیم کنیم. بررس

دهیم. تغییر ⇐⇒ به را ها =⇒ همه م توانیم
دشواری کار کنید حفظ را مرحله هر اینکه بسپارید، به خاطر را اثبات بخواهید اگر که باشید داشته توجه همچنین

باشید:  داشته یاد به را اثبات اصل عناصر به جای است،

ها جهت همه یعن ⇐⇒ نماد (۱

م کنیم. تقسیم a بر یعن باشد. ۱ برابر x۲ ضریب که م کنیم تبدیل ساده تری ل به ش را معادله (۲

م دهیم. یل تش کامل مربع (۳

دهید. انجام را زین جای اولیه، ل به ش (۲) در شده ساده حالت بازگرداندن برای (۴

است. ساده تر ل به ش عبارت تبدیل فقط موارد سایر است، مطلب اصل این

است. ری دی از زیرمجموعه ای مجموعه ی که این اثبات

و ) اگر X ⊆ Y یعن م کنیم. استفاده تعریف از است ری دی از زیرمجموعه ای مجموعه ی اینکه اثبات برای
.y ∈ Y باشیم داشته x ∈ X هر برای ( اگر تنها البته،

.۷ .۲۰ قضیه
.A ∩B ⊆ A ∪B دراین صورت باشند. مجموعه دو B و A کنید فرض
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پس، .x ∈ A ∩B کنید فرض برهان.

x ∈ A ∩B
=⇒ x ∈ A و x ∈ B, ∩ تعریف به بنا
=⇒ x ∈ A, و منطق تعریف به ,بنا
=⇒ x ∈ A یا x ∈ B یا منطق تعریف به ,بنا
=⇒ x ∈ A ∪B, . ∪ تعریف به بنا

ی این م رسد. کجا به که دیدید و کردیم انتخاب را پیشنهادی مجموعه  از دلخواه عضو ی که باشید داشته توجه
است. حمله معمول روش

.۳ .۲۰ تمرین
کنید. پیدا “. A ∩B ⊂ A ∪B داریم B و A مجموعه های همه ”برای گزاره برای نقض مثال

هستند. برابر هم با مجموعه دو که این اثبات

چطور بدانیم که م خواهیم اکنون است. ری دی از زیرمجموعه ای مجموعه ی که م دهیم نشان ونه چ که دیدیم
دو این که تساوی هاست از مجموعه ای داشتن کار این انجام برای معمول روش ی هستند. برابر مجموعه دو کنیم ثابت

دهد. ارتباط هم به را

.۱ .۲۰ مثال
پس، باشند. مجموعه سه C و B ،A کنید فرض

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C).

داریم برهان.

A ∩ (B ∪ C) = {x|x ∈ A ∩ (B ∪ C)}
= {x|x ∈ A و x ∈ B ∪ C}
= {x|x ∈ A و (x ∈ B یا x ∈ C)}
= {x|(x ∈ A و x ∈ B) یا (x ∈ A و x ∈ C)}
= {x|x ∈ (A ∩B) یا x ∈ (A ∩ C)}
= {x|x ∈ (A ∩B) ∪ (A ∩ C)}
= (A ∩B) ∪ (A ∩ C).

■

x = y ،y و x عدد دو برای م دهد، نشان که است ایده ای مشابه که است شده استفاده ری دی روش از زیر گزاره در
.y ≤ x و x ≤ y اگر تنها و اگر

.Y ⊆ X و X ⊆ Y اگر تنها و اگر X = Y پس، باشند. مجموعه دو Y و X کنید فرض .۱ .۲۰ گزاره

، سادگ به این اما .x ∈ Y آنگاه x ∈ X اگر بنابراین دارند. سان ی عناصر دقیقا Y و X آنگاه ،X = Y اگر برهان.
.Y ⊆ X بنابراین ،x ∈ X آنگاه x ∈ Y اگر مشابه به طور .X ⊆ Y م گوید زیرمجموعه، تعریف بر بنا

Y از عضوی X از عضوی هر آنگاه ،X ⊆ Y اگر .Y ⊆ X و X ⊆ Y که کنید فرض آن، عکس برای اینک،
یعن م باشند، سان ی عناصر دارای Y و X بنابراین است. X از عضوی Y از عضوی هر آنگاه ،Y ⊆ X اگر است.

■ .X = Y
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.۴ .۲۰ تمرین
کنید؟ بهتر را اثبات م توانید آیا کنید. تحلیل و تجزیه را اثبات اثبات) (خواندن ۱۸ فصل از استفاده با

ی این است. ری دی زیرمجموعه  کدام هر دهیم نشان که دادیم تنزل این به را مجموعه دو تساوی اثبات بنابراین
دهید. قرار ابزارتان جعبه در را آن پس م شود، ظاهر ریاضیات در مرتب به طور و است قدرتمند بسیار ایده
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تمرین

 

بیابید: را زیر مستقیم اثبات خطاهای اثبات) ی خواندن ونه (چ ۱۸ فصل های روش از استفاده با .۱
نیست. اول ۲n − ۱ آنگاه باشد، زوج n اگر

.n = ۲k ،k طبیع عدد ی برای ⇐= است زوج n عدد ”اثبات:“

=⇒ ۲n − ۱ = ۲۲k − ۱ =
(

۲k)۲ − ۱ = (۲k − ۱)(۲k + ۱).

باشد. اول نم تواند لذا نوشت، عدد دو حاصل ضرب ل به ش م توان را ۲n − ۱ بنابراین،

است؟ درست نیز آن آیا چیست؟ آن عکس است. ۴ از مضربی متوال فرد عدد دو مجموع دهید نشان .۲

است؟ درست آن عکس آیا است. ۵ از مضربی باشد ۵ آن رقم آخرین که xی صحیح عدد هر دهید نشان .۳

باشند. X از زیرمجموعه هایی B و A کنید فرض باشد. Y و X مجموعه های بین تابع f : X −→ Y کنید فرض .۴
کنید:  اثبات را زیر موارد

.f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B) (آ)
که بسازید مثال و بیابید f(A∩B) = f(A)∩ f(B) گزاره برای نقض مثال .f(A∩B) ⊆ f(A)∩ f(B) (ب)

باشد. برقرار تساوی این است ن مم اوقات گاه دهد نشان

موارد باشند. X از زیرمجموعه هایی B و A کنید فرض بیاورید. به خاطر ۱ فصل از را مجموعه ی متمم تعریف .۵
کنید.  رد یا اثبات را زیر

.(Ac)c = A (آ)
.(A ∪B)c = Ac ∩Bc (ب)

.A ∩B = A \ (A ∩Bc) (ج)
.AB = A \ (A ∩B) (د)

که  کنید ثابت .۶

.A ∩ (B ∪ C) ⊆ B ∪ (A ∩ C) (آ)
.(A×B) ∩ (C ×D) = (A ∩ C)× (B ∩D) (ب)

برابرند؟ مجموعه ها این حقیقت در آیا ،(A×B) ∪ (C ×D) ⊆ (A ∪ C)× (B ∪D) (ج)

.x < z < y به طوری که دارد وجود z ∈ Q عدد کنید ثابت .x < y به طوری که باشند گویایی اعداد y و x کنید فرض .۷
دارد. وجود ری دی گویای عدد گویا عدد دو هر بین یعن

روی از را آن کنید سع دارد وجود که چیزی اثبات برای و آورید، یاد به را اول فصل از گزاره ها نف و ترکیب
بسازید. y و x روی از را z یعن بسازید، م شناسید که چیزهایی

کنید. اثبات X از B و A زیرمجموعه های برای را زیر گزاره های بودن هم ارز .۸

.A ⊆ B (آ)
.A ∩Bc = ∅ (ب)

.Ac ∪B = X (ج)

هستند. هم ارز زیر گزاره های کنید ثابت .۹

است. درست P (x) به طوری که، منحصربه فردی x دارد وجود (آ)
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.∃x (P (x) و ∀y (P (y) =⇒ y = x)) (ب)
.x = y اگر تنها و اگر است درست P (y) ،y هر ازای به به طوری که x دارد وجود (ج)

.∃x P (x) و ∀y, z ((P (y) و P (z)) =⇒ y = z) (د)

باشیم: داشته م توانیم n = ۶ اگر مثال (برای باشند. ۱,۲, ..., n اعداد از آرایش x۱, x۲, ..., xn کنید فرض .۱۰
آنگاه باشد، فرد n اگر کنید ثابت (.۴,۳,۶,۱,۲,۵

است. زوج (x۱ − ۱)(x۲ − ۲)(x۳ − ۳)...(xn − n)

با را آن جهت ی راهنمایی: ) باشد. فرد x اگر تنها و اگر است فرد xn کنید ثابت باشد. عدد ی x کنید فرض .۱۱
کنید.) اثبات جمله ای دو قضیه از استفاده با را ر دی جهت و نقیض عکس از استفاده
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یده چ

آید. به دست B تا دهیم م ادامه و است برقرار A م کنیم فرض ،A =⇒ B اثبات برای مستقیم، روش در ◀

کنیم. اثبات زیر روش های از ی به را x = y م توانیم ◀

برسیم؛ ر دی طرف به تا کنیم ساده را آن و کنیم انتخاب را پیچیده تر طرف (۱)
−x؛ y = ۰ (۲)

y؛ ≤ x و x ≤ y (۳)
.y = z و x = z (۴)

.x ∈ Y دهیم نشان اینکه تا م دهیم ادامه و x ∈ X م کنیم فرض :X ⊆ Y اثبات برای ◀

:Y و X مجموعه  دو تساوی اثبات برای ◀

یا کنید، استفاده تساوی ها از رشته ای از (۱)
.Y ⊆ X و X ⊆ Y کنید ثابت (۲)

.“A⇐= B” و “A =⇒ B” دهید نشان ،“A⇐⇒ B” اثبات برای ◀

یده: چ از ای یده چ ◀

است، هم ارز x− y = ۰ با x = y تساوی (۱)
است، هم ارز y ≤ x و x ≤ y با x = y تساوی (۲)

است، هم ارز Y ⊆ X و X ⊆ Y با X = Y تساوی (۳)
است. هم ارز “A⇐= B” و “A =⇒ B” با “A⇐⇒ B” تساوی (۴)





۲۱ فصل
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بخرید. رایانه آن به دادن پایان برای است. انسان کار خطا
”آنون“

بااین وجود، شد. خواهد استفاده نیز ر دی روش های در و است روش ها بنیادی ترین از ی مستقیم اثبات روش احتمالا
چیزی فرض کردن درست آن ها، رایج ترین از مورد دو شویم. آن  ها گرفتار آسان به است ن مم که دارد وجود ل مش چند
به جای است بهتر کنیم. بررس فصل این در را آن  ها باید است. هم ارزی ها از نادرست استفاده و شود اثبات باید که
کنیم. آوری جم فصل ی در را همه هست؛ نیز ری دی اشتباهات شامل که کتابی سرتاسر در رایج اشتباهات پخش
درمورد نیز قبلا احتمالا که اشتباه ، است شده آورده کنیم تقسیم صفر بر نم توانیم چرا اینکه درمورد توضیح همچنین
از بسیاری مانند و دیده ام، را اشتباهات این تمام من باشید. نداشته آن برای دلیل است ن مم اما داشتید، اطلاع آن

داده ام. انجام را اشتباهات چنین ریاض دانان

نکنید. فرض درست کنید اثبات باید را آنچه •

گزاره مجبوریم که کنید فرض شود. اثبات باید که است چیزی فرض کردن درست اثبات ها در اشتباه رایج ترین احتمالا
م رسد نظر به ندارد؛ تعجبی جای کنیم اثبات را آن بتوانیم اینکه آنگاه است، درست کنیم فرض اگر کنیم. اثبات را P
اثبات برای آن از و شده فرض درست P که است این روش این در ر دی خطایی است. درست به وضوح P =⇒ P گزاره
نادرست استدلال ی این البته است. درست P که م شود نتیجه گیری بنابراین باشد؛ شده استفاده ری دی چیز درست

است.) درست P پس است، درست Q اما ،P =⇒ Q م گوید (این است.
یرید: ب نظر در را زیر گزاره به عنوان مثال،

“.a۲ + b۲ ≥ ۲ab آنگاه باشند، حقیق اعداد b و a اگر ”

داریم ” است: چنین سفسطه آمیز اثبات ی

a۲ + b۲ ≥ ۲ab =⇒ a۲ + b۲ − ۲ab ≥ ۰ =⇒ (a− b)۲ ≥ ۰.

“.a۲ + b۲ ≥ ۲ab بنابراین است. درست آخر نامساوی پس است، نامنف حقیق عدد هر مربع اینکه باتوجه به
، (یعن است. شده فرض درست شود) ثابت گزاره در باید که ) نتیجه ای که است این اثبات این در موجود خطای
شده شناخته حقیقت ی اینکه صرف بااین حال، است. درست م دانیم که است شده چیزی به منجر و (a۲ + b۲ ≥ ۲ab

است. درست گزاره که یریم ب نتیجه نم توانیم است، شده حاصل
تساوی گزاره از بخش یرید. ب نظر در را کردیم بحث ۸۲ صفحه در که “۱ = −۱ =⇒ ۱ = ۱” درست گزاره
که کنیم نتیجه گیری چنین “۱ = ۱” از توانیم نم که است بدیه ول است درست که م کند بیان را “۱ = ۱”

.“−۱ = ۱”

۱۶۵
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را کار است، درست م دانیم که چیزی کنید، شروع (a− b)۲ ≥ ۰ با است؛ استدلال این عکس درست واقع اثبات
ببینید! و دهید انجام را آن کنید سع شود. حاصل نتیجه تا م دهیم ادامه بالا استلزام های جهت کردن معکوس با

اثبات! روش یافتن از بعد شود اثبات باید آنچه بودن درست فرض •

را شود ثابت باید که چیزی گزاره ی اثبات هنگام در که گفتم قبلا م دهیم. ارائه گیج کننده واقعا توصیه ی حال
درست شود ثابت باید را آنچه م توان شد، پیدا اثبات یعن شد، حل ل مش که هنگام بااین وجود، نکنید. فرض درست

دیده ایم. قبل فصل در بارهاوبارها را موارد این از نمونه هایی کرد. فرض
نتیجه که دیدیم بالا مثال در کنیم. پیدا را اثبات که م دهد اجازه ما به و م کند باز را مسئله اغلب راهبرد این
خوشبختانه، .(a − b)۲ ≥ ۰ ، یعن است، درست م دانیم که شد چیزی به منجر و شد فرض درست a۲ + b۲ ≥ ۲ab
به (a − b)۲ ≥ ۰ از و کرد معکوس را فلش ها همه م توان ( نباشد درست ر دی موارد در است ن مم ) مورد این در

رسید. a۲ + b۲ ≥ ۲ab
ببینیم تا کرد فرض درست شود اثبات باید که را آنچه م توان اکتشاف ابزار ی به عنوان مسئله، حل هنگام بنابراین

نیست. درست چیزی چنین اثبات، نهایی نسخه نوشتن زمان اما م شود، منجر چیزی چه به

م دهد. ما به مقدار ی تنها بنابراین است، تابع ی دوم ریشه •

بی اطلاع دوم ریشه علامت واقع معن از دانشجویان از بسیاری که آنجا از اما نیست، منطق اشتباه این دقیق تر بیان به
م شوند. سبب را منطق خطایی هستند

ری دی و مثبت ی است: رایج کاملا چیزی بدهد ما به عدد دو عدد، ی دوم ریشه که شود تدریس طوری اینکه
دارد. خروج ی تنها ورودی هر تابع، تعریف به بنا پس، باشد، تابع ی √ اگر نیست. درست این حقیقت در . منف
x = ±

√
۴ تا م کنیم مرتب را ”آن م گوییم x۲ − ۴ = ۰ معادله حل برای لذا، .

√
۴ = ±۲ اینکه نه

√
۴ = ۲ بنابراین

“.x = −۲ یا x = ۲ بنابراین ،x =
√

۴” نه “.x = −۲ یا x = ۲ بنابراین آید، به دست
آن از م خواهیم ونه چ پس نیست، تابع ی اگر : عمل دیدگاه از است؟ چیزی چه پس نیست، تابع دوم ریشه اگر
حل فرمول در قبل فصل در چرا پس بیایند، بیرون باید عدد دو که م کنیم فکر این به واقعا اگر همچنین، یریم؟ ب مشتق

دو دوم، ریشه تابع که گرفتیم تصمیم اگر زیرا کردیم؟ استفاده ± نماد از ،x =
−b±

√
b۲−۴ac

۲a ، یعن دوم درجه معادله 

م دهد. ارائه جواب دو رابطه این و x =
−b+

√
b۲−۴ac

۲a بنویسیم است کاف پس م دهد، مقدار
که کنید توجه و ) باشد. x۲ = a معادله مثبت جواب که کنید انتخاب را a از دوم ریشه همواره خلاصه، به طور

(.x = ±
√
a از عبارتند x۲ = a معادله جواب های

دوم های ریشه با ر دی ل مش •

این به آن از بخش و بالا) دلیل (به است روانشناس دلیل به این از بخش م شوند. زیادی لات مش باعث دوم ریشه های
زیر شرح به رایج اشتباه ی م کنیم. حذف را دوم ریشه های ، پاس به شدن نزدی برای تمرین ها در اغلب که است دلیل
،x۲+y۲+۴x = ۱۶ تا برسانیم دو توان به را جمله هر فقط نم توانیم آنگاه ،

√
x۲ + y۲−۲x = ۴ باشیم داشته اگر است:

راحت به .a+ b = c =⇒ a۲ + b۲ = c۲ که است شده ادعا چنین که کنید توجه آن، چرایی درک برای آوریم. به دست را
دهیم. ارائه آن برای نقض مثال ی توانیم م

کنید. استفاده درست استلزام ها از •

نتیجه را دوم اول م دهیم نشان که به این ترتیب م رویم بعد مرحله  به مرحله ی از م کنیم، حل را معادلات وقت
از دنباله ای دهیم، انجام م خواهیم که آنچه م دهد. نتیجه را اول دوم آیا که شود بررس است مهم بااین وجود، م دهد.
روشن را نکته این باید آن راه حل و زیر معادله کنیم. پیدا آن) از بیشتر نه البته ) را جواب ها همه که است هم ارز معادلات
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کند:
√
x+ ۳ = x+ ۱
x+ ۳ = (x+ ۱)۲, م رسانیم ۲ توان به را طرفین
x+ ۳ = x۲ + ۲x+ ۱

۰ = x۲ + x− ۲
۰ = (x+ ۲)(x− ۱).

است. درست پاس که م دهد نشان اصل معادله در x = ۱ زین جای .x = −۲ و x = ۱ از عبارتند جواب ها بنابراین
جواب x = −۲ بنابراین .

√
۱ = −۱ ، یعن ،

√
−۲ + ۳ = −۲ + ۱ داریم کنیم، زین جای معادله در را x = −۲ اگر اما

معادله  اگر که م آید به وجود دلیل این به ل مش این کردیم!). استفاده درست گرفتن دوم ریشه عمل (از نیست معادله
آید. م به دست نیز f(x) = −g(x) معادله  جواب های کنیم حل را آن سپس و برسانیم دو توان به را f(x) = g(x)

کند: م روشن را حل راه استلزام ها، جهت از دقیق استفاده
√
x+ ۳ = x+ ۱

=⇒ x+ ۳ = (x+ ۱)۲, م رسانیم ۲ توان به را طرفین
⇐⇒ x+ ۳ = x۲ + ۲x+ ۱
⇐⇒ ۰ = x۲ + x− ۲
⇐⇒ ۰ = (x+ ۲)(x− ۱).

بنابراین و م باشد.) a = ±b آن نتیجه ه بل نم دهد نتیجه را a = b ،a۲ = b۲ زیرا ) نیست پذیر برگشت استلزام اولین
باشیم. داشته بسیاری جواب های پایان در است ن مم که م دانیم

۴۶ صفحه در مورد این دارد. اهمیت چقدر که“ م دهد ”نتیجه علامت از صحیح استفاده که م دهد نشان همچنین
است. شده ذکر

نیست؟ ∞ همان ۱
۰ چرا یا نکنید تقسیم صفر بر •

مرتکب نباید چرا که داد نشان منطق از استفاده با م توان اگرچه نیست. منطق اشتباه ی نیز بعدی معمول اشتباه
است ن مم باشید. دیده ۲=۱ از اثبات صفر، بر نکردن تقسیم تشریح برای به عنوان مثال تاکنون احتمالا شویم. اشتباه این

باشید! مراقب پس بماند، پنهان نظر از عمل چنین
آنگاه، .a = b کنید فرض است: زیر شرح به استدلال ی

ab = a۲, a = b چون
=⇒ ab− b۲ = a۲ − b۲, طرفین از b۲ کردن کم با
=⇒ b(a− b) = (a− b)(a+ b)

=⇒ b = a+ b, a− b بر طرفین تقسیم با
=⇒ b = ۲b, a = b چون
=⇒ ۱ = ۲.

باشد. صفر a − b باید پس ،a = b کردیم فرض چون . م آید پیش صفر بر تقسیم م کنیم، تقسیم a − b بر که وقت
است. غلط استدلال

فرض دهیم. پاس ری دی سوال به دهید اجازه کنیم؟“ تقسیم صفر بر نم توانیم ”چرا که م شود مطرح سوال این

چیست؟ ۱
۰ مثال، به عنوان م آوریم؟“ به دست چیزی چه م کنیم تقسیم صفر بر وقت ” آنگاه کنیم. تقسیم ۰ بر بتوانیم کنید

دهیم: شرح زیر به صورت م توانیم
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م شود. بزرگتر ۱
x

،x شدن تر کوچ با که م ببینید شود. تر کوچ و تر کوچ x که کنید فرض و کنید نگاه ۱
x

به

کنیم. تعریف ”بی نهایت“ را ۱
۰ م توانیم بنابراین

م رسد. نظر به خوب ابتدا در که ۱
۰ = ∞ که م کنیم ادعا بنابراین م دهند، نشان ∞ با را ”بی نهایت“ ریاض دانان

برابر ۲ که م کنید احساس چنین یعن باشد. ۲
۰ = ۲ ×

(۱
۰
)
= ۲ × ∞ = ∞ باید ۲

۰ که م بینیم این ها، همه از بعد
نیست؟ اینطور آیا است، ی بی نهایت با بی نهایت

بنابراین باشد، صفر باید چیزی هر برابر صفر یریم. ب نظر در را ۰ × ۱
۰ ما که م دهد رخ زمان ل مش

۰ × ۱
۰ = ۰ ×∞ = ۰.

ر، دی سوی از باشد. صفر پاس باید بنابراین نداریم، بی نهایت هیچ م گوییم باشیم، داشته بی نهایت تا صفر اگر که آنجا از
باشیم: داشته باید بنابراین a×

(
b
a

)
= b م باشد: حذف قاعده ، محاسبات قوانین از ی

۰ × ۱
۰ = ۱.

داریم نتیجه دو این ترکیب با پس،

۰ = ۰ × ۱
۰ = ۱.

.۱ = ۰ یعن م کنیم تولید را نادرست تساوی ی واض به طور صفر بر کردن تقسیم به دادن اجازه با ر، به عبارتِ دی
و ۰ × x = x xی هر ازای به ، عبارت دو هر نم توانیم باشیم، داشته صفر بر تقسیم اجازه اگر که است این در نکته
(حت باشد داشته مقدار x

۰ ی اگر بنابراین دارد. واقعیت اما متأسفم، باشیم. داشته را a×
(
b
a

)
= b bیی و a هر ازای به

م گیریم. قرار محاصره در سریعا باشد) ∞ مقدار آن اگر
مفیدی نظریه به منجر انتخاب ها همه البته کنیم. انتخاب م خواهیم که را قوانین م توانیم ریاض دانان مانند نیز ما
مانند مفیدی قوانین باید آن از پس اما کند، تعریف ∞ به عنوان را ۱

۰ که دهید ارائه نظریه ای م توانید ، واق در نم شوند.
بدهید. دست از را a×

(
b
a

)
= b

اما گرفت، نظر در جبری قواعد موضوع به عنوان ترتیب همین به و عدد، ی به عنوان را آن نباید بی نهایت، درمورد
گفت. خواهیم بیشتر ،۳۰ فصل در بی نهایت درمورد گرفت. نظر در مفهوم ی به عنوان را آن م توان

نیست! منف همواره −x عدد •

از افراد از برخ که است آور تعجب باشد. صحیح عدد ی x کنید فرض است. جالب روانشناخت اشتباه ی این
م کنند. استفاده است منف −x اینکه اثبات برای ”واقعیت“ این

−x = −(−۳) = ۳ لذا ،−۳ مثلا یرید، ب نظر در را منف صحیح عدد هر است. نادرست این که دید م توان آسان به
است. مثبت عددی حاصل

منف باید عدد که م کند فرض خودکار به طور مغزمان منف علامت دیدن با روانشناخت نظر از که است این مسئله
نیست! درست لزوما −x < ۰ بنابراین باشد.۱

نامساوی ها و منف سازی •

م کند. ایجاد لات مش نامساوی ها با مواجهه هنگام مثبت اند، نامشخص اعداد تمام که طبیع روانشناخت فرضیه این
تساوی ها با مواجهه هنگام در م رسد. نظر به طبیع ۱

۵ < x ل به ش آن آرایش تجدید سپس  ، ۱
x < ۵ اگر به عنوان مثال،

فرض باشیم. مراقب باید نامساوی ها برای اما م کنیم. منتقل ر دی سمت به سمت از را عبارات اندیشیدن، بدون اغلب
بود. اشتباه آخر جابه جایی پس نیست. درست ۱

۵ < −۲ = x اما است درست ۱
x = ۱

−۲ < ۵ لذا .x = −۲ بالا در کنید

کنند. تلفظ “  x منف ” به عنوان را −x که شود م تدریس چنین کودکان به اغلب ۱همچنین،
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ی طرف دو اگر م دهد. رخ اشتباه کرد ضرب x در را نامساوی طرفین م توان که ایده این از استفاده دلیل به
م کند. تغییر نامساوی جهت کنیم ضرب منف عدد ی در را نامساوی

ستن ش فرایند این م شود. تبدیل ۱
۵ > x به x < ۰ اگر و م شود تبدیل ۱

۵ < x به ۱
x < ۵ آنگاه ،x > ۰ اگر بنابراین

گرفت. خواهد قرار بحث مورد بعدی فصل در مختلف موارد به
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تمرین

 

داریم ” چیست؟ زیر استدلال اشتباه .۱

۲ = ۴ =⇒ ۲π = ۴π =⇒ sin ۲π = sin ۴π =⇒ ۰ = ۰.

نیست؟ برگشت پذیر استلزام ها از ی کدام “.۲ = ۴ بنابراین

یرید: ب نظر در را زیر قضیه .۲
بیابید. را زیر استدلال های اشتباه نیست. اول n۲ + ۵n+ ۶ عدد ، n ∈ N هر برای

است. درست قضیه بنابراین نیست. اول که n۲ + ۵n+ ۶ = ۲۲ + ۵ × ۲ + ۶ = ۲۰ داریم n = ۲ برای (آ)

بعض ازای به آنگاه نباشد، اول n۲ +۵n+۶ اگر .n > ۰ خاص به طور باشد، طبیع عدد ی n کنید فرض (ب)
.۰ < q < n۲ +۵n+۶ و ۰ < p < n۲ +۵n+۶ به طوری که n۲ +۵n+۶ = pq داریم q و p طبیع اعداد
نشان که نیست، اول n۲ + ۵n+ ۶ لذا نیست، n۲ + ۵n+ ۶ یا ۱ مساوی q و p و n۲ + ۵n+ ۶ = pq چون

شد. داده

گویا n و m اعداد کنید فرض بیابید. را است گویا عددی گویا، عدد دو مجموع اینکه درمورد زیر اثبات اشتباه .۳
م باشند). صفر غیر s و q ) هستند صحیح اعداد s و r ،q ،p که n = r

s و m = p
q نوشت م توان پس باشند،

آنگاه
m+ n =

p

q
+
r

s
.

است. گویا m+ n لذا باشد. کسر ی باید نیز m+ n پس م باشد، کسر ی نیز کسر دو مجموع چون

ری دی واقعیت از را آن بتوانیم شاید بااین وجود، کنیم. تعریف ∞ را ۱
۰ نم توانیم ما که شد ارائه اثبات بالا متن در .۴

یریم! ب نتیجه

فرض حال م شود. نزدی صفر به ۱
a آنگاه شود نزدی ∞ به a اگر زیرا باشیم. موافق ۱

∞ = ۰ با م توانیم ما همه
yها تمام برای چون .x = ۱

۱
∞

آنگاه، ۱
۰ = x xی ازای به کنید

.۱
۰ = ∞ ، یعن .x = ∞ باشیم داشته باید پس ۱

۱
y

= y

بیابید. را استدلال این اشتباهات همه

چیست؟ خطا این م شود. انجام که است ری دی خطای این .۵

است. شده اثبات ∃ x ∈ R ∀y ∈ R
(
(y + ۱)x۲ = ۱+y

y۴

)
گزاره  زیر در

آنگاه ،x = ۱
y۲ کنید فرض

(y + ۱)x۲ = (y + ۱)
( ۱
y۲

)۲
= y+۱

y۴ = ۱+y
y۴ .

”نیاز و فرض“ ”انکار عبارت های کنید مشخص دارد. وجود خیال نام های ریاض منطق در رایج اشتباهات برای .۶
هستند. چیزی چه مسئله“
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یده چ

نکنید. فرض درست کنید اثبات باید را آنچه ◀

است. تابع ی دوم ریشه ◀

م باشد. x۲ = a معادله از مثبت جوابی a دوم ریشه ◀

نیست. ∞ برابر ۱
۰ ◀

نباشد. منف −x است ن مم ◀

باشید. مراقب منف اعداد و نامساوی ها با برخورد در ◀



۲۲ فصل

حالات با اثبات :۲ اثبات روش 

دهید. انجام کم کم را ردها ش
آب“ کوزه و کلاغ ایسپ: ”افسانه

دو به را مسئله این ر به عبارتِ دی کرد. اثبات را x = y م توان x ≤ y و x ≥ y اثبات با که دیده ایم قبلا
مختلف حالت های به را مسئله ها از برخ م توان اغلب است. رایج بسیار ریاضیات در روش این کرده ایم، تقسیم حالت
کرد. حل سان ی روش با را موارد همه حت یا مختلف روش های از استفاده با و جداگانه به صورت را مورد هر و تقسیم بندی

کشور دو هیچ به طوری که جغرافیایی) نوع (از نقشه ی رنگ کردن برای که است این رنگ چهار مشهور مسئله
به را مسئله که است نظریه این از استفاده شامل قضیه این اثبات است. نیاز رنگ چهار به تنها نباشند هم رنگ هم مرزی
بررس برای دارد، وجود نقشه ها این از نوع هزار ی حدود که درصورت کنیم. تقسیم نقشه ها انواع از محدودی تعداد

کنیم. استفاده کامپیوتر ی از باید شوند رنگ آمیزی رنگ، چهار با م توانند همه اینکه

حالت ها از مثال هایی

.۱ .۲۲ مثال

است. فرد n۲ + ۳n+ ۷ عدد ،n ∈ Z عدد هر ازای به
است. فرد n عدد (ب) و زوج n عدد (آ) کرد: تقسیم حالت دو به م توان را این

بنابراین .n = ۲k که دارد وجود k چون صحیح عدد زوج، عدد تعریف بر بنا آنگاه باشد، زوج n اگر

n۲ + ۳n+ ۷ = (۲k)۲ + ۳(۲k) + ۷

= ۴k۲ + ۶k + ۷

= ۲(k۲ + ۳k + ۳) + ۱.

است. فرد n۲ + ۳n+ ۷ عبارت باشد، زوج n وقت لذا

،k صحیح عدد ی ازای به آنگاه باشد، فرد n اگر ر، دی حالت برای حال

۱۷۲
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لذا .n = ۲k + ۱

n۲ + ۳n+ ۷ = (۲k + ۱)۲ + ۳(۲k + ۱) + ۷

= ۴k۲ + ۱۰k + ۱۱

= ۲(k۲ + ۵k + ۵) + ۱.

است. فرد n۲ + ۳n+ ۷ عبارت ،n صحیح عدد هر ازای به بنابراین است. فرد نیز این

.۱ .۲۲ توجه -
فرسایش روش را آن گاه ازاین رو م شود، شامل را خسته کننده احتمالات همه حالت ها روش م بینید که همین  طور

م نامند.

.۲ .۲۲ مثال
خواهیم مطلب این اثبات برای ری دی روش ۲۴ فصل در ) است ۳ از مضربی n۳ − n عدد n ∈ N هر برای دهید نشان

استقرا.) روش دید:
است، واض (این است. ۲ یا و ۱ ،۰ برابر r که م نویسیم n = ۳k+ r ل به ش را n عدد k ∈ N∪ {۰} عدد ازای به
دهیم نشان r = ۲ و r = ۱ ،r = ۰ حالت سه برای که است این دهیم انجام باید آنچه شد.) خواهد ثابت ۲۸ فصل در اما

است. درست گزاره
n. پس = ۳k حالت، این در .r = ۰ اول: حالت

n۳ − n = (۳k)۳ − ۳k = ۲۷k۳ − ۳k = ۳(۹k۳ − ۳k).

است. ۳ از مضربی n۳ − n بنابراین،
سپس .n = ۳k + ۱ حالت، این در .r = ۱ دوم: حالت

n۳ − n = (۳k + ۱)۳ − (۳k + ۱)

= ۲۷k۳ + ۲۷k۲ + ۶k

= ۳(۹k۳ + ۹k۲ + ۲k).

است. ۳ از مضربی n۳ − n لذا،
بنابراین .n = ۳k + ۲ این جا، در .r = ۲ سوم: حالت

n۳ − n = (۳k + ۲)۳ − (۳k + ۲)

= ۲۷k۳ + ۵۴k۲ + ۳۳k + ۶

= ۳(۹k۳ + ۱۸k۲ + ۱۱k + ۲).

است. ۳ از مضربی n۳ − n دوباره،

.۱ .۲۲ تمرین
کنید. ساده تر را اثبات r = ۰,۱,۲ زین جای و n۳ − n = (۳k + r)۳ − (۳k + r) کل ل محاسبه ش با

مطلق قدر تابع

را آن م توان است. قدرمطلق تابع ریاضیات در مهم توابع از ی کرد. استفاده حالت ها از م توان نیز تعریف ها در
کرد. تعریف حالت ها از استفاده با

م شود: تعریف زیر به صورت و م دهند نشان |x| با را x حقیق عدد قدرمطلق
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|x|:=
{
x, x ≥ ۰ ,برای
−x, x < ۰ .برای

در نکته هستند. ۰ از تر کوچ که وقت برای ری دی و ۰ با مساوی یا بزرگتر xهای برای ی داریم، حالت دو این جا در
کرد. ارائه نیز |x| =

√
x۲ به صورت م توان را تعریف کرده ایم. حذف درصورت وجود را منف علامت ما که است این

است.) مثبت همواره عدد ی دوم ریشه که نکنید (فراموش

 .۳ .۲۲ مثال

،|۳| = ۳ (۱

،| − ۳| = ۳ (۲

،| − ۵
۲ | =

۵
۲ (۳

،|π| = π (۴

.|۰| = ۰ (۵

است. مفید فوق العاده قضیه ای ، ریاض شاخه های از بسیاری در مثلث نامساوی قضیه
.۱ .۲۲ قضیه

مثلث) نامساوی (قضیه
پس .x, y ∈ R کنید فرض

|x+ y| ≤ |x|+ |y|.

که ندارد تعجبی پس است، وابسته متغییر علامت به و شد تعریف حالت ها از استفاده با قدرمطلق تابع که آنجا از برهان.
باشند. مختلف العلامه یا و منف دو هر یا مثبت دو هر y و x علامت که دارند بستگ این به حالت ها اثبات، در

و ،۰ ≤ x+ y پس .۰ ≤ y و ۰ ≤ x کنید فرض اول: حالت
|x+ y| = x+ y = |x|+ |y|.

است. برقرار گزاره حالت این در بنابراین
،x + y < ۰ لذا کنید.) بررس را این .−y = |y| و −x = |x| لذا (و .y < ۰ و x < ۰ کنید فرض : دوم حالت

پس،
|x+ y| = −(x+ y) = (−x) + (−y) = |x|+ |y|.

است. برقرار گزاره درنتیجه و
فرض مسئله کلیت از کاستن بدون باشد. منف ری دی و مثبت y و x متغیرهای از ی کنید فرض : سوم حالت

م شود. منجر x+ y < ۰ و x+ y ≥ ۰ حالت زیر دو به این . y < ۰ و x ≥ ۰ م کنیم
بنابراین .x+ y ≥ ۰ کنید فرض :(۱ حالت زیر

|x+ y| = x+ y

≤ x+ (−y)

= |x|+ |y|.

داریم: ،−x ≤ x ،x ≥ ۰ برای چون x+ y < ۰. کنید فرض :(۲ حالت زیر
|x+ y| = −(x+ y) = (−x) + (−y) ≤ x+ (−y) = |x|+ |y|.

■ است. برقرار گزاره لذا

م شود. مشخص آن برای مثلث نامساوی نام گذاری علت تعمیم دهیم مختلط اعداد به را نامساوی این که  هنگام
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مرزی مثال های در ها حالت روش اهمیت

شویم. مواجه مرزی موارد با م کند کم درحقیقت است. مهم بسیار حالت ها روش مرزی مثال های بررس برای

نم دهند. یل تش را مثلث ی رئوس لزوما کنیم، انتخاب صفحه ی در را تصادف نقطه سه هندسه در اگر به عنوان مثال،
باشیم. مرزی مثال های چنین مراقب باید شوند. واق خط ی روی م توانند آن ها همه

م کند. تشریح را مطلب این آن اثبات و است) خوبی قضیه خود جای در ) زیر قضیه

.۲ .۲۲ قضیه
دارند. قرار دایره ی روی یا خط ی روی آن ها همه لذا باشند. صفحه در نقاط Z و Y ،X کنید فرض

با را Z و Y بین خط پاره عمود منصف و L با را Y و X بین خط پاره ببینید.) را ۱۷۶ صفحه ) عمود منصف برهان.
و L این صورت غیر در نم ماند. باق اثبات برای چیزی باشند خط ی روی نقاط همه کنید فرض م دهیم. نشان M

ببینید. را زیر ل ش کنند. قط را ر دی ی W مانند نقطه ای در باید و نیستند موازی M

،Y تا W فاصله با ،X تا W فاصله یعن ) است. هم فاصله Y و X از پس دارد قرار L عمودمنصف روی W چون
نتیجه هستند سان ی Z و Y ، X تا W فاصله که آنجا از م باشد. هم فاصله نیز Z و Y از مشابه به طور ( است. برابر
■ دارند. قرار X تا W فاصله اندازه به شعاع به و W مرکز به دایره ای روی نقطه سه که م گیریم

.۲ .۲۲ تمرین
کنید. اعمال آن اثبات و قضیه این روی را ۱۸ و ۱۶ فصل های روش های

م توانند نقاط همه که است این گیرد قرار بررس مورد باید که مرزی حالت ، ببینید اثبات در م توانید که همان طور
نقطه سه اگر م شود. رد اثبات م گیریم، نظر در را ری دی مرزی حالت وقت بااین وجود، گیرند قرار خط ی روی
که باشید داشته توجه ) م دهد؟ رخ اتفاق چه باشند سان ی آن ها از مورد دو اگر یا باشند سان ی هم شده انتخاب

باشند.) مجزا باید نقاط که نم گوید قضیه
آیا کنیم. تعریف را L نم توانستیم بنابراین نیست. ان پذیر ام عمودمنصف تعریف باشند، سان ی Y و X نقاط اگر

است؟ اشتباه قضیه آیا است؟ ل مش ی این
درمورد اثبات خط اولین از پس ندارد. تغییر به نیازی قضیه گزاره  و نیست مهل اثبات در موجود خطای خوشبختانه،

کنیم. اضافه را زیر موارد باید Z و Y ،X زدن برچسب
روی بر نقاط آنگاه شوند، منطبق این ها همه اگر هستند. منطبق هم بر آن ها از تا چند یا دو نیستند، متمایز نقاط اگر ”
خط باشند، سان ی نقطه دو اگر دارد. را کاف شرایط کند عبور نقطه از که خط هر که م گیرند قرار خط بی نهایت تعداد
فرض اینک و است درست قضیه نتیجه گیری صورت هر در م کند. عبور سوم نقطه و سان ی نقاط این از منحصربه فردی

هستند.“ متمایز نقاط که کنید
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رو، این از هستند منطبق هم بر که دارد وجود نقطه دو حداقل نباشند، متمایز نقاط ”اگر گفت: م توان حقیقت در
قرار خط ی روی بر نقاط که م  دهد نشان م گذرد متمایز) غیر (احتمالا سوم نقطه و مشترک نقطه این از که خط

“ . . . هستند متمایز نقاط که حالت برای حال م گیرند.
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تمرین

 

است. ۳k + ۱ یا ۳k به صورت k ∈ Z ی ازای به صحیح عدد هر مربع که کنید ثابت .۱

م باشد. ۳k + ۸ یا ۳k + ۱ ،۳k به صورت k ∈ Z ی ازای به صحیح عدد هر عب م که کنید ثابت .۲

کنید.  اثبات x, y ∈ R برای را مطلق قدر تابع درباره زیر موارد .۳

.− x ≤ |x| و x ≤ |x| (آ)
.|x| ≤ y =⇒ (−x ≤ y و x ≤ y) =⇒ −y ≤ x ≤ y (ب)

.|xy| = |x||y| (ج)

.
∣∣x
y

∣∣ = |x|
|y| ،y 6= ۰ برای (د)

.||x| − |y|| ≤ |x− y| (و)
.|x| =

√
x۲ (ه)

.A ∪B = (A ∩B) ∪ (A \B) ∪ (B \A) دهید نشان .۴

باشند، صفر غیر عدد سه این از عدد دو اگر که کنید ثابت .a = bc باشیم داشته c و b ،a عدد سه برای کنید فرض .۵
است. چنین نیز سوم آنگاه

،۰ < α < π
۲ همه برای که کنید ثابت فیثاغورس قضیه از استفاده با .۶

sin۲ α+ cos۲ α = ۱.

است.) ارزشمند بسیار که است cosα و sinα به مربوط معادله تنها این ، نوع (به
و سینوس شوید مجبور است ن مم ) کنید. اثبات α ∈ R همه  برای را معادله این حالت ها روش از استفاده با

کنید.) تعریف π
۲ از بزرگتر زوایای برای را کسینوس

را y و x عدد دو بیشینه مقدار تابع این که کنید ثابت کنید. تعریف x+y+|x−y|
۲ با را max(x, y) بیشینه تابع .۷

م کند. مشخص

م کند. محاسبه را عدد دو کمینه تابع این که دهید نشان و دهید ارائه کمینه تابع برای تعریف .۸

کاف اطلاعات که م رسد نظر به چنین زیرا است، عال است. فکری چالش دارای مسائل از ر دی ی مسئله این .۹
م کند؟ کم مسئله محاسبه به کودک موی رنگ ونه چ آن، از بدتر و باشیم، نداشته آن پاس برای

سن هستند؟ ساله چند شما پسر ”سه م گوید: اول م کنند. ملاقات خیابان در را ر همدی ریاض دان، دوست دو
تعداد با است برابر آن ها سن مجموع و ۳۶ آن ها سن حاصل ضرب ” م گوید: دوم “ کرده ام. فراموش را آن ها
آورم.“ به دست را آن ها سن نم توانم م گوید: و م کند فکر لحظه ای اول است. آنجا در که خانه ای پنجره های
سن حالت، این ”در گفت اول دارد.“ بوری موهای بزرگم پسر ویم ب شما به که کردم فراموش ”اوه م گوید دوم

م دانم.“ را پسرانت
آورید؟ به دست را آن ها سن م توانید آیا
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یده چ

نیم. بش مختلف حالت های به را مسئله که است بهتر وقت ها گاه ◀

کنیم. تحلیل و تجزیه جداگانه را مسئله مرزی های حالت که شود لازم است ن مم ◀

به صورت قدرمطلق تابع ◀

|x|:=
{
x, x ≥ ۰ ,برای
−x, x < ۰ .برای

شود. م تعریف

.|x| =
√
x۲ ◀

داریم x, y ∈ R هر برای مثلث: نامساوی ◀

|x+ y| ≤ |x|+ |y|.



۲۳ فصل

تناقض :۳ اثبات روش 

نشویم. دیدم“ زیان کردم رد زمان ”هر خیال و عامیانه اشتباه مرتکب هرگز بیایید

“۱ امرسون والدو ”رالف

روش از م توان م کند. دفاع باشد، نم تواند دو این بین و است غلط یا درست گزاره ی اینکه از میانه من قانون
۰ = ۱ مانند است غلط م دانیم که گزاره ای تا دهیم ادامه منطق به طور و است غلط گزاره کنیم فرض کرد، استفاده ر دی
چیزی به را آن که چرا ) باشد غلط نم تواند گزاره باشد، غلط باید ما، فرض بنابراین دهد. دست به را م سازد، پنیر ماه یا

است. درست گزاره پس م کند) منته مضح
واقعیت های با سپس است غلط گزاره م شود فرض که م آید حقیقت این از نامش دارد. نام تناقض با اثبات روش، این

است. مشهور نیز خلف برهان به روش این م شود. رد ر دی

تناقض با اثبات از ساده مثال های

روش دیده ایم، ۱ .۲۰ قضیه  در که همانطور دهد. نشان را تناقض با اثبات ایده  شما به که است این برای تنها اول مثال
است. آسان تر گزاره اثبات برای مستقیم

.۱ .۲۳ قضیه
است. فرد صحیح عدد ی نیز n۲ آنگاه باشد. فرد صحیح عدد ی n هرگاه

ی n۲ یعن است، غلط نتیجه اما است فرد صحیح عدد ی n که م کنیم فرض م گیریم. نظر در را آن خلاف برهان.
پس .k ∈ Z ازای به n = ۲k + ۱ است، فرد n چون است. زوج صحیح عدد

n۲ = (۲k + ۱)۲ = ۴k + ۲k + ۱,

■ باشد. فرد باید n۲ یعن باشد، غلط باید است n۲ بودن زوج که ما فرض بنابراین دارد. تناقض n۲ بودن زوج با که

گزاره که کرده ایم فرض آنگاه کنیم، فرض غلط را گزاره اگر کل حالت در است. A =⇒ B ل به ش بالا گزاره
برهان از استفاده برای ببینید). را ۸۳ (صفحه م باشد، درست است، “(A =⇒ B)”گزاره نقیض که “A و (B) ”نقیض

م کند. هدایت غلط چیزی به را ما ،“A و (B) که”نقیض دهیم نشان باید خلف
م کند. حل را سخت تر مسئله  ی دوم، مثال

بود. ایی آمری نویسنده و فیلسوف ۱۸۸۲ درگذشته  و ۱۸۰۲ زاده  (Ralphl Waldo Emerson) امرسون والدو ۱رالف

۱۷۹
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.۱ .۲۳ مثال
باشد. x۲ − y۲ = ۱ که ندارد وجود مثبت صحیح y و x هیچ

باشد. x۲ − y۲ = ۱ که باشند موجود مثبت صحیح اعداد که م کنیم فرض یعن م کنیم، فرض را آن نقیض برهان.
پس هستند، صحیح نیز x− y و x+ y لذا هستند، صحیح y و x اینکه باتوجه به .(x+ y)(x− y) = ۱ داریم: بنابراین

داریم: حالت دو
y و x بودن مثبت با که م آید به دست y = ۰ و x = ۱ معادله دو این حل با .x − y = ۱ و x + y = ۱ اول: حالت

م ماند. باق دوم حالت دارد. تناقض
آن ها بودن مثبت با دوباره م دهد، به دست را y = ۰ و x = − این ها، حل .x − y = −۱ و x + y = −۱ دوم: حالت
■ دارد. تناقض

گزاره م بینید، که همان طور
“∄x, y ∈ N (x۲ − y۲ = ۱)”

آن نقیض ر، به عبارتِ دی است، غلط نتیجه که شد فرض بود.

“∃x, y ∈ N (x۲ − y۲ = ۱)”

است. درست

.۲ .۲۳ مثال

است. گنگ عددی گنگ، عدد ی و گویا عدد ی مجموع

گنگ y و گویا x ”اگر ر: به عبارتِ دی دید. بهتر را آن م توان بنویسیم استلزام ی ل به ش روشن به طور را گزاره اگر
فرض است، “A و (B) ”نقیض “A =⇒ B” نقیض که حقیقت این از استفاده با است.“ گنگ x + y آنگاه باشد،

باشند. درست هم نیست، گنگ x+ y و است گنگ y گویاست، x که م کنیم

به پس گویاست x اینکه باتوجه به باشد. گویا x+ y و گنگ y گویا، x یعن باشد، درست خلافش کنیم فرض برهان.
صحیح اعداد ازای به که م دهد نتیجه ،x+ y بودن گویا مشابه به طور است. x =

p

q
،q و p چون صحیح اعداد ازای

م بینیم: است. x+ y =
r

s
،s و r چون

x+ y =
r

s
=⇒ p

q
+ y =

r

s

=⇒ y =
r

s
− p

q

=⇒ y =
rq − ps

qs
,

■ است. درست گزاره پس دارد. تناقض y بودن گنگ با که است rq − ps

qs
∈ Q اما

.۱ .۲۳ تمرین

کنید اثبات را گزاره یرید. ب نظر در را است.“ گنگ عدد ی گنگ، عدد ی و گویا عدد ی ”حاصل ضرب گزاره  
باشید؟ داشته درست گزاره  ی گزاره، در تغییر اندک با م توانید آیا بیاورید، نقض مثال اگر بزنید. نقض مثال ی یا

.۳ .۲۳ مثال

ندارد. گویا ریشه x۷ + ۳x۳ + ۵ معادله
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این، و هستند صحیح اعداد q و p که x =
p

q
پس باشد. معادله برای گویا ریشه  ی x یعن کنید. فرض را خلافش

داریم: آنگاه کرد. تقسیم ۱ از بزرگتر عددی به را مخرج و صورت نم توان (یعن است. آن قسمت خارج شده ترین ساده

(
p

q
)۷ + ۳(p

q
)۳ + ۵ = ۰

p۷ + ۳p۳q۴ + ۵q۷ = ۰.

دارد. وجود بررس برای حالت چهار م دهد. رخ اتفاق چه هستند زوج و فرد ،q و p وقت که کرد بررس م توان
آورده ایم. به دست تناقض ی بنابراین نیست. کسر ل ش ساده ترین p

q
آنگاه باشند، زوج دو هر q و p اگر اول: حالت

طرف درحال که است. فرد ،p۷ + ۳p۳q۴ + ۵q۵ = ۰ معادله  چپ طرف آنگاه باشند، فرد دو هر q و p اگر دوم: حالت
است. تناقض ی این کنید.) بررس ۲۰ فصل از تمرین از استفاده با را (این است. زوج آن راست

است. زوج آن راست طرف که حال در است فرد فوق معادله چپ طرف آنگاه باشد، فرد q و زوج p اگر سوم: حالت
است. تناقض ی این دوباره،

تناقض. ی است. زوج آن راست طرف و فرد معادله چپ طرف مجددا آنگاه، باشد، زوج q و فرد p اگر چهارم: حالت
نیست. گویا x پس،

۲ دوم ریشه بودن گنگ

است. گنگ عدد ی
√

۲ م دهیم: نشان را آن ریاض اثبات و کلاسی قضیه ی خلف، برهان از استفاده با حال
نوشت. صحیح عدد دو قسمت خارج ل به ش را آن نم توان اینکه، یعن این

هدایت ن غیرمم گزاره  ی به را ما فرض این دهیم نشان اینکه برای م باشد. گویاست“
√

۲” گزاره این نقیض
م رویم. پیش م کند،

.۲ .۲۳ قضیه
شود. نوشته باشند، صحیح n و m که m

n
به صورت نم تواند یعن است، گنگ ۲ دوم ریشه

خارج این م کنیم فرض کلیت، از کاستن بدون هستند. صحیح n و m که
√

۲ =
m

n
که است این خلف فرض برهان.

داریم: پس است. آن حالت شده ترین ساده قسمت،
√

۲ =
m

n

۲ = (
m

n
)۲, طرف دو رساندن ۲ توان به با

۲ =
m۲

n۲

۲n۲ = m۲.

فرد یا زوج م تواند داریم: m برای انتخاب دو حال است. زوج m۲ پس است n۲ و ۲ حاصل ضرب ،m۲ اینکه باتوجه به
را داده ایم ارجاع آن به این جا که قضیه ای شما (آیا است. فرد نیز m۲ باشد، فرد m اگر ،۱ .۲۳ قضیه از استفاده با باشد.
با بنابراین .m = ۲k ،k چون صحیح عدد ازای به نتیجه، در باشد. زوج m باید، پس کردید؟) بررس را آن و دیدید

م آوریم: دست به ،۲n۲ = m۲ معادله از استفاده

۲n۲ = (۲k)۲

= ۲۲k۲

= ۴k۲

⇒ n۲ = ۲k۲.
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به .n = ۲j ،j مانند صحیح عدد برای یعن است، زوج n که م گیریم نتیجه بالا معادله از مشابه، استدلال از استفاده با
نیست: اینطور که است داده نشان این است. ل ش شده ترین ساده ،m

n
قسمت خارج که بود این ما فرض جهت هر

√
۲ =

m

n
=

۲k
۲j =

k

j
.

■ شود. نوشته صحیح عدد دو قسمت خارج ل به ش نم تواند
√

۲ که م شود نتیجه بنابراین

.۲ .۲۳ تمرین
است. گنگ

√
۳ که دهید نشان (آ)

است. گنگ
√

۵ که دهید نشان (ب)

برهان قسمت کدام حالت، این در م دهد؟ رخ اتفاق چه ببرید. کار به است“ گنگ
√

۴” نامثال برای را اثبات (ج)
است؟ نادرست

داد؟ تعمیم را روش م توان است گنگ عدد ی √p اینکه اثبات برای آیا باشد اول عدد ی p اگر (د)

کنیم. استفاده خلف برهان از باید که فهمید م توان ونه چ

طور به کرد اثبات را گزاره مستقیم به طور نتوان که زمان ول داد تشخیص نم توان را خلف برهان به وسیله  اثبات
م کنیم فرض ندارد، وجود چیزی اینکه اثبات برای مثال، برای قرارم دهیم. کارمان دستور را خلف برهان روش خودکار
نداشته وجود م کنیم فرض دارد، وجود چیزی اینکه اثبات برای برعکس و هستیم؛ تناقض دنبال به و باشد داشته وجود

باشد.
عملیات م توان که است معن این به چیزی وجود فرض است. دشوار ندارد، وجود آنچه با کار که است این نکته

را آن م توان پس گویاست. که م کنیم فرض سادگ به است، گنگ عددی اینکه اثبات برای به عنوان مثال، داد. انجام
هستند. صحیح q و p که نوشت p

q
ل به ش

خلف برهان با اثبات ی نوشتن ونگ چ

م کنند.) تصدیق را خلف برهان با اثبات ریاض دانان، کنید.( فرض غلط را م ح (۱)

است. نقیض از استفاده معنای به است نادرست گزاره ای اینکه فرض (۲)

کنید. کار است، آمده به دست تناقض ی م دهد نتیجه چیزی چه اینکه روی بر (۳)

است. شده پیدا تناقض که کنید اعلام (۴)
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تمرین

هستند. ۲ از کمتر ،x۵ − ۲x۳ − ۳ = ۰ معادله جوابهای که دهید نشان .۱
بیابیم.) متغیر تغییر ی با را صفر از کمتر ریشه های که است آسان تر (راهنمایی:

هستند. فرد دو هر y و x آنگاه باشد، فرد xy اگر که دهید نشان صحیح yهای و x همه  برای .۲

دارد. وجود ۱ و ۰ بین گنگ عدد نامتناه تعداد که دهید نشان خلف، برهان از استفاده با .۳

است: زیر منطق سخن ،P برای خلف برهان با اثبات که دهید نشان .۴

.
(
∼ P =⇒ Q ∧ (∼ Q)

)
است با معادل P

ندارد. وجود x۲ + x+ ۱ = y۲ برای مثبت صحیح پاس هیچ که دهید نشان .۵

ندارد. وجود
√

۲ از کمتر گویای عدد بزرگترین که دهید نشان .۶

.x < z < y که دارد وجود z مانند گنگ عدد که دهید نشان است، x < y که y و x گویا اعداد همه  برای .۷

دهید. نشان گویا z و گنگ y و x برای را قبل مسئله .۸

دهید. شرح گویا؟ یا است گنگ
√

۲ +
√

۳ باشد. گویا که بیاورید گنگ عدد دو مجموع از مثال .۹

(.۲x = ۳ به طوری که دارد وجود x عدد log۲ ۳ تعریف، از استفاده با (راهنمایی: است. گنگ log۲ ۳ که دهید نشان .۱۰

است. گنگ نیز √x آنگاه باشد، گنگ x اگر کنید: رد یا اثبات .۱۱

داد؟ تعمیم را شما م ح م توان آیا صورت، هر در گویا؟ یا است گنگ ۳√۲ عدد .۱۲

.
√
x۲ + y۲ 6= x+ y دهید نشان هستند، مثبت صحیح اعداد y و x اینکه فرض با .۱۳
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یده چ

به وضوح که م شود نتیجه چیزی آن از و است درست م ح نقیض که م شود فرض خلف، برهان به وسیله  اثبات در ◀
است. غلط

است. گنگ ۲ دوم ریشه ◀

کند. دلالت است“، گنگ عددی گنگ، عدد ی و گویا عدد ی ”مجموع بر که بنویسید گزاره ای ◀





۲۴ فصل

استقرا :۴ اثبات روش 

م دهد. نتیجه را ری دی ی
”آنون“

که چرا باشد گیج کننده م تواند م گیرد۱ قرار استفاده مورد ریاض دانان توسط معمولا که استقرا قدرتمند بسیار روش
شود. بررس شرط دو است نیاز تنها و آسان آن از استفاده بااین وجود م گیریم؛ فرض را شود اثبات باید آنچه نظر به

n ∈ N هر برای n۵ − n” مانند طبیع اعداد با شده اندیس گذاری گزاره  نامتناه تعداد که دارد کاربرد زمان استقرا
باشیم. داشته است“ زوج

اعداد از تا بیلیون ها حت یا میلیون ها صدها، شامل مجموعه اگر حت نیست، کاف طبیع اعداد از نمونه ای برای اثبات
کنیم. ثابت n هر برای را آن باید باشد؛

پی در پی ریزش م دهیم انجام آنچه از توصیف بهترین شاید کرد. اثبات مستقیم به طور را گزاره نم توان استقرا با
وقت به طوری که م شوند چیده ایستاده به طور انتها تا مسیری در دومینوها م دانید، احتمالا که همان طور باشد. دومینوها

م یابد. ادامه کار این و م خورد، سوم به خود نوبه به دوم و م زند ضربه دوم به اول دومینو م زنید ضربه را اول شما
م کنند. سقوط دومینوها همه آنگاه م اندازد، ضربه با را بعدی کدام هر که است ل به ش دومینوها چیدمان

که م کنیم اثبات که است چیزی همان استقرا، مراحل
نتیجه را بعدی درست گزاره ی درست یعن است“، درست گزاره k+۱امین آنگاه باشد، درست گزاره k⁃امین ”اگر
(افتادن باشد درست اول م ح اگر پس م اندازد. را بعدی دومینوی که است دومینویی برخورد با مشابه این م دهد.

م کنند). سقوط دومینوها (همه هستند درست ام اح همه آنگاه اول)، دومینو

ریاض استقرا اصل

به وسیله  شده اندیس گذاری گزاره های از دنباله ای به ریاض استقرا اصل ابتدا، م کنیم. بررس بیشتری دقت با را ایده
م شود. آورده ادامه در که مثال هایی مانند است، موجود گزاره ها نوع این از فراوان تعداد دارد. نیاز طبیع اعداد

با ام اح این همه بعدا نابرابری ها. جم پذیری، تقسیم پذیری، هستند. ریاضیات مختلف شاخه های از که کنید توجه
شد. خواهند اثبات استقرا از استفاده

مهم ابزار ی واق به که آورد، خواهید به دست استقرا قدرت از تصوری مطالب، از وسعت این اثبات با خوشبختانه،
است. ریاض دانان ابزار جعبه در

دارد. تفاوت ماست، بحث مورد آنچه با که هست نیز اه آزمایش علوم در استقرا اصل ۱ی

۱۸۶
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.۱ .۲۴ مثال
b بر a زمان که اگر گوییم بخش پذ  یر b به وسیله را a) است. بخش پذ  یر ۵ بر ،n ∈ N هر ازای به ۶n − ۱ عبارت .۱
۲۷ فصل باید بیشتر موارد برای .a = bq که باشد qی ∈ Z اینکه یعن باشیم. نداشته باقیمانده ای م شود، تقسیم

ببینیم.) را

داریم: n ∈ N هر برای .۲
n∑

i=۱
i =

۱
۲n(n+ ۱).

است. درست n ∈ N هر برای ۲n−۱ ≤ n! نامساوی .۳

بررس را م رسد نظر به بعید آن  ها برای م ح برقراری که کم حالتهای ریاض دان ی شبیه آیا این ها، مطالعه از بعد
م کنید؟

داریم: (۱) برای م کنیم. بررس را حالات از تعدادی

n = ۱ : ۶۱ − ۱ = ۶ − ۱ = ۵, است بخش پذ  یر ۵ بر
n = ۲ : ۶۲ − ۱ = ۳۶ − ۱ = ۳۵, است بخش پذ  یر ۵ بر
n = ۳ : ۶۳ − ۱ = ۲۱۶ − ۱ = ۲۱۵, است بخش پذ  یر ۵ بر
n = ۱۰ : ۶۱۰ − ۱ = ۶۰۴۶۶۱۷۶ − ۱ = ۶۰۴۶۶۱۷۵. است بخش پذ  یر ۵ بر

م ح که م دهد نشان این است. شده بررس بزرگتر حالت ادامه در سپس و کوچ حالات تعدادی اول که شود توجه
است! نشده پیدا نقض مثال هنوز است، معقول

.۱ .۲۴ تمرین
شود. کم آن  ها درست پذیرش به تا کنید بررس کوچ nهای برای را بالا ر دی م ح دو

آنچه بله، کنیم؟“ اثبات دقیقه ی در را درست گزاره های نیست قرار ”آیا برسد، نظر به بیهوده بررس نوع این شاید
اینجاست: م کنید فکر

”عبارت دقیقا A(۳) ،۱ قسمت در مثال، برای کرد. خواهیم استفاده n مختص گزاره ی دادن نشان برای A(n) نماد از
م باشد. است.“ بخش پذ  یر ۵ بر ۶۳ − ۱

م شود! شما تقدیم بزرگ قضیه اینک آقایان، و خانم ها

.۱ .۲۴ قضیه
کنید: فرض است. مفروض n ∈ N هر ازای به A(n)ها از نامتناه مجموعه  ( ریاض استقرا (اصل

و است، درست A(۱) (۱)

.A(k) =⇒ A(k + ۱) ،k ∈ N هر برای (۲)

است. درست ،n ∈ N هر برای A(n) آنگاه

که است طبیع عدد ترین کوچ j و است غلط نتیجه که م کنیم فرض م کنیم. هدف گیری تناقض ی برای برهان.
نیست. درست A(j)

عددی ترین کوچ j که (چرا باشد درست باید A(j − ۱) که م کنیم توجه حال .j > ۱ داریم (۱) فرض از استفاده با
■ است. تناقض ی این و درست A(j) ،(۲) فرض توجه با ول نیست) درست A(j) که است

م شود. روشن بعدا آن  ها ساخت دلیل داریم. نیاز تعریف چند به
دارد. نام اولیه گام (۱) شرط بررس •

م شود. خوانده استقرا گام (۲) شرط بررس •
دیده دومینو ی را گزاره هر ۱ .۲۴ ل ش در م شود. گفته استقرا فرض ((۲) (در است، درست k برای A(k) فرض •

است.
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دومینوها واژگون :۱ .۲۴ ل ش

استقرا از مثال هایی

چه n تا ۱ اعداد ”مجموع است: کلاسی ریاضیات از واقع مثال ی بعدی مثال م بینیم. عمل در را اصل حال
بود، مدرسه در (۱۸۵۵−۱۷۷۷م) جان کارل فریدریچ گاوس بزرگ ریاض دان زمان که مشهور، داستان در است؟“ عددی
مدت برای را آن  ها که بود امیدوار احتمالا کنند. جم را صد تا ی اعداد همه که خواست آن  ها از کلاس در معلمش

کار تمرین این روی زحمت با و مستقیم روش با گاوس هم کلاس های که حال در است. کرده ساکت و مشغول طولان
خنث را معلم نقشه صد، تا ی عدد ۱۰۰ مجموع محاسبه برای ساده  روش ابداع با و ریاض دان ی مانند او م کردند؛

۱ .۲۴ مثال  در فرمول این برد. کار به اول عدد صد تنها نه و اعداد همه برای فرمول معرف به م توان را گاوس روش کرد.
کرد۲. خواهیم اثبات استقرا از استفاده با آن، مبدع اثبات از جدا را فرمول این درست است. آمده ۲ قسمت

.۲ .۲۴ مثال
،n ∈ N هر برای

n∑
i=۱

i =
۱
۲n(n+ ۱).

گزاره م توان پس است، شده اندیس گذاری n با گزاره این
n∑

i=۱
i =

۱
۲n(n+ ۱)

است. درست n هر ازای به A(n) دهیم نشان که است این هدف نامید. A(n) را
است: ساده است. متناظر دومینو اولین حرکت با این اولیه). (حالت م کنیم بررس را (۱) شرط

پس ،n = ۱ وقت
n∑

i=۱
i =

۱∑
i=۱

i = ۱

و
۱
۲n(n+ ۱) = ۱

۲ × ۱ × (۱ + ۱) = ۱.

است. درست نیز A(k+ ۱) گزاره آنگاه باشد، درست A(k) گزاره اگر که دهیم نشان م خواهیم استقرایی، گام برای حال
است. kام + ۱ دومینو به kام دومینو ضربه مشابه این

یعن شود، ثابت عددی عدد، جفت هر مجموع که کرد جفت به صورت را اعداد م توان که گرفت ل ش نکته این باتوجه به گاوس ۲روش

حالت در است. ،۱۰۱ ( ۱۰۰
۲ یعن ) جفت پنجاه مجموع است: آسان فرمول آوردن به دست دارد. ادامه همینطور و ۳ + ۹۸ ،۲ + ۹۹ ،۱ + ۱۰۰

م شود. استفاده مشابه استدلال از فرمول اثبات برای ، کل
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برای را مفروضات است. آن بودن دلخواه اصل نکته است، ی k) باشد. درست دلخواه k برای A(k) م کنیم فرض
م شود: که ویژه.) k این تنها نم سازیم ری دی n هر

k∑
i=۱

i =
۱
۲k(k + ۱).

م نویسیم: را A(k + ۱) حالت ابتدا و م کنیم تحقیق A(k + ۱) برای رابطه این پیامدهای درمورد

k+۱∑
i=۱

i =
۱
۲(k + ۱)

(
(k + ۱) + ۱

)
.

انتخاب کامل به طور را عبارت طرف ی که است آموخته تجربه م کند؟ اثبات را تساوی چنین ونه چ ریاض دان ی
ی معمولا و مجموع کامل طرف شامل که جمله ای استقرا با اثبات برای برسیم. ر دی طرف به تا کنیم ساده را آن و

م گیریم: نظر در را دارد) بیشتر عبارت ی (احتمالا است مجموع ی به علاوه

k+۱∑
i=۱

i =
( k∑

i=۱
i
)
+ (k + ۱), جم تعریف با

=
(۱

۲k(k + ۱)
)
+ (k + ۱) است، درست A(k) چون استقرا، فرض از استفاده با

= (
۱
۲k + ۱)(k + ۱)

=
۱
۲(k + ۲)(k + ۱)

=
۱
۲(k + ۱)

(
(k + ۱) + ۱

)
.

آنگاه باشد، درست A(k) یعن ،
k∑

i=۱
i =

۱
۲k(k + ۱) اگر که داده ایم نشان بنابراین

k+۱∑
i=۱

i =
۱
۲(k + ۱)

(
(k + ۱) + ۱

)
,

بیفتد، kامین اگر به طوری که هستند خط روی دومینوها همه  که داده ایم نشان ر، به عبارتِ دی است. درست A(k+۱) یعن
است. درست n ∈ N هر برای گزاره ، ریاض استقرای اصل از استفاده با بنابراین م افتد. k)امین + ۱) آنگاه

.۱ .۲۴ نکته
و م بینیم را A(k + ۱) حالت آنگاه باشد. درست k مانند متغیری برای A(k) م کنیم فرض کنید. دقت ساختار به (آ)
درست A(k + ۱) حالت که نم کنیم فرض م گیریم. کار به را یرد ب قرار استفاده مورد م تواند A(k) که آنجایی
A(k) که زمان است درست A(k+ ۱) م دهیم نشان ه بل م دهند). انجام مبتدیان که است اشتباه (این است.

باشد. درست

در نم گیریم نظر در که است این م رسد، نظر به استقرا عمده  نقص تازه کار، ریاض دانان نظر از که ری دی ل ش (ب)
داشتم. حس چنین دانش آموزی زمان در خودم هستیم. چیزی چه اثبات برای تلاش

که شود دقت باید است. حیات شود، گرفته کار به اطمینان با اینکه برای استقرا در موجود ظرافت درک حال هر به
کنیم. ثابت nها همه برای داریم قصد

دلخواه، n ی خوب، بسیار م کنیم. فرض درست م نامیم، k را آن که خاص n ی برای را گزاره (۲) شرط در
نیست. ری دی چیز هیچ و خودش است، ی تنها اما باشد، دارید دوست شما که n هر م تواند که
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.۳ .۲۴ مثال
است. بخش پذیر ۵ بر n هر ازای به ۶n − ۱ عبارت

ل به ش ارائه ای یا کتاب در حل مدل ی شبیه بیشتر مثال م دهیم. انجام قبل مثال از کمتر شرح با را مثال این
است. توافق

زیرا است، درست n = ۱ برای گزاره اول: گام

۶۱ − ۱ = ۶ − ۱ = ۵.

بنابراین .۶k − ۱ = ۵m که هست m ∈ N یعن باشد؛ درست ۳ k ∈ N برای گزاره کنیم فرض استقرا: گام

۶k+۱ − ۱ = ۶(۶k)− ۱
= ۶(۵m+ ۱)− ۱ استقرا فرض از استفاده با
= ۳۰m+ ۶ − ۱
= ۵(۶m+ ۱).

هر برای گزاره ، ریاض استقرای اصل از استفاده با پس است. درست k + ۱ برای گزاره لذا است، بخش پذیر ۵ بر که
است. درست n ∈ N

م آوریم. را سوم مثال حال

.۴ .۲۴ مثال
.n ∈ N هر برای ۲n−۱ ≤ n! که م دهیم نشان

.۲n−۱ ≤ n! ،n = ۱ برای پس .n! = ۱! = ۱ و ۲n−۱ = ۲۰ = ۱ داریم: n = ۱ برای اول: گام
یعن باشد، درست k ∈ N ازای به گزاره کنید فرض استقرا: گام

۲k−۱ ≤ k!.

داریم: n = k + ۱ برای بنابراین

۲(k+۱)−۱ = ۲k

= ۲(۲k−۱)
≤ ۲(k!)
≤ (k + ۱)k! (۲ ≤ k + ۱),
= (k + ۱)!

n ∈ N هر برای گزاره ، ریاض استقرای اصل از استفاده با پس است. درست n = k+ ۱ برای گزاره که م دهد نشان این
آسان به شد. بازی آن با و گرفته را n = k + ۱ به مربوط گزاره  در نامساوی طرف ی که کنید دقت است. درست

نگیرید. فرض را A(k + ۱) باشید مراقب تا البته کنید، شروع ر دی طرف از م توانید
یریم. ب به کار ، ریاض واقع تفکر با را، مغزمان م دهد اجازه و است مسئله ی از بیشتر که کنیم امتحان را چیزی

.۵ .۲۴ مثال
بیابید. فرد عدد n اولین مجموع برای فرمول ی

nها همه  برای را آن سپس بیابیم، روش هایی از استفاده با را فرمول باید ابتدا داریم. مسئله ی در پنهان مسئله دو
م آید.) به دست استقرا از استفاده با ه بل نیست، حیرت انگیزی چیز ) کنیم. ثابت

را مسئله که است این حمله خوب روش ی ببینید). را ۵ (فصل کرد رجوع مسئله حل روش به م توان اول قسمت برای

است.
n∑

i=۱
(۲i− ۱) به صورت نماد با فرد، عدد n اولین مجموع کنیم. بازنویس نمادها با
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۱ .۲۴ جدول

n ۱ ۲ ۳ ۴ ۵
n∑

i=۱
(۲i− ۱) ۱ ۴ ۹ ۱۶ ۲۵

شده اند. فهرست ۱ .۲۴ جدول در نتایج آورید. به دست را اولیه حالتهای از تعدادی باشید: خوبی ریاض دان بیایید
است. n۲ فرد عدد n اولین مجموع نم دهد: به دست بیشتری چیز چیست و ال اینکه دیدن برای این

برای خوب حدس بااین وجود نکند. صدق و ال این بعدی جمله  در م تواند و م شود، دیده که است چیزی این خُب،
است: کردن دنبال

∀n ∈ N,
n∑

i=۱
(۲i− ۱) = n۲.

البته است. ریاض دان ی اندیشیدن شبیه تفکر این زده ایم. حدس اول جمله  پن بررس از که است خوب و ساده فرمول
است! درست دهیم نشان که است نیاز

k برای گزاره کنیم فرض دهیم. انجام را استقرا گام دهید اجازه پس است. شده انجام جدول محاسبات در اولیه گام
یعن باشد، درست

n∑
i=۱

(۲i− ۱) = k۲.

آنگاه
k+۱∑
i=۱

(۲i− ۱) =
( k∑

i=۱
(۲i− ۱)

)
+
(

۲(k + ۱)− ۱
)

= k۲ + (۲k + ۲ − ۱) استقرا فرض از استفاده با
= k۲ + ۲k + ۱
= (k + ۱)۲.

است. درست فرمول ، ریاض استقرای اصل به بنا لذا است. درست نیز k)ام + ۱) گزاره  باشد، درست kام گزاره  اگر پس
با را کار و سته ش سری، جمله  آخرین و kام حالت از ساده  ای به عبارت را مجموع ،k + ۱ حالت در که کنید دقت

م دهیم. ادامه kام حالت گزاره  از استفاده

.۱ .۲۴ توجه -
فرمول آن جای به م کند. حذف را فرمول به منجر و اول حالت چند محاسبات همه بالا، مطلب بیان برای ریاض دان ی
در (که اطلاعات همه  زیرا است مشهور حمله ها پوشش به این م کند. اقدام درست اش اثبات برای و م دهد ارائه را

است. شده حذف آورده اید) به  دست این جا

استقرا با اثبات به کارگیری

استفاده با جمله هر اندیس گذاری درمورد باید کرد، استفاده آن از و آورد نظر به را استقرا بتوان اینکه برای است واض
.“N عضو nهای همه برای ...” یا ،“... طبیع عدد هر برای ” مثال، برای باشید. بدبین طبیع اعداد مجموعه از

یرید: ب نظر در را زیر تمرین مثال برای دهند. ل ش تغییر م توانند گزاره ها اوقات بعض
است.“ بخش پذیر ۸ بر n۲ − ۱ دهید نشان است، فرد عدد ی n ”وقت

به آن در زوج اعداد از ی هیچ زیرا شود، اندیس گذاری طبیع اعداد با گزاره این که نم رسد نظر به اول نگاه در
طبیع اعداد با م توان را فرد اعداد زیرا شود، اندیس گذاری طبیع اعداد با م تواند گزاره  که صورت در است. نرفته کار

kها. همه  نه است دلخواه و تنها عدد ی k که باشید داشته خاطر به ۳
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بازنویس زیر به صورت را گزاره م توان دارد. ادامه همینطور و ۵ سومین ،۳ دومین است، ۱ فرد عدد اولین داد. تطبیق
کرد:

است.  “ بخش پذیر ۸ بر (۲n− ۱)۲ − ۱ که دهید نشان است طبیع عدد ی n ”وقت

استقرایی اثبات نوشتن

استقرا: از استفاده با اثبات نوشتن برای ساده روش

هستید. استقرا به کارگیری حال در که کنید اعلام (۱)

دهید. انجام را اولیه حالت (۲)

است. مفید آن به کارگیری در گزاره خروج نوشتن اغلب است. درست k برای گزاره کرده اید فرض که دهید توضیح (۳)

ریاض عبارت ستن ش معن به این اغلب کنید. استفاده k+ ۱ برای گزاره اثبات در k برای گزاره بودن درست از (۴)
شوید. مطمئن استقرا فرض به مربوط نقطه از است. k اندیس برای گزاره آن ها، از ی که است قسمت دو به

اثبات م داند خواننده ترتیب این به است.“ درست گزاره ریاض استقرای اصل از استفاده ”با دهید: شرح را نتیجه (۵)
است. شده تمام
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تمرین

.
n∑

i=۱
i۲ =

n

۶ (n+ ۱)(۲n+ ۱) دهید: نشان استقرا از استفاده با .۱

.۲n ≤ ۲n ،n طبیع عدد هر برای دهید نشان .۲

است. بخش پذیر ۸ بر ۳۲n − ۱ ،n طبیع عدد هر برای دهید نشان .۳

است. بخش پذیر ۱۷ بر ۳۴n + ۴۳n+۲ ،n ∈ N هر برای دهید نشان .۴

.sinnx ≤ n sinx ،۰ ≤ x ≤ π
۲ و n طبیع عدد هر برای که دهید نشان .۵

کنید: ثابت را دوجمله ای قضیه .۶

(x+ y)n =

n∑
r=۰

(
n

r

)
xn−ryr, (n ∈ N).

،۰ ≤ r ≤ n برای که م کنیم )یادآوری
n

r

)
=

n!

r!(n− r)!
.

است. بخش پذیر ۸ بر n۲ − ۱ باشد، فرد طبیع عدد ی n وقت دهید نشان .۷

نشان باشند، x از توابع v و u اگر کنید: اثبات حاصل ضرب ی از مشتق گیری تکرار برای را لایپ نیتز قضیه .۸
که دهید

dn

dxn
(uv) = u۰vn +

(
n

۱

)
u۱vn−۱ +

(
n

۲

)
u۲vn−۲ + . . .+

(
n

r

)
urvn−r + . . .+ unv۰

هستند. djv

dxj
و d

iu

dxi
نمایش ترتیب به vj و ui که ،n ∈ N هر برای

کنید: استفاده زیر فرمول از که دارید نیاز )(
k

r − ۱

)
+

(
k

r

)
=

(
k + ۱
r

)
.

( نیست. سخت خیل است درست رابطه این که این اثبات اما

که دهید نشان .۹
n∑

r=۱
r۳ =

( n∑
r=۱

r
)۲
.

است. طبیع عدد ی
(
n
r

)
/n دهید نشان ۱ ≤ r ≤ n− ۱ هر برای .۱۰

دارد. مجزا زیرمجموعه  ۲n ،X که دهید نشان باشد، عضوی n متناه مجموعه  ی X هرگاه .۱۱

است. ۳ تمرین .۱۲

است. بخش پذیر x− ۱ بر xn − ۱ ،x 6= ۱ طبیع عدد و n ∈ N هر برای که دهید نشان (آ)
م کند. صدق n ∈ N هر برای دهید نشان استقرا از استفاده با و بیابید xn−۱

x−۱ برای فرمول (ب)
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گام دهید نشان است. غلط n ∈ N هر برای A(n) کنید ثابت یرید. ب نظر در را “A(n) : ۲n < ۲n−۱” گزاره .۱۳
صادق n هر برای گزاره دهیم نشان اینکه برای که کنید توجه .A(k) =⇒ A(k + ۱) یعن است، صادق استقرا
اسنک ی ماه که م دهد نتیجه است شده ساخته پنیر از ”ماه شبیه درست باشد. درست اولیه حالت است نیاز است
A(n+۱) و A(n) اگر حت باشد درست م تواند “A(n) =⇒ A(n+۱)” م دانیم است. ۷ فصل از است“ پنیری

باشند. غلط دو هر

کنید: ثابت را ۱۱ فصل به مربوط سورها نقیض گزاره .۱۴
ل به ش گزاره ی اینکه برای

Q۱x۱Q۲x۲ . . . QnxnP (x۱, x۲, . . . , xn)

م دهیم: انجام را زیر مراحل کنیم، نف را است ∃ یا ∀ ۱ ≤ i ≤ n هر ازای به Qi که

م کنیم. تبدیل ∀ به را ∃ هر و ∃ به را ∀ هر (آ)
م کنیم. تبدیل P نقیض به را P (ب)

که دهید نشان .۱۵
n∑

i=۱
|xi| ≥ |

n∑
i=۱

xi|.

است.) مثلث نامساوی تعمیم (این

که کنید ثابت باشند. نامنف حقیق اعداد x۱, x۲, . . . , xn کنید فرض .۱۶

x۱ + x۲ + . . .+ xn
n

≥ n
√
x۱x۲ . . . xn.
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یده چ

دارد. کاربرد طبیع اعداد با شده اندیس گذاری گزاره های اثبات برای ریاض استقرا اصل ◀

کنید. فکر استقرا از استفاده به م بینید را طبیع اعداد با شده اندیس گذاری گزاره های زمان که ◀

..... و بخش پذیری نامساوی ها، سری ها، در مثال به طور م شود، گرفته کار به ریاضیات در وسیع ل به ش استقرا ◀

ثابت) نه ول (دلخواه k ∈ N هر برای دهید نشان سپس کنید، ثابت را A(۱) ابتدا ◀

A(k) =⇒ A(k + ۱).

kها. همه  نه هست k ی این باشیم، داشته خاطر به ◀





۲۵ فصل

استقرا پیشرفته تر روش های

است. پیچیدگ غایت سادگ

“ داوینچ ”لئوناردو

قرار توجه مورد بیشتر باید که دارد وجود متفاوت حالت سه م شود. بررس استقرا از پیشرفته تر ل ش فصل این در
گیرد.

نشان را A(۱۵) یا A(۷) درست م کنیم، استفاده ری دی اولیه فرض از است درست A(۱) دهیم نشان آنکه جای به (۱)
است. درست n ≥ ۱۵ یا n ≥ ۷ هر برای ترتیب به A(n) پس م دهیم،

که است نیاز کار این برای و م دهیم تغییر م دهد.“ نتیجه را A(k + ۱) ،A(k) و A(k − ۱)” به را استقرا گام (۲)
باشند. درست A(۲) و A(۱) یعن اولیه فرض

م کنیم. تعویض م دهد.“ نتیجه را A(k + ۱) درست است، درست ۱ ≤ j ≤ k هر برای A(j)” با را استقرا گام (۳)
استفاده A(j)ها از ی هر درست یا A(۱) درست از است. (A(۱) درست جای (به A(j) هر درست اولیه، فرض

م شود.

م شود. نامیده ریاض استقرا قوی اصل دوم حالت گاه شوند، داده ارجاع ریاض استقرا اصل به م توانند سه هر

اول حالت

حالات از تعدادی برای A(n) گزاره است ن مم مثال، برای کنیم. شروع n = ۱ اولیه حالت با که نیست نیازی
داد: نشان بتوان اگر نباشد. درست ابتدایی

و باشد درست A(r) که دارد وجود r ∈ N ی (۱)

.∀ k ≥ r, A(k) =⇒ A(k + ۱) (۲)

گام در واقع تغییرات است. حداقل استقرا، گام تغییرات که کنید توجه است. درست n ≥ r برای A(n) گزاره آنگاه
است. شده وارد استقرا اول

.۱ .۲۵ مثال
.n۲ ≤ ۲n−۱ کنید ثابت n ≥ ۷ که n ∈ N هر برای

است. جذاب این و نیست درست n = ۲,۳,۴,۵,۶ برای ول درست، n = ۱ برای گزاره
داریم: است. n = ۷ این جا در آغازی حالت آغازی: گام

n۲ = ۷۲ = ۴۹ < ۶۴ = ۲۶ = ۲n−۱.

۱۹۷
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است. درست n = ۷ برای گزاره پس
داریم: .k > ۷ برای k۲ ≤ ۲k−۱ یعن است، درست k ≥ ۷ که k ∈ N برای گزاره کنید فرض استقرا: گام

(k + ۱)۲ = k۲ + ۲k + ۱
≤ k۲ + ۲k + k k ≥ ۷ چون
= k۲ + ۳k
≤ k۲ + k × k k ≥ ۷ چون
= ۲k۲

≤ ۲ × ۲k−۱ استقرا فرض از استفاده با
= ۲k

= ۲(k+۱)−۱.

است. درست n ≥ ۷ برای گزاره ، ریاض استقرا اصل از استفاده با پس است. درست n = k + ۱ برای گزاره بنابراین،
آن ها خود، توضیحات با اثبات مبدع و نیستند درست کل حالت در بالا اثبات نامساوی های و تساوی ها که کنید توجه

است. کرده روشن را

.۱ .۲۵ تمرین
است؟ اشتباه n < ۷ برای اثبات کجای بیندیشید: ریاض دان ی مانند (آ)

است؟ غلط استقرا گام استدلال ،k مقادیر کدام برای

اثبات بالا، مانند دقیقا هستند. غلط همه n = ۱,۲,۳ حالتهای که دهید نشان .۲n < n! ،n ≥ ۴ برای کنید ثابت (ب)
نیست؟ درست استقرا گام ،k مقادیر کدام برای و است؟ نادرست کجا در

وصل هم به بسازند چندضلع ی که صورت به را آن ها و کنید انتخاب دایره ی روی را متمایز نقطه n تعداد (ج)
است. ۱۸۰(n− ۲) ،n ≥ ۳ برای داخل زوایای مجموع که دهید نشان کنید.

دوم حالت

A(k+۱) که م دهد نشان k ≥ ۲ برای A(k) و A(k−۱) درست از استفاده با و م کند تغییر استقرا گام حالت این در
پس چرا؟) (م دانید کند. تغییر A(۲) و A(۱) درست به آغازی حالت که است نیاز کار این انجام برای است. درست

است. درست n ∈ N هر برای A(n)

.۲ .۲۵ مثال
n ≥ ۳ برای و x۲ = ۵ ،x۱ = ۳ کنید فرض

xn = ۳xn−۱ − ۲xn−۲.

.xn = ۲n + ۱ ،n ∈ N هر برای دهید نشان

هستند: درست A(۲) و A(۱) آغازی: گام

n = ۱ : ۲n + ۱ = ۲۱ + ۱ = ۳ = x۱,
n = ۲ : ۲n + ۱ = ۲۲ + ۱ = ۵ = x۲,

باشد، درست xk و xk−۱ ،k ≥ ۲ ی ازای به گزاره کنید فرض استقرا: گام

xk−۱ = ۲k−۱ + ۱,
xk = ۲k + ۱.
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داریم: م گیریم، نظر در را n = k + ۱ حالت حالا

xk+۱ = ۳x(k+۱)−۱ + ۲x(k+۱)−۲ تعریف از استفاده با
= ۳xk − ۲xk−۱

= ۳(۲k + ۱)− ۲(۲k−۱ + ۱) استقرا فرض از استفاده با
= ۳ × ۲k − ۲k + ۱
= ۲ × ۲k + ۱
= ۲k+۱ + ۱.

.

است. درست n ∈ N هر برای گزاره ، ریاض استقرا قوی اصل با پس
است. وابسته i < n که xi به xn که معنا این به است. استقرایی تعریف ی به مشهور xn تعریف

.۲ .۲۵ تمرین
.xn = xn−۱+xn−۲ ،n > ۳ هر ازای به و x۲ = ۳ ،x۱ = ۱ که باشند اعداد از دنباله ای x۱, x۲, x۳, . . . کنید فرض (آ)

است. xn < (۷
۴)

n ،n طبیع اعداد همه برای که دهید نشان

باشند؟ درست هم با A(۲) و A(۱) که است نیاز استقرا، از نوع این در چرا (ب)

سوم حالت

دهیم: نشان باید است. دوم حالت در استقرا گام از تعمیم و اول حالت از ترکیبی سوم، حالت

است. درست A(r) ،r ∈ N ی برای (۱)

م دهد. نتیجه را A(k + ۱) درست ،r ≤ j ≤ k ازای به A(j) درست ،k ≥ r هر برای (۲)

است. درست ،n ≥ r که n ∈ N هر برای A(n) که کرد استنباط م توان پس
A(k+۱) که م گیریم نتیجه ،A(۷), A(۸), A(۹), . . . , A(k) درست از استقرا گام در پس ،r = ۷ اگر مثال، برای بنابراین،

است. درست
م بریم. بهره زیر، استاندارد قضیه اثبات برای استقرا ل ش این از

.۱ .۲۵ قضیه
که معن این به است. اول اعداد حاصل ضرب ،۱ از بزرگتر طبیع عدد هر حساب) اساس (قضیه

n = p
a۱
۱ p

a۲
۲ p

a۳
۳ · · · parr ,

هستند. N طبیع اعداد از a۱, . . . , ar توآن های با p۱, . . . , pr مجزای اول اعداد که

را خودتان تا دهید ارائه مثال هایی و ببرید کار به قضیه اثبات برای را قبل فصل های روش های که م کنیم فرض برهان.
است. درست که کنید قان

باشد. اول“ اعداد از حاصل ضربی یا است اول عدد ی n” گزاره ،A(n) کنید فرض استقرا از استفاده با
است. درست A(۲) پس است اول عدد ی ۲ چون آغازی: گام

درست A(k + ۱) م دهیم نشان هستند. درست هم A(۲), A(۳), . . . , A(k) گزاره ها ،k ی ازای به استقرا: گام
آنگاه، نیست، اول ،k + ۱ اگر است. درست A(k + ۱) که هست اگر نیست. یا هست اول عدد ی k + ۱ حال، است.

باشد. k + ۱ = xy که دارند وجود k + ۱ از تر کوچ و ۱ از بزرگتر y و x طبیع اعداد
هستند: اول اعداد حاصل ضرب y و x که معنا این به هستند. درست A(y) و A(x) استقرا فرض از استفاده با بنابراین،

x = p
a۱
۱ p

a۲
۲ p

a۳
۳ . . . parr
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و
y = q

b۱
۱ q

b۲
۲ q

b۳
۳ . . . qbss .

باشد، pi = qj ،j و i ازای به اگر زیرا کرد فرض مجزا توان م را آن ها است. اول اعداد حاصل ضرب ،k+ ۱ = xy پس
اصل به بنا است. درست A(k + ۱) بنابراین کرد. حذف را qj و گرفت نظر در pi برای را ai + bj توان م توان آنگاه
■ است. درست n ∈ N هر برای گزاره ریاض استقرا

.۳ .۲۵ تمرین
۰ مانند مرزی حالت های از و کنید بررس را ادعا هر یرید. ب کار به اثبات درک برای را قبل فصل های روش های (آ)

کنید. استفاده اثبات و گزاره کردن امتحان برای ۱ و
درست حالات این برای گزاره چرا اینکه دیدن از که است این نکته نم شود، ختم ۱ و ۰ به گزاره که کنید (توجه

م آموزیم.) عمیق تری درس نیست،

اگر که معن این به تاست. ی اول اعداد به تجزیه که کنید اثبات (ب)

n = p
a۱
۱ p

a۲
۲ . . . parr

و
n = q

b۱
۱ q

b۲
۲ . . . qbss

.pi = qj که دارد وجود j ی تنها ،i هر برای و r = s آنگاه هستند، bj ≥ ۱ و مجزا qjها ،ai ≥ ۱ مجزا، piها که
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تمرین

فیبوناچ اعداد به اعداد، از دنباله این .xn = xn−۱ + xn−۲ ،n ≥ ۳ برای و x۲ = ۱ ،x۱ = ۱ کنید فرض .۱
م شوند. دیده نیز طبیعت در که است این فت آور ش مشهورند.

آورید. به دست را x۷ و x۶ ،x۵ ،x۴ ،x۳ ،x۲ ،x۱ مقدار (آ)
،n ∈ N هر برای که دهید نشان (ب)

xn =
۱√

۵

(۱ +
√

۵
۲

)n
− ۱√

۵

(۱ −
√

۵
۲

)n

است. زوج n ∈ N هر برای x۳n دهید نشان (ج)
مجموع برای (د)

x۱ + x۳ + x۵ + . . .+ x۲n−۳ + x۲n−۱

کنید. اثبات و بزنید حدس رابطه ای
مجموع برای (و)

x۲ + x۴ + x۶ + . . .+ x۲n−۲ + x۲n

کنید. اثبات و بزنید حدس رابطه ای

،n ∈ N هر برای که دهید نشان .xn =
۱
۲(xn−۱ + xn−۲) و x۲ = ۱ ،x۱ = ۰ کنید فرض .۲

xn =
۲n−۱ + (−۱)n

۳ × ۲n−۲ .

بیابید. را ۱۷۸۳۶ و ۱۲۸۷۰ تا ی تجزیه .۳
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،k ≥ r هر برای و باشد درست A(r) اگر باشد. A(۱) اولیه گام که ندارد ضرورت ◀

A(k) =⇒ A(k + ۱),

است. درست n ≥ r برای A(n) آنگاه

باشیم: داشته است ن مم باشد. A(k) =⇒ A(k + ۱) استقرا گام که نیست لازم ◀

یا دهد، م نتیجه را A(k + ۱) ،A(k) و A(k − ۱) (۱)
دهد. نتیجه را A(k + ۱) ،j ≤ k هر برای A(j) درست (۲)

،r ≤ j ≤ k هر برای A(j) درست و باشد درست A(r) اگر کرد. ترکیب را استقرا گام و اولیه گام تغییرات توان م ◀
است. درست n ≥ r هر برای A(n) آنگاه دهد، نتیجه را A(k + ۱)





۲۶ فصل

نقیض عکس روش :۵ اثبات روش 

نم کند. کار باشد، نداشته درد اگر

م رساند.“ آسیب کشور به وی دولت سیاست های شد گفته اینکه از بعد میجر۱ جان نخست وزیر ”سخن

دارد علاقه آن از استفاده به که م گفت دانشجویی بااین وجود، است. گیج کننده بسیار نقیض عکس روش درک
روش نقیض عکس که م شود ناش آن جا از احساس این کنم فکر م دهد. انجام زیرکانه ای کار م کند احساس چون

است. غیرمستقیم
از استفاده نقیض، عکس روش است. معادل “B نقیض =⇒ A ”نقیض با “A =⇒ B” گزاره که دیدیم ؟؟ فصل در
مراحل و آغاز B نقیض با م کنیم؛ استفاده هوشمندانه، و غیرمستقیم طور به آن از “A =⇒ B” اثبات برای است. رابطه

م پیماییم. است درست A نقیض دهیم نشان اینکه برای را
اثبات با و کنیم شروع ؟؟ فصل از ویرایش چند با باید م شود، مبتدیان برای زیادی اشتباهات موجب ایده این که آنجا از

دید. باید عمل در را نقیض عکس پس هستند. معادل آن نقیض عکس و گزاره که نشان دهیم، آن از متفاوت

نقیض عکس

.۱ .۲۶ تعریف
،“A =⇒ B” گزاره نقیض عکس

“B نقیض =⇒ A ”نقیض
است.

نیستم انگلیس ”من هستم“، انگلیس من که م دهد نتیجه هستم چرچیل وینستون ”من نقیض عکس (آ) .۱ .۲۶ مثال
است. نیستم“ چرچیل وینستون من که دهد م نتیجه

است. نیستم“ مریم من پس نباشم، زن من ”اگر هستم“، زن ی من پس باشم، مریم من ”اگر نقیض عکس (ب)

است. “x۲ − ۹ 6= ۰ آنگاه x 6= ۳ ”اگر ،“x = ۳ آنگاه ،x۲ − ۹ = ۰ ”اگر نقیض عکس (ج)

زیر مثال که همان طور شود. گرفته اشتباه است، “A نقیض =⇒ B ”نقیض که گزاره، عکس با نباید نقیض عکس
نیست. معادل اصل گزاره با این دهد، م نشان

بود. انگلیس نخست وزیر ۱۹۹۷ تا ۱۹۹۰ سال های بین که انگلیس سیاستمدار (Sir John Major) میجر جان ۱سر

۲۰۴
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.۲ .۲۶ مثال
نیست. درست است“ فرد x م دهد نتیجه x 6= ۲” آن عکس است. درست است“ زوج x که م دهد نتیجه x = ۲” گزاره

باشد. ۶ م تواند x نمونه، برای

دو هر نقیض عکس و گزاره ببینید م توانید شما (ب) و (آ) در مثال، برای معادلند. آن نقیض عکس و گزاره ی
م باشند. نادرست دو هر (ج) در و هستند درست

ارزش جدول های از استفاده با م کند. صدق مثال تعدادی برای دهیم نشان که نیست کاف گزاره ی اثبات برای البته
هستند. معادل کل حالت در آن ها م دهیم نشان ؟؟ فصل

باشم مریم من ”اگر مثال بهتر، درک به رسیدن برای است. درست هم ارزی این کنید درک که است نیاز بااین حال،
یرید: ب نظر در را هستم“ زن ی من که م دهد نتیجه

مریم من م دهد نتیجه نباشم زن ی ”من یعن آن نقیض عکس آیا که یرید ب نظر در و است درست این کنید فرض
نه. یا است درست نیستم“

پس است. زن ی مریم م دانیم زیرا باشم، مریم من که ندارد وجود راه مطلقا آنگاه نیستم، زن ی من اگر پس،
“A =⇒ B” که کنید فرض کل تر، حالت است. درست نیستم“، مریم من آنگاه نباشم، زن ی من ”اگر نقیض عکس
نقیض که م کنیم فرض است، درست “B نقیض =⇒ A ”نقیض آن نقیض عکس ببینیم اینکه برای آنگاه است. درست
خواهد درست B آنگاه باشد، چنین اگر زیرا باشد. درست بتواند A که نیست راه مطلقا حالت، این در باشد. درست B

است. درست A نقیض یعن باشد، نادرست باید A پس ،(A =⇒ B (زیرا بود.
که دادیم نشان ما پس

(“A =⇒ B”) =⇒ (“B نقیض =⇒ A (”نقیض (۱ .۲۶)

را بالا مشابه استدلال م توانیم آن برای است. درست نیز فوق رابطه عکس دهیم نشان که است نیاز هم ارزی، اثبات برای
کنیم. اعمال هوشمندانه رد ش ی از استفاده با

آنگاه باشد، درست “B نقیض =⇒ A ”نقیض اگر پس باشد. B نقیض گزاره D و A نقیض گزاره C کنید فرض
م دانیم ۱ .۲۶ باتوجه به بنابراین است. درست D =⇒ C

“A =⇒ B” همان این .(A نقیض(نقیض =⇒ (B نقیض(نقیض ، یعن است، درست “C نقیض =⇒ D ”نقیض
م نویسیم. پیراسته اثبات ی در را آن و جم بندی را این ها همه حال است.

.۱ .۲۶ قضیه
است. معادل “B نقیض =⇒ A ”نقیض گزاره با “A =⇒ B” گزاره

گزاره به م توان را آن که است اگر“ تنها و ”اگر نوع از گزاره ی پس است، هم ارزی گزاره ی قضیه چون برهان.
ست. ش (=⇒) اگر“ ”تنها گزاره و (⇐=) ”اگر“

اساسا فرض این است؛ نادرست ،“B نقیض =⇒ A نقیض ” آن) نقیض (عکس اما ،A =⇒ B که م کنیم فرض [ =⇒]
نقیض یعن درست، نیز B لذا ،A =⇒ B چون و درست، A آنگاه است. غلط A نقیض ول درست، B نقیض که م گوید

است. تناقض ی این و است غلط B

که م گیریم نتیجه فوق، در [=⇒] از استفاده با ،“B نقیض =⇒ A نقیض ” که کنید فرض [ ⇐=]
■ است. A =⇒ B همان این .(A نقیض(نقیض =⇒ (B نقیض(نقیض

آنگاه درست، A اگر وییم ب که است A =⇒ B مشاهده ر دی راه کردیم. حذف را D و C از اثری هر که کنید دقت
B“حاصل نقیض =⇒ A نقیض ” پس باشد. درست نم تواند A آنگاه غلط، B اگر بنابراین غلطباشد؛ B که نیست راه

است. شده

نقیض عکس کابرد



بیندیشیم؟۲۰۶ ریاض دان ی مانند ونه چ

دیدیم. نقیض عکس روش به کارگیری از مثال ۱ .۱۸ قضیه اثبات در قبلا

.۳ .۲۶ مثال
که کنیم ثابت باید

است.” زوج x آنگاه باشد، زوج x۲اگر”

که است معن این به و است. معادل نیست“ زوج x۲ آنگاه نباشد، زوج x ”اگر اثبات با این

است.“ فرد x۲ آنگاه باشد، فرد x ”اگر

داریم: .x = ۲k + ۱ ،k ∈ Z ی به ازای آنگاه باشد، فرد x اگر است: آسان اثبات

x۲ = (۲k + ۱)۲ = ۴k۲ + ۲k + ۱ = ۲(۲k۲ + k) + ۱,

است. فرد که
که دادیم نشان مستقیم به طور

است“ زوج x که م دهد نتیجه است زوج x۲” گزاره نقیض عکس پس است.“ فرد x۲ که م دهد نتیجه است فرد x”
است. درست

.۴ .۲۶ مثال
آنگاه ،x /∈ A اگر که کنید اثبات .x ∈ C و C \D ⊂ A ∩ B که هستند مجموعه هایی D و C ،B ،A که کنید فرض

.x ∈ D

خواهیم نشان را نقیض عکس مستقیم روش به جای م کنیم. تلاش مستقیم به طور ابتدا احتمالا مطلب، این اثبات برای
.x ∈ A آنگاه ،x /∈ D اگر داد:

پس است C\D ⊂ A ∩ B چون .x ∈ C\D پس است، شده فرض x ∈ C اینکه از .x /∈ D که کنیم فرض بنابراین،
.x ∈ A یعن ،x ∈ A ∩B

گزاره اینکه به اشاره ای هیچ و م شود شروع “... x /∈ D که کنیم فرض ” با آخر خط دو از پیراسته اثبات مثال، آخرین در
نم شود. شده اثبات نقیض عکس روش با

م شود. واگذار خواننده به آن تحلیل

نگیرید. اشتباه هم با را نقیض عکس و تناقض

و م شوند انجام هم شبیه نظر به نقیض عکس از استفاده با اثبات و A =⇒ B برای تناقض از استفاده با اثبات
اختلاف م شود. دیده آن ها در تناقض از استفاده نوع دو و A =⇒ B برای اثبات نمونه دو بیفتید. اشتباه به است ن مم
بنابراین م کند! کار نقیض عکس با اثبات که دهیم نشان تا بردیم، کار به نقیض از استفاده با را اثبات است، نامحسوس

دهیم. شرح بیشتر را روش ها بیایید، چیست؟ تفاوت
دارند. تناقض نتایج که م دهیم نشان و هستند درست دو هر B نقیض و A م کنیم فرض تناقض:

است. درست نیز A نقیض م دهیم نشان و است درست B نقیض م کنیم فرض نقیض: عکس
دارد. برتری تناقض، روش به نسبت برم گردید مسئله به مستقیم به طور مسئله در اینکه باتوجه به نقیض عکس روش
تناقض روش در است. درست نیز A نقیض که دهید نشان باید و است درست B نقیض م کنید فرض است: روشن هدف

نیست. روشن چندان هدف دهد؛ رخ است قرار تناقض چه نباشد واض است ن مم
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تمرین

هستند. فرد دو هر y و x که م دهد نتیجه ،xy بودن فرد دهید نشان هستند. طبیع اعداد y و x کنید فرض .۱

گنگ y یا x از ی لااقل آنگاه باشد، گنگ x + y اگر که کنید ثابت هستند. حقیق اعداد y و x کنید فرض .۲
هستند.

.۱ < x < ۲ آنگاه ،x۲ − ۳x+ ۲ < ۰ اگر دهید نشان .۳

است. گنگ نیز √x آنگاه باشد، گنگ x اگر کنید ثابت .۴

اگر تنها و اگر دارد گنگ جواب ی کنید ثابت یرید. ب نظر در a, b, c ∈ Q با را ax۲ + bx + c = ۰ معادله  .۵
باشد. گنگ نیز آن ر دی جواب

بیاورید: نقض مثال یا کنید ثابت را زیر گزاره .۶
است. گنگ نیز xy آنگاه باشند گنگ y و x اگر

یرید: ب نظر در را آمد فصل ابتدا در که میجر جان نخست وزیر قول نقل .۷
از خارج شدن برای او دولت سیاست بود، مدع که است کس به پاسخش این نم کند. کار باشد، نداشته درد اگر

اوست؟ منطق در اشتباه چه داد. قرار آسیب معرض در را کشور رکود،
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است. “B نقیض =⇒ A ”نقیض ،“A =⇒ B” نقیض عکس گزاره ◀

نگیرید. اشتباه را نقیض عکس با اثبات و تناقض با اثبات ◀





پنجم بخش

دارد. نیاز خوب ریاض دان هر که ریاضیات

۲۱۰





۲۷ فصل

مقسوم علیه ها

ببندید. به کار را آن ها م دانید. مرا رد های ش
“ ۱ هولمز ”شرلوک

و دارد اختصاص اعداد این به کامل طور به نظریه ی است. ریاضیات اشیا ساده ترین زمره در صحیح اعداد مجموعه 
بیان فصل این هدف داد. خواهد پوشش را نظریه این از کوچ بخش فصل این بنامند. اعداد نظریه را آن نیست عجیب
تشریح ونگ چ درک برای قبل روش های به کارگیری همه، از مهم تر دارید. نیاز آن به اوقات بیشتر که است ریاضیات

است. مطالب
بخش پذیری

ضرب تفریق، ، جم هم با را آن ها م توانم بله، دهم؟ انجام آن ها با م توانم کاری چه چیست؟ اعداد بنیادی خواص
صحیح اعداد مجموعه بازی شروع برای اعداد مجموعه  بهترین م رسند. توان به آن ها از محدودی تعداد کنیم، تقسیم و
ری دی از صحیح عدد هر تفاضل است. صحیح عدد ی صحیح، عدد دو هر مجموع م شود. داده نشان Z با که است

ی تقسیم موارد برخ در م کند. تولید صحیح عدد ی صحیح عدد دو هر حاصل ضرب است. صحیح عدد ی نیز
بخش پذیری درمورد جالب ویژگ ی که است معن این به این م کند. تولید صحیح عدد ی ری دی بر صحیح عدد
م کنیم. آن بررس به شروع و کرده خلق تعریف ی ایده این کردن مجزا برای ریاض دانان ما کرده ایم. پیدا صحیح اعداد

.۱ .۲۷ تعریف

صورت این در .b = ka به طوری که باشد موجود k صحیح عدد اگر م کند، (تقسیم) عاد را b صحیح عدد a صحیح عدد
نکند عاد را b عدد a اگر است. b مقسوم علیه ی a گوییم همچنین .a|b نویسیم م و است بخش پذیر a بر b گوییم

.a ∤ b م نویسیم

.۱ .۲۷ توجه -
استقرا مثال های از برخ در و دیده را آن این از پیش و است وابسته طبیع اعداد بخش پذیری به بودن اول مفهوم (آ)

کرده ایم. استفاده آن از ۲۴ فصل

است. اگر“ تنها و ”اگر معن به واق در ول م شود استفاده ”اگر“ واژه از تعریف در معمول، به طور که کنید توجه (ب)
م کند، عاد را b عدد a م گوییم که وقت برعکس و م کند عاد را b عدد a م گوییم ،b = ka که وقت بنابراین

.b = ka به طوری که دارد وجود k عدد م دانیم

م کرده فعالیت ۲۰ قرن آغاز و ۱۹ قرن اواخر در و است انگلستان یورکشایر متولد که است خیال خصوص کارآگاه ی نام هولمز شرلوک ۱

منطق استدلال و قانون پزش علم دقیق، مشاهده جمله از ویژه مهارت های و داستان ها در مشاور» «کارآگاه به عنوان خود به اشاره با هولمز  است.
مطرح کتاب ها در و پرداخته ساخته، دویل کانن آرتور سر توسط میلادی ۱۸۸۷ سال در بار نخستین هولمز شرلوک داستان شخصیت است. مشهور

شده است. ثبت تاریخ در « خیال شخصیت شده ترین «شناخته به عنوان گینس جهان رکوردهای کتاب در او شد.

۲۱۲
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نامثال هایی چه است؟ موجود مثال هایی چه بیندیشیم. ریاض دان ی مانند تعریف ی تحلیل و تجزیه هنگام در بیایید
دارد؟ وجود

.۱ .۲۷ مثال
.۲|۶ دلیل همین به و ۳|۶ پس ۶ = ۲ × ۳ چون (آ)

صحیح عدد از استفاده به مجاز تعریف، در که باشید داشته توجه .−۳|۶ داریم پس ۶ = (−۲)× (−۳) که آنجا از (ب)
باشند. طبیع اعداد مقسوم علیه ها نیست لازم هستیم؛

است!) زوج عدد تعریف عملا این ) است. بخش پذیر ۲ بر زوج عدد هر (ج)

است. بخش پذیر ۱۰ بر ۱۴۶۵۵۲۴۴۲۳۷۴۳۵۶۹۶۵۴۹۰ عدد (د)

ر، به عبارتِ دی است. بخش پذیر ۳ و ۲ بر زیرا است، بخش پذیر ۶ بر ۳n صحیح عدد ،n زوج صحیح عدد هر برای (و)
تقسیم ۶ بر را n که وقت .۳n = ۳ × (۲m) = ۶m بنابراین و n = ۲m داریم m ی ازای به پس است زوج n

است. بخش پذیر ۶ به وسیله n بنابراین ،(m (یعن م آید به دست صحیح عدد ی م کنیم

نم کند. عاد را ۳۳ عدد ۵ عدد (ه)

.۱ .۲۷ تمرین

بسازید. را خویش نقض مثال های و مثال ها (آ)

دهید. تعمیم را زوج، nهای برای ۶|۳n مثال م توانید مختلف روش چند به (ب)

وییم؟ ب م توانیم چه یرید. ب نظر در م دهد رخ فرد nهای به فرض تغییر با که را آنچه بالا، مثال در (ج)

م دهد. نشان را واقع ریاض دانان کار ونگ چ این داریم. زیادی سوالات حاضر حال در که باشید داشته توجه
۱ ،۰ “ ”بدیه حالت های شامل باید اعداد این لذا است، صحیح اعداد درمورد چیست؟ مفهوم این بدیه مثال های
مرزی مثال ی م کنند. عاد را چیزی هر ⁃۱ و ۱ و م کند عاد را ۰ عددی هر که م دهد نشان تفکر کم باشند. ⁃۱ و

یرید.) ب نظر در بدیه مثال ی به عنوان را این م توانید ) م کند. عاد را خود عدد، ی که است این
رخ اتفاق چه کنیم جم هم با را هستند بخش پذیر a بر که عدد دو از مضرب هایی به طورکل یا عدد، دو که وقت

م دهد. پاس بعد قضیه  م دهد؟

.۱ .۲۷ قضیه
.a|(mb+ nc) ،n و m صحیح اعداد همه ازای به آنگاه ،a|c و a|b اگر

برقراری مشاهده برای کنید سع ابتدا ببریم. به کار را قضیه) ی خواندن ونه (چ ۱۶ فصل ایده های بیایید حال
در زیرا ،c = ۲۱ و b = ۱۲ باشیم داشته م توانیم پس ،a = ۳ دهید قرار دهید. ارائه مثال چند آن، چرایی درک و گزاره
m برای را صحیح عدد هر م توانیم که م گوید قضیه کند! صدق فرض در که دهید ارائه مثال هایی م کنند. صدق فرض
کار هنگام در زیرا کردم انتخاب منف عدد ی عمدا دهیم. قرار را n = −۶ و m = ۴ است ن مم کنیم. انتخاب n و
ما به بیشتری بینش منف ی انتخاب اغلب کنیم. انتخاب مثبت گزینه ی که م شویم وسوسه معمولا صحیح، اعداد با

م دهد.
خُب، است؟ بخش پذیر ،۳ یعن ،a بر این آیا mb+ nc = (۴ × ۱۲) + (−۶ × ۲۱) = ۴۸ − ۱۲۶ = −۷۸ بنابراین

.a|(mb+ nc) بود کرده ادعا قضیه که همان طور بنابراین ،−۷۸
۳ = −۲۶

نم کند! تایید را کل حالت خاص مورد ی و است؛ برقرار خاص مثال برای قضیه که م دهد نشان صرفا این البته
دهیم. ادامه را خود تحقیقات بیایید وجود این با کنیم. اثبات را کل حالت باید هنوز

⁃۱ و ۱ ،۰ اعداد کنیم؟ اختیار را n و m صحیح عدد هر که داریم اجازه آیا چیست؟ قضیه این بدیه حالت های
هستند. صحیح اعداد از بدیه مثال های
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(۱×b)+(۰×c) عدد a آنگاه a|c و a|b اگر که  دید م توان این باتوجه به کنیم. امتحان را n = ۰ mو = ۱ دهید اجازه
از شدن خلاص برای م کند. عاد را b عدد a که م گیریم نتیجه بنابراین و است b همان دوم عدد این اما م کند. عاد را

که دادیم نشان بحث این
.a|b آنگاه ،a|c و a|b اگر

م دهد. رخ اتفاق چنین اکتشافات در خُب! اوه ” است. درست X آنگاه باشد، درست Y و X ”اگر که م گوید این
است چنین این کنیم. آزمایش را m = n = ۱ بدیه مثال بیایید

.a|(b+ c) آنگاه ،a|c و a|b اگر
را c و b عدد دو a اگر ، یعن کنیم. استفاده آن از بتوانیم نیز بعدا احتمالا که م گوید چیزی این است. خوب ی این

که م گیریم نتیجه n = −۱ و m = ۱ دادن قرار با مشابه به طور م کند. عاد نیز را آن ها مجموع آنگاه کند، عاد
.a|(b− c) آنگاه ،a|c و a|b اگر

یافتیم. مفیدی چیزهای تحقیق این در که است این نکته

.۲ .۲۷ تمرین
کنید. پیدا م توانید چیزی چه ببینید تا کنید استفاده ۱۶ فصل روش های سایر از کنید سع

ارائه درس کتاب در که استانداردی اثبات های مانند اثبات این که وییم، ب باید ابتدا در م کنیم. اثبات را قضیه اینک
م رسد. بن بست به پایان در و شده ساخته اشتباه با همراه اثبات ونه چ که دهم نشان م خواهم است. نشده بیان م شود

م کنم. بیان شود م ارائه درس کتاب در که روش به را آن سپس
است؟“ معن چه به ”این و م دانیم؟“ چیزی ”چه بپرسید سوال ببریم، به کار را مسئله حل روش های از برخ بیایید
به ۱۵ فصل از را (آن برم گردیم. تعریف به آن معن دانستن برای چه؟ یعن .a|c و a|b که م دانیم م دا نیم؟ چه
با نیست.) کاف مبهم تعریف بدانید، را دقیق تعریف که است حیات بسیار بخوانیم، را تعریف ی ونه چ آورید، یاد
k۲ و k۱ صحیح اعداد که است معن این به این که دریافتیم ندارید؟) نیاز کنید، نگاه دارید نیاز (اگر تعریف به بازگشت

.c = k۲a و b = k۱a به طوری که دارد وجود
این به است؟ معنایی چه به a|(mb + nc) ،n و m صحیح اعداد تمام برای که بدانم م خواهم بدانم؟ م خواهم چه
باشد، وابسته k۲ و k۱ به باید k۳ عدد م گوید تجربه .mb+ nc = k۳a که به طوری دارد وجود k۳یی عدد که است معن

کنیم. محاسبه کم بیایید است. وابسته م دانم آنچه به م خواهم آنچه یعن
و م کنیم نگاه معادله پیچیده قسمت به معمول به طور .mb + nc = k۳a م خواهیم و c = k۲a و b = k۱a م دانیم

نیم. بش را آن م کنیم سع

mb+ nc = m(k۱a) + n(k۲a)

= (mk۱ + nk۲)a,

است. k۳ = mk۱ + nk۲ به صورت بودیم دنبالش که k۳ و a|(mb+ nc) ،n و m اعداد همه برای م دهد نشان این
بنویسیم. به درست را این بیایید داده ایم؛ انجام را کارها تمام

: پیراسته اثبات

n و m صحیح عدد هر برای . c = k۲a و b = k۱a به طوری که دارند وجود k۲ و k۱ صحیح اعداد فرض به بنا برهان.
داریم

mb+ nc = m(k۱a) + n(k۲a)

= (mk۱ + nk۲)a,

■ است. بخش پذیر a بر mb+ nc بنابراین،

م رساند. پایان به را اثبات فرآیند این
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.۲ .۲۷ توجه -
شد:  آموخته که درس هایی

که بود این داشتیم نیاز آنچه همه که چرا نیست، هم ضروری است. نشده نمایان نهایی اثبات در صحیح عدد ●
کنیم. درک را a بر mb+ nc بخش پذیری

معنایی چه م دانم؟ چیزی چه است، شده استفاده پرسش ساختار از اثبات جستجوی فرایند در که باشید داشته توجه ●
چیست؟ آن معن بدانم؟ م خواهم چه م دهد؟

نیز ۱۶ فصل تحلیل و تجزیه هنگام در را نتیجه این است ن مم کنیم. نگاه م ح این از نتیجه ای به بیایید اینک
باشید. آورده به دست

م کند. عاد را b۲ عدد a آنگاه، کند عاد را b عدد a اگر باشند. صحیح عدد دو b و a کنید فرض .۱ .۲۷ نتیجه

■ .n = ۰ و m = b دهید: قرار قبل قضیه در که است کاف برهان.

از: است عبارت آن عکس “ چیست؟ آن ”عکس وییم: ب م توانیم که است کامل مثال ی این
م کند.“ عاد را b عدد a آنگاه، کند عاد را b۲ عدد a اگر باشند. صحیح عدد دو b و a کنید ”فرض

است بخش پذیر ۴ بر که b۲ = ۶۲ = ۳۶ سپس .b = ۶ و a = ۴ به عنوان مثال، نیست! درست اما است، قبول قابل نظر به
نم کند. عاد را ۶ عدد ۴ اما ،

م کنیم. بیان را ساده تر حقیقت دو

.۲ .۲۷ قضیه
لذا باشند. صحیح اعداد c و b ،a کنید فرض

.a|c آنگاه ،b|c و a|b اگر (۱)
. a = −b یا a = b آنگاه ،b|a و a|b اگر (۲)

داد. خواهیم شرح دقیق به طور نهایی، شده اصلاح ل ش نوشتن از قبل را گزاره ی اثبات ساختن ونگ چ
حسب بر عدد ی بازنویس تعریف طبق کردیم استفاده که روش دهیم؟ انجام را کار این م توانیم چطور (۱

کنیم. امتحان را آن دوباره بیایید است. آن عامل های
در b زین جای با .c = k۲b و b = k۱a به طوری که است k۲ و k۱ صحیح اعداد وجود بیانگر ،b|c و a|b اینکه خُب،

.a|c بنابراین .c = k۲k۱a داریم آخر معادله
: پیراسته اثبات

نتیجه و c = k۲k۱a بنابراین، .c = k۲b و b = k۱a به طوری که دارند وجود k۲ و k۱ صحیح اعداد فرض به بنا برهان.
■ م کند. عاد را b عدد a که م گیریم

 

.۳ .۲۷ توجه -
یادآور دوباره کنید) اعمال را تعریف ) م کنیم استفاده قبل قضیه روش همان از که کنید توجه شد: آموخته که درس هایی

دارد.  اهمیت بسیار تعاریف یادگیری که م شویم

آن معن و م دانیم چه که مفهوم این به کنید. نگاه آن ها دلایل و مفروضات به یرید. ب نظر در را (۲) اثبات اینک
چیست؟

هستند، صحیح اعداد k۲ و k۱ که م دانیم .k۱k۲ = ۱ لذا ،b = k۱k۲b بنابراین .a = k۲b و b = k۱a که م دانیم
.a = ±b بنابراین هستند! ی دو هر کنید دقت کنید، صبر .b = ±a یا a = ±b بنابراین باشند. ⁃۱ یا ۱ باید پس
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.۳ .۲۷ تمرین
دهید! ارائه را خودتان اثبات یا بنویسید پیراسته راه حل ی

.۴ .۲۷ تمرین
ی این صورت غیر در کنید، اثبات است، چنین اگر است؟ درست قضیه آخرین در موجود گزاره های عکس آیا (آ)

دهید. ارائه نقض مثال

.ac|bd آنگاه ،c|d و a|b اگر که کنید ثابت (ب)

دهید. ارائه نقض مثال ی این صورت غیر در کنید، اثبات است، چنین اگر ac|b؟ آیا c|b و a|b اگر (ج)

باشد. جمله ای چند ی کنیم، تقسیم م خواهیم که را عددی کنید فرض اینک

.۲ .۲۷ مثال
است. بخش پذیر ۴ بر n۲ + ۲n+ ۸ عبارت ،n زوج عدد برای

عبارت به سپس .n = ۲m ،m صحیح عدد ی ازای به : یعن ،n بودن زوج که م دانیم مطلب این دادن نشان برای
م اندازیم: نگاه شود بخش پذیر ۴ بر م خواهیم که

n۲ + ۲n+ ۸ = (۲m)۲ + ۲(۲m) + ۸ = ۴m۲ + ۴m+ ۸ = ۴(m۲ +m+ ۸).

است. بخش پذیر ۴ بر n۲ + ۲n+ ۸ که م گیریم نتیجه است، صحیح عدد ی m۲ +m+ ۸ چون

.۵ .۲۷ تمرین
است. بخش پذیر ۲ بر x۲ + ۹x+ ۲۰ عبارت x ∈ Z هر ازای به دهید نشان

دارد. وجود اول عدد نامتناه تعداد

شده ارائه اقلیدس توسط قضیه این اثبات مشهورترین و اولین است. ریاضیات از ری دی استاندارد قضیه  بعد، قضیه
است.

.۳ .۲۷ قضیه
دارد. وجود اول عدد نامتناه تعداد

اعداد همه  از p۱p۲...pn+۱ عدد .pn تا p۱ است، متناه اول اعداد تعداد باشد: برقرار گزاره نقیض کنید فرض برهان.
تقسیم pjها از ی هر بر را عدد این اگر ر، ازسویِ دی باشد. اول نم تواند فرض باتوجه به لذا است، بزرگ تر pn تا p۱

باشد. بخش پذیر b مانند خود از کوچ تر اول غیر عدد ی بر عدد این کنید فرض حال م آید. به دست ۱ باقیمانده کنیم
ول م کند، عاد را p۱p۲...pn + ۱ عدد pi بنابراین است. بخش پذیر pi بر b عدد ،pi ی ازای به حساب اولِ قضیه بر بنا

است، بخش پذیر ۱ و خودش بر فقط p۱p۲...pn + ۱ عدد که است معن این به این نیست. درست چیزی چنین که دیدیم
است. اول عدد یعن

ی این است. اول هم و نیست اول هم ،p۱p۲...pn + ۱ آنگاه باشد، متناه اول اعداد تعداد اگر که داده ایم نشان
■ است. ار آش تناقض

.۶ .۲۷ تمرین
کردیم؟ استفاده تناقض از بار چند کنید. تحلیل و تجزیه را فوق اثبات

(ب م م ) مشترک مقسوم علیه بزرگ ترین

عاد را عدد دو هر که است مثبت صحیح عدد بزرگ ترین b و a غیرصفر و صحیح عدد دو مشترک مقسوم علیه بزرگ ترین
مشترک عامل بالاترین یا (gcf) مشترک عامل بزرگ ترین به عنوان اوقات گاه م شود. داده نشان gcd(a, b) با و م کند

م شود شناخته (hcf)
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.۳ .۲۷ مثال
و ۶، ۴ ،۳ ،۲ ،۱ از عبارتند ۱۲ مثبت مقسوم علیه های .۲۰ و ۱۰ ،۵ ،۴ ،۲ ،۱ از عبارتند ۲۰ مثبت مقسوم علیه های (آ)

است. ۴ مشترک مقسوم علیه بزرگ ترین بنابراین .۱۲

است. ۱ برابر ،۶۵ و ۳۶ مشترک مقسوم علیه بزرگ ترین (ب)

.۷ .۲۷ تمرین
.gcd(۵۵,−۳۵) مانند باشد، منف اعداد شامل به طوری که بسازید را خود نامثال های و مثال ها

بپردازیم. عدد دو (ب م م) مشترک مقسوم علیه بزرگ ترین بنیادی ویژگ های برخ به بیایید

.۴ .۲۷ قضیه
داریم b و a صحیح عدد دو هر برای

،gcd(a, b) = gcd(b, a) (۱)

،gcd(a, b) ≥ ۱ (۲)

،gcd(a, b) = gcd(|a|, |b|) (۳)

،
(

a
gcd(a,b) ,

b
gcd(a,b)

)
= ۱ (۴)

.gcd(a, b) = gcd(a+ nb, b) صحیح، اعداد همه  برای (۵)

برهان.
است. واض تعریف از استفاده با (۱)

با برابر یا بزرگ تر باید بنابراین است، شده تعریف مثبت صحیح عدد ی به عنوان مشترک مقسوم علیه بزرگ ترین (۲)
باشد. ۱

است. ساده تمرین ی (۳)

صحیح اعداد برخ ازای به بنابراین .gcd(a, b) = d کنید فرض کنیم. شروع gcd(a, b) به نام ی دادن با بیایید (۴)
لذا است. مقسوم علیه ی نیز مشترک مقسوم علیه بزرگ ترین زیرا ،b = sd و a = rd داریم s و r

gcd
( a

gcd(a, b)
,

b

gcd(a, b)

)
= gcd

(rd
d
,
sd

d

)
= gcd(r, s).

q و p صحیح اعداد برخ ازای به پس .gcd(r, s) = d′ کنید فرض دهیم. نسبت نام ی نیز ب م م این به بیایید
۱ از بزرگ تر d′ اگر است. b و a مقسوم علیه dd′ لذا .b = qdd′ و a = pdd′ بنابراین ،s = qd′ و r = pd′ داریم

دارد. تناقض ،b و a برای d بودن مشترک مقسوم علیه بزرگ ترین با این و است d از بزرگ تر dd′ آنگاه باشد،

چیزی خاص به طور و هستند مرتبط a+ nb مجموع با b و a مشترک مقسوم علیه بزرگ ترین که م گوید قسمت این (۵)
و مقسوم علیه ها بین ارتباط که م شناسیم قضیه ای چه بپرسیم خود از پس م کند. بیان آن ها مقسوم علیه درمورد
است نتیجه گیری هایی و مفروضات دارای ۱ .۲۷ قضیه که م شویم متوجه گذشته به نگاه با کند؟ بیان را مجموع ها

م دهد. رخ اتفاق چه ببینید و کرد خواهیم استفاده آن از بنابراین مجموع هاست. و مقسوم علیه شامل که

را a+nb عدد gcd(a, b) عدد ۱ .۲۷ قضیه بنابر لذا .gcd(a, b)|b و gcd(a, b)|a داریم ”ب م م“ تعریف از استفاده با
مقسوم علیه بزرگ ترین از کوچ تر باید این است. a+ nb و b مشترک مقسوم علیه gcd(a, b) بنابراین م کند. عاد

.gcd(a, b) ≤ gcd(a+ nb, b) داریم نتیجه در باشد، مشترک
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چون نیست، ل مش وجود این با هستیم. برابری ی خواهان کنیم. اثبات م خواستیم که نیست چیزی آن این
نظر به منطق .gcd(a+ nb, b) ≤ gcd(a, b) که کنیم ثابت باید بنابراین است. y ≤ x و x ≤ y با هم ارز x = y

است: سان ی تقریبا اثبات کنیم. استفاده بالا مشابه استدلال از بتوانیم که م رسد
gcd(a+nb, b) عدد ۱ .۲۷ قضیه بنابر لذا .gcd(a+nb, b)|b و gcd(a+nb, b)|a+nb داریم ب م م تعریف از استفاده با
بزرگ ترین از ب این است. a و bمشترک مقسوم علیه gcd(a+nb, b) بنابراین م کند. عاد را (a+nb)+(−n)b عدد

.gcd(a+ nb, b) ≤ gcd(a, b) داریم نتیجه در نیست، آن ها مشترک مقسوم علیه
داریم: ،gcd(a+ nb, b) ≤ gcd(a, b) و gcd(a, b) ≤ gcd(a+ nb, b) چون بنابراین

gcd(a, b) = gcd(a+ nb, b).

■

.۸ .۲۷ تمرین
بنویسید. (۴) قسمت برای پیراسته ای اثبات خلف برهان از استفاده با (آ)

کنید. ترکیب را استدلال دو م توانید آیا بنویسید. (۵) قسمت برای پیراسته ای اثبات (ب)

آموختید؟ درس هایی چه آن استدلال و فوق قضیه از (ج)

رایج اشتباه

کند؛ عاد را b و a از ی n باید آنگاه n|ab اگر م کنند فکر که است این م دهد رخ مبتدیان توسط که رایج اشتباه
نیست. برقرار همیشه ول

.۴ .۲۷ مثال
.۶ ∤ ۹ و ۶ ∤ ۴ ول است درست ۶|۴ × ۹ پس .b = ۹ و a = ۴ ،n = ۶ کنید فرض

a = ۴ = ۲ × ۲ داریم م دهد. رخ اتفاق چه م بینیم کنیم نگاه بیشتر اگر و است فوق گزاره برای نقض مثال این
و a از ،(۶ (یعن مقسوم علیه از بخش بنابراین ab = (۲ × ۲ × ۳ × ۳) = ۲ × (۲ × ۳) × ۳ لذا b = ۹ = ۳ × ۳، و

م آید. به دست b از بخش
ی تا کنیم اضافه فوق اشتباه گزاره  به اضاف شرط ی م توانیم که (۲۶۸ صفحه اقلیدس، لم (در دید خواهیم بعدا

کنیم. پرهیز غلط برداشت این از که است بهتر فعلا شود. تولید قضیه
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تمرین

یرید. ب نظر در را زیر گزاره های .۱

است، بخش پذیر ۳ بر n عدد (آ)
است، بخش پذیر ۹ بر n عدد (ب)

است، بخش پذیر ۱۲ بر n عدد (ج)
،n = ۲۴ (د)

است، بخش پذیر ۳ بر n۲ عدد (و)
است. بخش پذیر ۳ بر و است زوج n عدد (ه)

لازم و کاف ی کدام است؟ کاف ی کدام است؟ لازم ۶ بر n بودن بخش پذیر برای شرایط این از ی کدام
است؟

آن م توانید است. بخش پذیر ۵ بر x۵ − ۵ عدد و ۳ بر x۳ − x عدد ،x مثبت صحیح عدد هر برای که دهید نشان .۲
است؟ بخش پذیر n بر xn − x آیا دهید؟ تعمیم را

است. بخش پذیر ۳ بر x۳ − ۶x۲ + ۱۱x− ۶ عدد ،x ∈ Z هر برای دهید نشان .۳

.n|(n− ۱)! آنگاه نباشد، اول n ≥ ۴ عدد اگر ،n ∈ N هر برای دهید نشان .۴

هست. نیز gcd(a, b) مقسوم علیه ،b و a مشترک مقسوم علیه هر ،a, b ∈ Z همه  برای کنید ثابت .۵

.gcd(m+ ۱, n+ ۱)|mn− ۱ ،m,n ∈ Z همه  برای کنید ثابت .۶

نیست. درست این کند.“ عاد را b و a از ی n باید آنگاه n|ab ”اگر که است این بالا) در شده (ذکر رایج اشتباه .۷
که کنیم فرض این بر علاوه اگر است؟ درست این آیا م آید، به دست گزاره ای چه کنیم اضافه را a = b فرض اگر

م دهد؟ رخ اتفاق چه باشد اول n

،m,n ∈ Z همه  برای کنید ثابت .۸
m۲|n۲ =⇒ m|n.

کنید. اثبات را زیر موارد .۹

باشد. بخش پذیر ۲ بر آن رقم آخرین اگر تنها و اگر است بخش پذیر ۲ بر طبیع عدد ی (آ)
بخش پذیر ۴ بر م دهد یل تش آن آخر رقم دو که عددی اگر تنها و اگر است بخش پذیر ۴ بر طبیع عدد ی (ب)

باشد.
بخش پذیر ۸ بر م دهد یل تش آن آخر رقم سه که عددی اگر تنها و اگر است بخش پذیر ۸ بر طبیع عدد ی (ج)

باشد.
کنید؟ اثبات را آن تعمیم و دهید تعمیم را مطلب این م توانید آیا

دهید:  نشان بنابراین م کند. عاد را xn − yn عدد x− y ،n ∈ N هر و x, y ∈ Z همه  برای کنید ثابت .۱۰

است. بخش پذیر ۶ بر ۴ × ۱۱n + ۲ × ۵n عدد ،n هر برای (آ)
است. بخش پذیر ۵ بر ۶ × ۹n − ۴n عدد ،n هر برای (ب)

م کنند. تعریف Fn = ۲۲n
+ ۱ با را فرما عدد امین n ،n ∈ N که وقت .۱۱

کنید ثابت (آ)
n∏

k=۰
Fk = Fn+۱ − ۲.

داریم Fl و Fj مجزای فرمای عدد جفت هر برای که دهید نشان (ج)
.gcd(Fj , Fl) = ۱
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یده چ

.b = ka به طوری که باشد موجود k صحیح عدد اگر م کند، عاد را b صحیح عدد a صحیح عدد ◀

.a|b م نویسیم و است a بر بخش پذیر b گوییم ◀

است. b مقسوم علیه a گوییم ◀

.a|(mb+ nc) داریم n و m صحیح اعداد همه  برای آنگاه ،a|c و a|b اگر ◀

م کند عاد را عدد دو هر که صحیح عدد بزرگ ترین از است عبارت b و a عدد دو مشترک مقسوم علیه بزرگ ترین ◀
م دهیم. نشان gcd(a, b) با را آن و

عاد کند. را b و a از ی n که نم دهد نتیجه n|ab اینکه ◀



۲۸ فصل

اقلیدس وریتم ال

گردد. باورپذیر تا شود دیده باید وریتم ال هر

“.۱۹۹۹ ،۱ جلد کامپیوتر، برنامه نویس هنر نوت۱، ”دونالد

کرد:  خواهیم اعمال مسئله سه روی را آن است. قدرتمند بسیار ابزار ی اقلیدس۲ وریتم ال

عدد. دو مشترک مقسوم علیه بزرگ ترین کردن پیدا ●

.ax+ by = c ل به ش معادلات یعن ،۳۲x+ ۱۷y = ۴۵ مانند معادلات برای صحیح جواب های کردن پیدا ●

چیزی نکند یا کند عاد را b یا a اعداد n اینکه درمورد بتوانیم n|ab وقت به طوری که اضاف فرض های کردن پیدا ●
وییم. ب

بین که دهد نشان کار این امیدوارم داد. خواهیم نشان را نهایی نسخه برای آن ها ویرایش و اثبات ها خلق ونگ چ اینک
دارد. وجود زیادی تفاوت آن، ارائه ونگ چ و اثبات ی خلق روش

تقسیم لم

است. اول عوامل به آن ها تجزیه عددصحیح، دو مشترک مقسوم علیه بزرگ ترین کردن پیدا برای بدیه روش ی
مشترک و اول عامل های و داد، انجام (۱ .۲۵ (قضیه حساب اساس قضیه از استفاده با را کار این م توان که م دانیم
و ۴۴۰ = ۲۳ × ۵ × ۱۱ به عنوان مثال، م آید. به دست ب.م.م هم در مشترک عامل های این ضرب از کرد. پیدا را آن ها

.۲۲ × ۵ = ۲۰ با است برابر ب.م.م. بنابراین ،۵ و ۲۲ از عبارتند مشترک عامل های .۱۳۰۰ = ۲۲ × ۳۲ × ۵ × ۱۳
برای م دهیم. ارائه مفیدتر روش بی قاعده، روش این به جای است۳. سخت بزرگ اعداد تجزیه که است این ل مش

م کنیم. آغاز لم ی با کار این
تقسیم) (لم .۱ .۲۸ لم

به طوری که دارند وجود r و q منحصربه فرد صحیح اعداد آنگاه باشند، ناصفر صحیح اعداد y > ۰ و y و x کنید فرض
.۰ ≤ r < y که وقت x = qy + r

که دید م توان آسان به کنید. امتحان را نمونه چند است. منطق گزاره این که کنید متقاعد را خودتان باید که البته
قسمت . نیست صحیح احتمالا که م آید به دست عددی کنید، تقسیم y بر را x عدد باشند. م توانند چیزهایی چه r و q

م آید. به دست r و q مقدار روش این از .r = x− qy دهید قرار و بنامید q را عدد این صحیح

است. ا آمری از کامپیوتر علوم دانشمند و ریاض دان ی ۱۹۳۸ ژانویه زاده  (Donald Ervin Knuth) نوت اروین ۱دونالد

است. خاص کاری ی انجام برای دستورالعمل ها از فهرست وریتم ال هر ۲

است. وابسته واقعیت این به اینترنت امنیت است! سخت همان منظور ۳

۲۲۱
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خواهد داده (پاس هستیم؟ y > ۰ نیازمند چرا داریم؟ نیاز ناصفر صحیح عدد به چرا که کنید مطرح را سوال این باید
شد.)

روش دارند. وجود خاص منحصربه فرد اعداد که است این گزاره نتیجه برویم. پیش ریاض تفکر با بیایید برهان.
اثبات را آن بودن منحصربه فرد سپس و وجود ابتدا که است صورت این به مسئله هایی چنین به پرداختن برای استاندارد
که کنیم اثبات باید کنید.) یادداشت بعدی مسئله های با مواجهه برای خود ایده های ثبت دفترچه در را ایده (این کنیم.

شود. حاصل وجود اثبات از خاصیت این که دارد ان ام است. برقرار نیز ۰ ≤ r < y خاصیت
از اجتناب و تقسیم انجام برای راه ساده ترین آوریم. به دست را r باقیمانده و کنیم تقسیم y بر را x باید که است واض
استفاده تفریق از که است این دارد، وجود صحیح اعداد به جای حقیق اعداد با مواجهه در که وحشتناک ریاضیات همه
آید به دست عددی تا م دهیم ادامه را فرآیند این و م کنیم محاسبه را ...،x− ۳y ،x− ۲y ،x− y ر، به عبارت دی کنید.
عدد کوچ ترین جستجوی در بنابراین است. r نهایی، عدد آن شود. حاصل منف مقدار ی کنیم کم آن از را y اگر که
کنید فرض و بنامید r را عدد کوچ ترین این است. صحیح عدد ی s آن در که هستیم x− sy ≥ ۰ ل به ش صحیح
را آن ها r = x− qy رابطه ل به ش که هستند صحیح اعدادی r و q پس .r = x− qy به طوری که باشد صحیح عددی q

کرد. بازنویس x = qy + r ل به ش را آن م توان و م کردیم جستجو
r بودیم، جستجویش در که آن عضو کوچ ترین یرید؛ ب نظر در را S = {x− sy|s ∈ Z, x− sy ≥ ۰} مجموعه 
اعداد از ناته مجموعه  ی که است واض دارد. وجود عضو کوچ ترین این که دهیم نشان باید حقیقت، در است.
این دهم نشان که است این دهم انجام باید که آنچه همه  بنابراین باشد.۴ داشته عضو کوچ ترین باید مثبت صحیح

دارم! نیاز آن وجود به فقط کنم، پیدا را عضو کوچ ترین نیستم مجبور نیست. خال مجموعه
داریم نیاز منف s ی به حالت این در چطور؟ x < ۰ اگر .x− (۰ × y) = x ∈ S زیرا x ∈ S آنگاه ،x > ۰ اگر

.x(۱ − y) ∈ S بنابراین .x− xy = x(۱ − y) ≥ ۰ آنگاه ،x < ۰ اگر خوب، بسیار .x− sy ≥ ۰ به طوری که
مشاهده که همانطور و باشد عضو کوچ ترین دارای باید و است مثبت صحیح اعداد از ناته مجموعه  ی S بنابراین

م دهد. دست به را r و q این کردیم،
کامل به طور دادیم انجام بالا در که کاری باشید داشته توجه کرد. خواهیم بازنویس ریاض روش به را استدلال اینک
یا داریم نیاز آن به چرا اینکه توضیح بدون S مجموعه  تعریف با را پیراسته پاس به عنوان مثال است. شده پیراسته ، پاس از
نم کنیم سع اما دارند، وجود r و q که کنیم متقاعد را فرد م کنیم تلاش است درست م کنیم. آغاز است، آمده کجا از

دهیم. نشان را اثبات یافتن ونگ چ

آنگاه x < ۰ اگر یرید. ب نظر در را S = {x− sy|s ∈ Z, x− sy ≥ ۰} مجموعه 
بنابراین .x − (۰ × y) = x ∈ S زیرا x ∈ S آنگاه ،x > ۰ اگر .x(۱ − y) ∈ S بنابراین، .x − xy = x(۱ − y) ≥ ۰
بنامید r را عضو کوچ ترین این است. عضو کوچ ترین دارای و است مثبت صحیح اعداد از ناته مجموعه  ی S
r = x − qy رابطه با که هستند صحیح اعداد r و q پس .r = x − qy به طوری که باشد صحیح عدد q کنید فرض و

کرد. بازنویس x = qy + r ل به ش را آن م توان و یافتیم
شروع S مجموعه  تعریف با شد. آغاز اصل کار وسط در جایی از پیراسته اثبات که کنید توجه آموختیم: که درس
انجام که است این آموزنده نکته لذا شود. مواجه اثبات با دارد سع که باشد کس گام اولین این نم کنم باور کردیم.

اند. متفاوت بسیار آن ارائه و اثبات
زیرا است، واض نامساوی اولین .۰ ≤ r < y که دهیم نشان باید به هر حال کردیم. اثبات را وجودی مسئله کنون تا

ی که م کنیم را کاری همان r؟ < y که دهیم نشان ونه چ است. نامنف صحیح اعداد از S ناته مجموعه  عضو r

م دهد: رخ اتفاق چه ببینید و م کنیم کم ری دی از را ی عدد دو مقایسه برای م دهد. انجام ریاض دان

r − y = (x− qy)− y = x− (q + ۱)y.

درمورد اگر م کنم. خطر احساس بودن واض ادعای این به اعتراض دلیل به ارانم هم جانب از م کنم، پنهان را چیزی واقعا اما است، واض ۴

مهم حاضر حال در کرد. خواهم دریافت غیره و مرگ آمیز تهدیدهای ایمیل ها، نامه ها، نگویم، چیزی م آید به دست خوش ترتیبی اصل از اینکه
ببینید. را فصل انتهای تمرین های ول نیست.
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این چرا؟). م دانید آیا ) است r از کمتر اما م باشد. S در که است “x − sy” ل به ش دقیقا r − y که م دانیم حال
صدق (x − sy ≥ ۰ (یعن بودن S عضو ر دی شرط در r − y لذا، است. تناقض در r بودن S عضو کوچ ترین با

.r < y نتیجه در ، r − y = x− y(۱ + q) < ۰ باشیم داشته باید بنابراین نم کند.
است. ۰ از کمتر r − y عبارت م دهیم نشان ،r < y دهیم نشان اینکه برای آموختیم: که درس

م آید. به دست پیراسته پاس آخرین از مستقیم به طور زیر پاس دهیم. انجام را کار این از پیراسته نسخه ی بیایید
داریم همچنین ،۰ ≤ r پس است، نامنف اعدادصحیح از مجموعه  ی S و r ∈ S اینکه از

r − y = (x− qy)− y = x− (q + ۱)y,

باشد. کوچ تر r − y باید و است S عضو کوچ ترین r اما .r − y ∈ S آنگاه ،x − (q + ۱)y ≥ ۰ اگر بنابراین،
.r < y یعن r − y = x− y(q + ۱) < ۰ بنابراین،

اعداد که م کنیم فرض م کنیم. استفاده خلف برهان از و کرده عمل ریاض دانان مانند منحصربه فردی، اثبات برای
نشان سپس و متفاوت اند آن ها که م کنیم فرض یعن م شود. تناقض به منجر این که م دهیم نشان و نباشند منحصربه فرد
باشند! سان ی و متفاوت هم زمان نم توانند اما نیستند. متفاوت آن ها ر، به عبارتِ دی است، صفر آن ها اختلاف که م دهیم
یا q 6= q′ و کنند صدق x = q′y + r′ رابطه در ۰ ≤ r′ < y شرط با که باشند موجود r′ و q′ اعداد کنید فرض
از را طرفین معمول به طور آنگاه هستند.) متفاوت (q′, r′) و (q, r) زوج های که است معن این به دوم این ) .r 6= r′

آید به دست زیر تساوی تا م کنیم کم هم
۰ = (q − q′)y + (r − r′).

م گیریم نظر در را q− q′ > ۰ حالت اینک .q 6= q′ باشیم داشته باید بنابراین .(q− q′)y = r′ − r که م دهد نشان این
آسان تر را آن فقط باشد. مناسبی مسیر این که نیستم مطمئن است. مثبت (q − q′)y = r′ − r در (q − q′)y عبارت لذا و
هر r′ و r زیرا است، تناقض این اما .y ≤ r′ − r بنابراین است، ۱ برابر حداقل q − q′ آنگاه ،q − q′ > ۰ اگر سازد. م

هستند. y از کوچ تر و نامنف دو
توجه q − q′ < ۰ یعن باشیم، داشته q < q′ برای مشابه بحث م توانیم احتمالا اکنون .q > q′ حالت درمورد این
غیر در است. q′ از بزرگ تر q کرد فرض م توان کلیت دادن دست از بدون همواره نیست. q′ و q بین خاص تفاوت کنید

نامید. q را q′ و q′ را q م توان این صورت
پیراسته: راه حل اینک

شرط با که دارند وجود r′ و q′ اعداد بنابراین نباشند. منحصربه فرد r و q کنید فرض
.r = x−qy = x−q′y = r′ آنگاه ،q = q′ اگر .r 6= r′ یا q 6= q′ و م کنند صدق x = q′y+r′ رابطه در ۰ ≤ r′ < y
و x = qy + r لذا، .q′ < q م کنیم فرض کلیت دادن دست از بدون هستند. متمایز q′ و q کرد فرض م توان بنابراین
اما .y ≤ r − r′ بنابراین است، ۱ برابر حداقل و q − q′ > ۰ چون .(q − q′)y = r − r′ که م دهد نتیجه x = q′y + r′

. است تناقض در هستند y از کوچ تر و نامنف دو هر r′ و r اینکه با این
انجام دو هر منحصربه فردی و م کند) صدق آن در که شرط جمله (از وجود از اعم بخش ها همه م بینید که همان طور
■ شد.

تقسیم لم تعمیم

است منطق نظر به بحث ها، این همه از پس بود؟ ضروری y > ۰ شرط کنیم. نگاه تقسیم لم فرض به دوباره بیایید
کنیم: پیدا را r و q صحیح اعداد بتوانیم باید ،x = ۲۱ و y = −۵ اگر که

بود، منف y اگر کرده ایم. استفاده حقیقت، در م کنیم؟ استفاده y > ۰ فرض از واقعا آیا .۲۱ = (−۴) × (−۵) + ۱
شود. کم چیزی داریم نیاز اینکه برخلاف م شود اضافه مقداری ،x− sy عبارت در مثبت s برای آنگاه

این بتوان که دارد وجود اثبات شاید اما بود. لازم اثبات برای شرط این کرد؟ حذف را ۰ < y فرض م توان پس
است. مثبت پاس دهیم تغییر اندک را نتیجه هرگاه گرفت؟ نادیده آن در را فرض

۰باشد؛ ≤ r < −۵ که است نیاز آنگاه ،y = −۵ دهیم قرار اگر است. لازم y > ۰ فرض ۰ ≤ r < y شرط در
که است این y = −۵ برای نیاز مورد شرط لذا م کنیم، زین جای را y مطلق قدر نم شود. محقق هرگز که شرط

داریم:  قضیه ی حالا باشد. ۰ ≤ r < | − ۵| = ۵
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تقسیم) لم (تعمیم .۲ .۲۸ لم

به طوری که دارند وجود r و q منحصربه فرد صحیح اعداد در این صورت باشند. صفر غیر صحیح اعداد y و x کنید فرض
.۰ < r ≤ |y| که وقت ،x = qy + r

حالت های با برخورد هنگام اغلب م دهیم. انجام y < ۰ برای اینک کرده ایم، اثبات y > ۰ برای را قضیه قبلا برهان.
عنصر بزرگ ترین به باید اما م توانیم، احتمالا نیز مورد این در کنیم. تکرار جزئ اصلاحات با را اثبات م توانیم مختلف
صحیح اعداد به طبیع اعداد تعمیم برای هوشمندانه روش ی مورد این در بااین حال، کنیم. دقت ر دی چیزهای و S در

ببینیم. عمل در را روش این بیایید کرد. استفاده نیز ر دی شرایط در را آن م توان دارد، وجود
منف عدد ی قرینه y′ چون آنگاه ،y′ = −y دهیم قرار اگر بنابراین است. برقرار y > ۰ برای قضیه که م  دانیم

گرفت: به کار y′ و x روی را تقسیم لم م توان بنابراین م باشد. مثبت است،
چیزی چه م دهد رخ y برای که آنچه درمورد این .۰ ≤ r′ < y′ و x = q′y′ + r′ به طوری که دارند وجود r′ و q′ اعداد
که x = (−q′)y + r′ یعن .۰ ≤ r′ < −y که وقت x = q′(−y) + r′ داریم: y′ به جای −y زین جای با م گوید؟

.۰ ≤ r′ < | − y|
یافتیم. ۰ ≤ r < |y| و x = qy + r شرایط با را r و q اعداد پس .r = r′ و q = −q′ کنید فرض

۰ < y حالت در آیا م کند. منحصربه فرد r و q ادعای گزاره این زیرا خیر، کرده ایم؟ اثبات را جدید نسخه یعن این آیا
استفاده آن از که دید خواهید کنید، بررس و برگردید عقب به اگر کردیم؟ استفاده ۰ < y از فردی منحصربه اثبات برای
اثبات از بخش داد. انجام را زیر کار دو از ی م توان رو، این از شد. استفاده آن از وجودی بخش اثبات در نکرده ایم،

است.“ ۱ .۲۸ قضیه اثبات مشابه منحصربه فردی ”اثبات وییم ب یا کرده بازنویس را
م دهیم. ارائه لم تعمیم از پیراسته ای اثبات حال

و x = qy′ + r به طوری که r و q صحیح اعداد ۱ .۲۸ قضیه بر بنا لذا ،y′ = −y دهید قرار تقسیم) لم (تعمیم  برهان.
است. ۱ .۲۸ قضیه اثبات مشابه r و q بودن منحصربه فرد اثبات .۰ ≤ r < |y| و x = (−q)y + r پس .۰ ≤ r < y′

که کند توجه باید خواننده کردیم. استفاده r و  q از فقط نکردیم، استفاده r′ و  q′ نماد از اثبات در که باشید داشته توجه
■ باشد. مبهم نمادگذاری ها است ن مم گاه است! نظر مورد q همان −q م رود به کار x = (−q)y + r وقت

آموختیم: که درس هایی
کنید، بررس را مختلف کتاب های اگر است. ری دی از کل تر دو این از ی شد، بیان تقسیم لم از متفاوت نسخه دو •
است. مرسوم بسیار ریاضیات در چیزی چنین م دهند. ارائه را آن ها از ی فقط معمولا نویسندگان که شد خواهید متوجه
م کنند. انتخاب را ساده تر گزاره و م زنند گزینش به دست بنابراین ندارند، نیازی نتیجه ی تعمیم به نویسندگان از بعض
یافت. را حل روش م توان آن از پس کنید. استفاده مثبت صحیح عدد از باید ابتدا صحیح اعدد به مربوط مسائل برای •
مورد منف حالت اثبات برای را مثبت حالت از استفاده روش سپس کنیم. استفاده استقرا روش از است ن مم مثال، برای

م دهیم. قرار استفاده

اقلیدس وریتم ال

۰ ≤ r < y شرط با را r و q اعداد ،y و x زین جای با لم در است. تقسیم لم از رر م استفاده فقط اقلیدس وریتم ال
شود. صفر باقیمانده تا م دهیم ادامه را کار این م دهیم. قرار لم در را r و y سپس آورده، به دست

اقلیدس وریتم ال .۱ .۲۸ قضیه

و rk ... ،r۳ ،r۲ ،r۱ دنباله   ی و qk ،...،q۲ ،q۱ صحیح اعداد در این صورت باشند. صحیح اعداد y و x کنید فرض
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به طوری که: دارند وجود مثبت صحیح اعداد از rk+۱ = ۰

x = q۱y + r۱

y = q۲r۱ + r۲
r۱ = q۳r۲ + r۳

r۲ = q۴r۳ + r۴
...

rk−۲ = qk−۱rk−۱ + rk

rk−۱ = qkrk + ۰.

که است این نزول دنباله ی از منظور این جا در .gcd(x, y) = rk همچنین
.۰ < rk < ... < r۲ < r۱

.۱ .۲۸ توجه -
را صحیح عدد دو ب.م.م محاسبه برای ارزشمند روش زیرا است؛ آن پایان بخش بالا، قضیه بخش مهم ترین واق در

م کند. تشریح

داریم مرحله هر در کنیم؛ اعمال بارها و بارها را تقسیم لم که است بدیه برهان.
مراحل، از مرحله ای در نهایتا فرآیند این داریم نامنف نزول دنباله ی ی چون چرا؟) م دانید (آیا .۰ ≤ ri ≤ ri−۱

آنگاه ،a|b اگر که حقیقت این و ۴ .۲۷ قضیه (۵) و (۱) قسمت های باتوجه به حال م کند. تولید را ۰ باقیمانده مقدار
داریم ،gcd(a, b) = a

■ گرفت. نتیجه را gcd(x, y) = rk م توان آن کم به و  gcd(x, y) = gcd(y, r) = gcd(r, y)

م بینیم. عمل در را وریتم ال ابتدا دهیم. م ارائه را وریتم ال کاربردهای از برخ اینک

ب.م.م محاسبه

.۱ .۲۸ مثال
کنید. محاسبه را gcd(۱۴۴۴۱,۳۵۶۳) مقدار

م کنیم: اعمال بار چندین را تقسیم لم

۱۴۴۴۱ = ۴ × ۳۵۶۳ + ۱۸۹
۳۵۶۳ = ۱۸ × ۱۸۹ + ۱۶۱

۱۸۹ = ۱ × ۱۶۱ + ۲۸
۱۶۱ = ۵ × ۲۸ + ۲۱

۲۸ = ۱ × ۲۱ + ۷
۲۱ = ۳ × ۷ + ۰.

.gcd(۱۴۴۴۱,۳۵۶۳) = ۷ بنابراین

که م خواستیم اگر ندارد. خاص معن پایانش و شروع که است روح بدون محاسبه ای روش این باشید داشته توجه
هم در با و نیست، ساده ای کار که یافته را ۳۵۶۳ و ۱۴۴۴۱ عامل های همه باید کنیم، پیدا را ب.م.م روشن تری روش به
دید خواهید دهید، انجام را کار این کنید سع بیابیم. را مشترک مقسوم علیه بزرگ ترین مشترک، عوامل همه کردن ضرب

است. آسان تر بالا روش که
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.۱ .۲۸ تمرین
بیابید. را gcd(۳۱۵,۴۶۲) مقدار (آ)

بیابید. را gcd(۵۴۶,۹۱۰۰) مقدار (ب)

کنید. اثبات را زیر گزاره ،۴ .۲۷ قضیه (۵) قسمت از استفاده بدون (ج)
کنید ثابت .x = qy + r و نم کند عاد را x عدد y عدد ،x, y, q, r ∈ Z برای کنید فرض

کوچ تر، مسئله های به آن ستن ش با مسئله ی حل ونگ چ از است کامل مثال ) .gcd(x, y) = gcd(y, r)

بزرگ ترین d که دهید نشان سپس م کند. عاد را r و y اعداد d آنگاه ،gcd(x, y) = d اگر که دهید نشان ابتدا
ی که کنید فرض است. خلف برهان روش به اثبات از کامل مثال آخر قسمت است. خاصیت این با صحیح عدد

دهید.) ادامه و دارد وجود بزرگ تر عدد

کرد. تولید جالبی قضیه م توان وریتم ال کردن معکوس با

.۲ .۲۸ قضیه
به طوری که دارند وجود l و k صحیح اعداد در این صورت باشند. صحیح عدد دو y و x کنید فرض

.kx+ ly = gcd(x, y)

■ ببینید.). را زیر مثال تلاش، از (قبل تمرین برهان.

.۲ .۲۸ مثال
کنید. بیان ،k, l ∈ Z به طوری که ۱۴۴۴۱k + ۳۵۶۳l ل به ش را gcd(۱۴۴۴۱,۳۵۶۳) مقدار

م کنیم. کار عقب به رو و م گیریم نظر در ۱ .۲۸ مثال در را اقلیدس وریتم ال خروج نظر، مورد عبارت کردن پیدا برای
م کنیم: استفاده محاسبات سطر پایین ترین از ابتدا .gcd(۱۴۴۴۱,۳۵۶۳) = ۷ آوردیم: به دست مثال آن در

۷ = ۲۸ − ۱ × ۲۱
= ۲۸ − ۱ × (۱۶۱ − ۵ × ۲۸) وریتم ال چهارم خط از استفاده با ۲۱ زین جای
= ۶ × ۲۸ − ۱ × ۱۶۱
= ۶ × (۱۸۹ − ۱ × ۱۶۱)− ۱ × ۱۶۱ سوم خط از استفاده با ۲۸ زین جای
= ۶ × ۱۸۹ − ۷ × ۱۶۱
= ۶ × ۱۸۹ − ۷ × (۳۵۶۳ − ۱۸ × ۱۸۹) دوم خط از استفاده با ۱۶۱ زین جای
= ۱۳۲ × ۱۸۹ − ۷ × ۳۵۶۳
= ۱۳۲ × (۱۴۴۴۱ − ۴ × ۳۵۶۳)− ۷ × ۳۵۶۳ اول خط از استفاده با ۱۸۹ زین جای
= ۱۳۲ × (۱۴۴۴۱ − ۴ × ۳۵۶۳)− ۷ × ۳۵۶۳
= ۱۳۲ × ۱۴۴۴۱ − ۵۳۵ × ۳۵۶۳.

.l = −۵۳۵ و k = ۱۳۲ بنابراین

امتیاز دو ندارند وجود که دهید نشان اگر و پاس برای امتیاز ی هستند؟“ منحصربه فرد l و k آیا ” سوال به اگر
داد: نشان م توان سادگ به م گیرید.

۷ = (۳۲ + ۳۵۶۳)× ۱۴۴۴۱ − (۵۳۵ + ۱۴۴۴۱)× ۳۵۶۳.

کردیم. استفاده ab− ba = ۰ رابطه از فقط که باشید داشته توجه
استفاده آن از دیوفانت معادلات به مربوط بخش در و نم شود خاص ل مش به منجر منحصربه فردی عدم این به طورکل

شد. خواهد



اقلیدس وریتم ال .۲۸۲۲۷

اقلیدس لم

اضافه کردن با کند. عاد را b یا a از ی n که ندارد ضرورت آنگاه n|ab اگر که دیدیم یرید، ب نظر در را ۴ .۲۷ مثال
این که باشید داشته توجه م نامیم. اقلیدس لم را حاصل گزاره  آورد. به دست را گزاره ای چنین م توان بیشتر فرض ی

است! اقلیدس وریتم ال از نتیجه ی لم

اقلیدس) (لم .۱ .۲۸ نتیجه
.n|b آنگاه ،gcd(n, a) = ۱ و n|ab اگر باشند. طبیع اعداد b و a ،n کنید فرض

.knb + lab = b بنابراین .kn + la = ۱ به طوری که دارند وجود l و k صحیح اعداد ، gcd(n, a) = ۱ چون برهان.
■ .n|b یعن .n|knb+ nab پس .n|ab داریم همچنین .n|knb است بدیه

کند. عاد باید را b عدد ،n آنگاه نکند عاد را a عدد ،n و n|ab اگر بالا، لم باتوجه به
اهمیت با آنچنان است“ ۱ برابر عدد دو مشترک مقسوم علیه ”بزرگ ترین اینکه بر مبن بالا لم در شده استفاده شرط

م دهیم. نسبت ویژه نام آن به که است

.۱ .۲۸ تعریف
گوییم. اول هم به نسبت یا متباین را آن ها باشد، ۱ صحیح عدد دو مشترک مقسوم علیه بزرگ ترین اگر

.۲ .۲۸ تمرین
بیابید. متباین صحیح اعداد از نامثال هایی و مثال ها

یریم. ب نتیجه را زیر قضیه م توانیم اقلیدس لم کم به

.۳ .۲۸ قضیه
م کند. عاد را b یا a ، p آنگاه کند، عاد را ab و باشد اول p اگر

.۳ .۲۸ تمرین
کنید. اثبات را فوق قضیه

کرد. اثبات بودن گنگ  درمورد نتیجه ای م توان قضیه این از
.۲ .۲۸ نتیجه

است. گنگ عددی √
n آنگاه نباشد، مربع n عدد اگر

ل ش ساده ترین در r
s کنید فرض باشند. صحیح اعداد s و r که √

n = r
s کنید فرض خلف، برهان از استفاده با برهان.

.r۲ = ns۲ داریم و s > ۱ لذا نیست، مربع n چون .gcd(r, s) = ۱ مشترک، عامل هر حذف از پس یعن باشد، خود
عاد را s و r عدد دو هر p بنابراین .p|r قبل قضیه باتوجه به پس p|r۲. لذا باشد. s از اول مقسوم علیه هر p کنید فرض
■ است. تناقض در gcd(r, s) = ۱ با این و م کند

نداشت. بخش پذیری با ارتباط ظاهر در که کردیم اثبات را چیزی بخش پذیری، نتایج از استفاده با که باشید داشته توجه

دیوفانت معادلات

به معادلات برای صحیح پاس جستجوی در است. متغیره دو خط معادلات صحیح پاس های یافتن بعدی، مرحله
هستند. معلوم طبیع اعداد c و n ،m آن در که هستیم mx+ ny = c فرم

معادله  را معادلات چنین چرا؟ م دانید آیا م آوریم. به دست نیز mx−ny = c معادله  برای پاس هایی پاداش، به عنوان
گویند.  دیوفانت) ساندر ال نام از (برگرفته دیوفانت
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.۴ .۲۸ قضیه
اگر م کنند صدق mx+ ny = c معادله  در که دارند وجود y و x صحیح پاس های n و m طبیع اعداد همه  برای (۱)

.gcd(m,n)|c اگر تنها و

،t ∈ Z هر برای لذا باشند. mx+ ny = c معادله  پاس های y = Y و x = X کنید فرض (۲)

x = X +
n

gcd(m,n)
t, y = Y − m

gcd(m,n)
t

بالاست. ل به ش جواب ها همه  حت است. جواب ی نیز

بنویسید. تمرین ی به عنوان را پیراسته پاس م توانید نوشته ام، را ایده ها برهان.

واض نیم. م ش “ اگر ”تنها و ”اگر“ بخش دو به را آن بنابراین است. اگر“ تنها و ”اگر ل به ش گزاره ای این (۱)
از نوشتن مختصر برای بنابراین بنویسیم. را gcd(m,n) عبارت بارها و بارها پاس این طول در مجبوریم که است

م کنیم. استفاده d = gcd(m,n) نماد 

نشان چیزی چه داریم، قصد باشد. mX + nY = c ل به ش پاسخ دارای mx + ny = c معادله  کنید فرض
است. Y و X ،n ،m حسب بر c که م دانیم م دانیم؟ چه م کند. عاد را c عدد d که دهیم نشان م خواهیم دهیم؟
را n و m از خط ترکیب ی d عدد ۱ .۲۷ قضیه بر بنا است. n و m مقسوم علیه d که م دانیم تعریف، باتوجه به

م کند. عاد را c عدد d پس است) خط ترکیب (ی mX + nY = c چون بنابراین م کند. عاد نیز
چه خاص به طور داریم؟ اطلاعات چه کند. عاد را c عدد d کنید فرض م پردازیم: هم ارزی ر دی سمت به حالا
معادله  ۲ .۲۸ قضیه طریق از م توان که م دانیم م دانیم؟ مشترک مقسوم علیه بزرگ ترین و معادلات درمورد چیزی
باشید داشته (توجه .mk + nl = d به طوری که کنیم پیدا را l ای و k م توانیم یعن کرد؛ حل را mx + ny = d

ما نیست! ل مش نیستند. سان ی lها و k است، قضیه این در علائم با تضاد در قضیه آن در علامت گذاری که
داریم؛ را آن حل قصد که نیست معادله ای mx + ny = d اما برآییم.) آن عهده از م توانیم و هستیم ریاض دان

ی روی که عمل هر آوریم. به دست را آن م توانیم c
d در d ضرب با .d نه باشد c آن راست سمت در م خواهیم

c در و تقسیم d بر را طرف دو هر اگر بنابراین، کنیم. اعمال نیز ر دی طرف روی باید م دهیم انجام معادله طرف
داریم: کنیم، ضرب

c(mk + nl)

d
= c.

معادله  در یعن است. صحیح پاس  دارای mx+ ny = c معادله  آنگاه کند، عاد را cl و ck اعداد d اگر پس

m
ck

d
+ n

cl

d
= c,

م کند. عاد را c عدد d فرض، به بنا زیرا است درست این هستند. صحیح cl
d و ck

d اعداد

واقع پاس ی ( y = Y و x = X شده  داده پاس باتوجه به ) پیشنهادی پاس که داد نشان م توان زین جای با (۲)
دهید.). قرار معادله در را y = Y − m

gcd(m,n) t و x = X + nt
gcd(m,n) ) است معادله

ل ش این آیا باشد. X + n
d t ل به ش t ∈ Z ی ازای به x پاس های همه کنید فرض کنیم. جستجو بیشتر بیایید

نوشتن فرآیند طول در و بعدا کار این کنید! امتحان را آن است. چنین بله م دهد؟ قرار اختیار در را y درست
که م دانیم م دانیم؟ را چیزی چه شود! آورده پایان در باید ه بل شود نوشته مرحله این در نباید بود. خواهد مفید
c فاقد این غیره. و x = X + n

d t که دهیم نشان م خواهیم م خواهیم؟ چه .mX + nY = c و mx + ny = c

است سودمند که م آید به دست معادله ا ی c حذف با بنابراین کنیم. حذف بالا معادله دو از را c م توانیم پس است
را معادله بنابراین و داریم نیاز d به که است این بیانگر واقعیت آخرین .x−X = n

d که دهیم نشان م خواهیم زیرا
م کنیم: تقسیم d بر

m(x−X)

d
+
n(y − Y )

d
= ۰.
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ر: به عبارتِ دی یا

x−X =
n

d

(
− d(y − Y )

m

)
.

−d(y−Y )
m برابر باید t صحیح عدد مقدار آنگاه م کند، عاد را d(y− Y ) عدد m که دهیم نشان بتوانیم اگر بنابراین

امتحان را gcd(m,n) = ۱ مورد نتوانستید، اگر م گذارم. شما عهده به را آن بنابراین نیست، سخت خیل این باشد.
کنید.

■

.۴ .۲۸ تمرین
دهید. ارائه را بالا اثبات از پیراسته ای نسخه 

نامتناه جواب، مجموعه آنگاه باشد، داشته وجود پاس ی اگر که م گوید قضیه (۲) قسمت که باشید داشته توجه
است.

.۳ .۲۸ مثال
بیابید. را ۵۱x+ ۲۱y = ۱۸ دیوفانت معادله  صحیح پاس های همه

م کنیم: پیدا را ۵۱ و ۲۱ مشترک مقسوم علیه بزرگ ترین ابتدا

۵۱ = ۲ × ۲۱ + ۹
۲۱ = ۲ × ۹ + ۳

۹ = ۳ × ۳ + ۰.

کردن معکوس با اینک است. جواب دارای معادله پس ۳|۱۸ چون است. ۳ برابر مشترک مقسوم علیه بزرگ ترین بنابراین
داریم: وریتم ال

۳ = ۲۱ − ۲ × ۹
= ۲۱ − ۲(۵۱ − ۲ × ۲۱)
= ۵ × ۲۱ − ۲ × ۵۱

۱۸ = ۳۰ × ۲۱ − ۱۲ × ۵۱, ۱۸
۳ = ۶ در ضرب از ,پس

بنابراین
y = ۳۰ و x = −۱۲

ل به ش پاس ها دهید.) قرار y = ۳۰ و x = −۱۲ ) لذا هستند. ۵۱x+ ۲۱y = ۱۸ معادله  پاس

X +
۲۱
۳ t = −۱۲ + ۷t, Y − ۵۱

۳ t = ۳۰ − ۱۷t,

یعن باشد. م تواند صحیح عدد هر t که م باشند
x = −۱۲ + ۷t و y = ۳۰ − ۱۷t

هستند. ۵۱x+ ۲۱y = ۱۸ معادله  صحیح پاس های

.۴ .۲۸ مثال
معادله  جواب های جواب ها، این از استفاده با م توانیم

است.) کرده تغییر ⁃ به + علامت آن در که است قبل معادله  همان این ) کنیم. پیدا را ۵۱x− ۲۱y = ۱۸
ل به ش باید پاس ها قبل مثال باتوجه به کنیم، بازنویس ۵۱x+ ۲۱(−y) = ۱۸ ل به ش را معادله م توانیم چون

x = −۱۲ + ۷t, − y = ۳۰ − ۱۷t,
یا

x = −۱۲ + ۷t, y = −۳۰ + ۱۷t
باشند.
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تمرین

مقادیر .۱
بیابید. را gcd(−۱۲۸۷۰,۴۹۱۴) (ب) و gcd(۱۴۵۹۲,۶۴۶۸) (آ)

کنند. صدق ۱۴۵۹۲m+ ۶۴۶۸n = ۱۲ معادله  در که بیابید طوری را n و m صحیح اعداد .۲

کنند. صدق ۴۹۱۴m+ ۱۲۸۷۰n = ۲۳۴ معادله  در که بیابید طوری را n و m صحیح اعداد .۳

بیابید. را زیر دیوفانت معادلات صحیح پاس های همه .۴

،۳۱۵x+ ۲۶۴y = ۱۸ (آ)
،۳۱۵x+ ۲۶۴y = ۲۴ (ب)

،۷۶۴۴x+ ۱۳۸۶y = ۸۴ (ج)
.۱۳۸۶x+ ۷۶۴۴y = ۱۲۶ (د)

مجموعه  هر است؛ طبیع اعداد درمورد فرض که شد. استفاده طبیع اعداد خوشترتیبی اصل از تقسیم لم در .۵
است. عضو کوچ ترین دارای طبیع اعداد از ناته

بنویسید. “ ... آنگاه ”اگر... ل به ش را اصل (آ)
مثبت پاس اگر داد؟ تعمیم صحیح اعداد مجموعه به م توان است طبیع اعداد مجموعه  درمورد که فرض آیا (ب)
برقرار حقیق اعداد درمورد (به هر حال، دهید. ارائه نقض مثال است منف پاس اگر و کنید اثبات را آن است،

(.S = {x ∈ R|x > ۰} کنید فرض مثال برای نیست.
کردیم؟ استفاده اصل این از ریاض استقرا اصل اثبات کجای در (ج)

مورد باید که دارد وجود حالت دو (نکته: کنید. اثبات را تقسیم لم x صحیح عدد روی قوی استقرا از استفاده با .۶
(.x > y و x ≤ y گیرد: قرار بررس

یرید. ب نظر در را آن اثبات و اقلیدس لم .۷

است. شده استفاده مفروضات از اثبات کجای در که کنید مشخص (آ)
است؟ شده استفاده قضایا کدام از اثبات در (ب)

x, y ∈ N شرط یعن م دهد؟ رخ اتفاق چه یریم ب نادیده را gcd(x, y) = ۱ فرض اقلیدس لم در که وقت (ج)
کنید. تعدیل x, y ∈ Z شرط به را

g = gcd(a+ b, a− b) دهید قرار نکته: ) .gcd(a+ b, a− b) ≤ ۲ کنید ثابت باشند. متباین b و a کنید فرض .۸
گیرید.) به کار gcd(g,۲) روی را موارد این g|۲b و g|۲a دهید نشان

نم شود؟ نتیجه r′ و q′ از خودکار به طور r و q منحصربه فردی تقسیم لم تعمیم ل ش در چرا .۹

یعن کنید. تعریف i ≥ ۳ برای را pi و i ≥ ۱ برای را qi تقسیم لم از استفاده با باشند. عدد دو q۱ و p۱ کنید فرض .۱۰
کنید.۵ رسم تصویر ی نتیجه این توضیح برای .p۱p۲ =

∑
i=۱ qip

۲
i+۱ کنید ثابت .pi−۲ = qi−۲pi−۱ + pi

کوچ ترین از است عبارت و م دهیم نشان lcm(a, b) با را b و a صحیح عدد دو مشترک مضرب کوچ ترین .۱۱
کنید. اثبات را زیر موارد .ma = nb = l ،n و m همچون صحیح اعداد برای به طوری که l نامنف صحیح عدد

است. l از مضربی b و a از مشترک مضرب هر (آ)
.lcm(ra, rb) = rlcm(a, b) ،r مثبت صحیح عدد هر ازای به (ب)

.lcm(a, b)gcd(a, b) = |ab| (ج)

م کند. روشن را زیادی چیزهای تصویر، دهید. انجام را کار این نکرده اید، رسم گذشته در را آن از تصویری هرگز اگر مدرسان: ۵
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یده چ

به طوری که دارند وجود r و q صحیح اعداد باشند. ناصفر صحیح اعداد b و a کنید فرض : تقسیم لم تعمیم ◀
.۰ ≤ r < |y| و x = qy + r

کرد. محاسبه را gcd(a, b) اقلیدس، وریتم ال از استفاده با م توان ◀

.n|b آنگاه ،gcd(n, a) = ۱ و n|ab اگر باشند. طبیع اعداد b و a ،n کنید فرض اقلیدس: لم ◀

باشد. ۱ آن ها مشترک مقسوم علیه بزرگ ترین اگر م شوند، نامیده اول) هم به (نسبت متباین صحیح، عدد دو ◀

اگر کنند، صدق mx+ ny = c معادله  در که دارند وجود y و x صحیح پاس های n و m طبیع اعداد همه  برای ◀
.gcd(m,n)|c اگر تنها و

یافت. را جواب ها همه م توان جواب ی یافتن با همچنین ◀

کوچ ترین از است عبارت و م دهیم نشان lcm(a, b) با را b و a صحیح عدد دو مشترک مضرب کوچ ترین ◀
.ma = nb = l ،n و m مانند صحیح اعداد برای به طوری که l نامنف صحیح عدد



۲۹ فصل

پیمانه ای حساب

دارم. دوست من که است حساب از نوع این

وه“ باش هفت فیلم در و ”چی

نظر به عمیق و مفید بود. افتاده پیش پا اسباب بازی ی شبیه نبودم؛ پیمانه ای حساب تأثیر تحت دانش آموزی دوران
نم رسید.

رمزنگاری مانند موضوعات در روزمره زندگ در گسترده به طور و بارها و بارها زیرا زارم، سپاس بسیار آن از حالا
ترفندهای حت و کتاب ها کتابخانه ای مشخصات بارکدگذاری، داده، ذخیره سازی م شود)، رمزنگاری امنیت شامل (که

کرده ام. استفاده آن از جادویی
صحیح عدد دو باقیمانده های اگر یرید. ب نظر در را n مانند طبیع عدد ی است. ساده بسیار پیمانه ای حساب نظریه
معادل اند. ۵۷ و ۲ حال ،n = ۵ کنید فرض مثال، برای م گیریم. نظر در معادل را عدد دو آن باشند، مساوی n بر تقسیم در

دارند. را ۲ سان ی باقیمانده ۵ بر تقسیم در زیرا
آن ابتدایی خواص از تعدادی مطالعه به اعداد نظریه در پیمانه ای حساب کاربردهای برخ بیان از قبل فصل این در

م پردازیم.

پیمانه ای حساب

م کنیم. شروع تعریف ی با

.۱ .۲۹ تعریف
معادل ،n پیمانه به را y و x آنگاه باشند، سان ی n طبیع عدد بر y و x صحیح عدد دو تقسیم باقیمانده های درصورت که

.x n
= y یا و n پیمانه به x = y یا x = y (mod n) م نویسیم: و (n پیمانه به است y با مساوی x ) نامیم،

.۱ .۲۹ مثال
.۱۵ = ۳ × ۵ + ۰ زیرا ۱۵ = ۰ (mod ۵) (آ)

.۱۶ = ۱ × ۱۲ + ۴ زیرا ۱۶ = ۴ (mod ۱۲) (ب)

.۲۷ = ۲ × ۱۰ + ۷ ، −۷۳ = (−۸)× ۱۰ + ۷ زیرا −۷۳ = ۲۷ (mod ۱۰) (ج)

است. ۹ ،۱۱ بر تقسیم از بعد دو، هر باقیمانده زیرا ۲۰ = ۵۳ (mod ۱۱) (د)

خواسته x mod n که زمان حقیقت در .x n
= r آنگاه باشد، داشته r باقیمانده ،n بر تقسیم در x اگر که است روشن
است. ساده محاسبه طریق از آن یافتن است. r باقیمانده ، پاس معمولا شود،

۲۳۲
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.۲ .۲۹ مثال

است. ۰/۶۲۵ × ۸ = ۵ باقیمانده پس ،۲۶۱
۸ = ۳۲/۶۲۵ که م دهد نشان محاسبات است؟ چند ۲۶۱ mod ۸ مقدار

م کنیم. ضرب n در را ممیز از بعد ارقام همه آن، آوردن به دست برای که کنید توجه

.۱ .۲۹ تمرین
کنید. محاسبه را زیر عبارات

۱) ۱۶ mod ۵, ۲) ۲۲ mod ۴, ۳) − ۳۳ mod ۲۲,
۴) ۷ mod ۷, ۵) ۵۴۵ mod ۱۲.

م شود، داده نشان بعد قضیه برهان مانند حالت ها، روش از استفاده با اغلب که است این پیمانه ای حساب ویژگ ی
برد. یورش قضیه ها به م توان

.۱ .۲۹ قضیه
است. ۱ یا صفر ،n mod ۴ آنگاه باشد، مربع عدد ی n اگر

اینکه باتوجه به .n = k۲ ،k مانند صحیح عدد به ازای آنگاه باشد، مربع عدد ی n اگر تعریف، از استفاده با برهان.
هستند. ۳ و ۲ ،۱ ،۰ حالت ها م گیریم. نظر در k mod ۴ برای حالت چهار م کنیم، ۴کار پیمانه  روی

پس .k = ۴m ،m چون صحیح عدد به ازای اینجا :k mod ۴ = ۰ حالت

n = k۲ = ۱۶m۲ = ۴(۴m۲) = ۰ (mod ۴).

پس .k = ۴m+ ۱ ،m چون صحیح عدد به ازای اینجا :k mod ۴ = ۱ حالت

n = k۲ = ۱۶m۲ + ۸m+ ۱ = ۴(۴m۲ + ۲m) + ۱ = ۱ (mod ۴).

پس .k = ۴m+ ۲ ،m چون صحیح عدد به ازای اینجا :k mod ۴ = ۲ حالت

n = k۲ = ۱۶m۲ + ۱۶m+ ۴ = ۴(۴m۲ + ۴m+ ۱) = ۰ (mod ۴).

پس .k = ۴m+ ۳ ،m چون صحیح عدد به ازای اینجا :k mod ۴ = ۳ حالت

n = k۲ = ۱۶m۲ + ۲۴m+ ۹ = ۴(۴m۲ + ۶m+ ۲) + ۱ = ۱ (mod ۴).

■

م دهد. ارائه را هستند معادل n پیمانه به که عدد دو یافتن برای ر دی روش بعد، قضیه
.۲ .۲۹ قضیه

.x− y = kn ،k ∈ Z به ازای اگر تنها و اگر x = y (mod n)

تعریف از استفاده با سپس .x = y (mod n) کنید فرض برهان.

∃k۱, k۲, r ∈ Z, x = k۱n+ r, y = k۲n+ r,

بنابراین
x− y = (k۱n+ r)− (k۲n+ r) = (k۱ − k۲)n.

داریم: k۱ ∈ Z به ازای آنگاه باشد، r م شود، تقسیم n به که زمان y باقیمانده اگر م کنیم. اثبات را آن عکس حال

y = k۱n+ r.

بنابراین

∃k ∈ Z, x− y = kn
⇐⇒ x = y + kn
⇐⇒ x = k۱n+ r + kn
⇐⇒ x = (k۱ + k)n+ r.

■ .x = y (mod n) لذا و است r ،n بر تقسیم در x باقیمانده نتیجه در
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.۲ .۲۹ تمرین
دهید: انجام را زیر مراحل به ویژه ببرید. کار به اثبات و قضیه برای را قبل روش های

بنویسید. قضیه برای نامثال هایی و مثال ها (آ)

از کجا که نشده بیان صراحت به گفتگو (در م شوند. گرفته کار به اثبات کجای در مفروضات، که کنید مشخص (ب)
است.) شده استفاده فرض

.۱ .۲۹ توجه -
نشان بالا قضیه .x − y = kn kی، ∈ Z برای هرگاه گویند، معادل n پیمانه به را y و x عدد دو ریاض دانان از بعض

هستند. سان ی قبل تعریف و تعریف این که م دهد
پیمانه حساب

نظریه ی تولید برای را باقیمانده ها ضرب و تفریق ، جم که این م بینیم. را پیمانه با حسابی اعمال از بعض حال
م کنیم. چشم پوش آن از لذا است سخت تر تقسیم عمل به کارگیری است. آسان کنیم تعریف

.۳ .۲۹ قضیه
.y = s (mod n) و x = r (mod n) کنید فرض

و x+ y = r + s (mod n) (۱)

.xy = rs (mod n) (۲)

داریم: k و l چون صحیح اعداد برای برهان.

x = kn+ r و y = ln+ s

بنابراین

x+ y = kn+ r + ln+ s
=⇒ (x+ y) − (r + s) = (k + l)n.

مشابه به طور م شود. نتیجه ۲ .۲۹ قضیه از (۱) بنابراین

xy = (kn+ r) + (ln+ s)

= kln۲ + kns+ lnr + rs
=⇒ xy − rs = (kln+ ks+ lr)n,

■ است. درست نیز (۲) پس

داشت. سروکار تفریق با م توان همچنین هست، x+ (−y) که x− y یعن (۱) در منف به کارگیری طریق از
.۳ .۲۹ تمرین

بیابید. را غیره و مثال ها کنید. تحلیل را آن اثبات و بالا قضیه (آ)

،k مانند صحیح عدد هر برای آنگاه ،x = y (mod n) اگر که کنید ثابت (ب)

kx = ky (mod n).

برد. کار به سخت محاسبات در درست پاس های آوردن به دست برای را قضیه م توان
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.۳ .۲۹ مثال
بیابید. را ۸۷ رقم آخرین

پیمانه روی که است نیاز بنابراین است. ۱۰ بر عدد آن تقسیم باقیمانده عدد، ی رقم آخرین که م کنیم توجه اینجا در
.۸۷ = ۸۳۸۴ که م دانیم کنیم. کار ۱۰

بنابراین .۶۴ = ۴ (mod ۱۰) و ۸۲ = ۶۴ داریم

۸۳ = ۸۲۸ = (۴ × ۸) (mod ۱۰) = ۳۲ = ۲ (mod ۱۰).

همچنین
۸۴ = (۸۲)۲ = ۴۲ (mod ۱۰) = ۱۶ = ۶ (mod ۱۰).

بنابراین
۸۷ = ۸۳۸۴ = (۲ × ۶) (mod ۱۰) = ۱۲ = ۲ (mod ۱۰).

.۴ .۲۹ تمرین
بیابید. را ۱۷۱۰ رقم آخرین

فرما کوچ قضیه

بسیار اعداد بررس و تحقیق اجازه بالا، مثال های مانند است. اعداد نظریه در سودمند قضیه ای فرما،۱ کوچ قضیه
۲۱۰۱ − ۲ بخش پذیری دادن نشان برای آن از م توان مثال برای هستند. سخت دست با محاسبه برای که م دهد را بزرگ

ببینیم. را آن شرح و اثبات از پیراسته نسخه ای باید حالا کرد. استفاده ۱۰۱ بر

.۴ .۲۹ قضیه
.xp = x (mod p) ،x صحیح عدد هر برای آنگاه باشد. اول عدد ی p کنید فرض فرما) کوچ (قضیه

م گوید: چه قضیه فهمیده اید که شوید مطمئن کنید، امتحان را مثال تعدادی معمول: نظرات به کارگیری

تمرین ی به عنوان را کل حالت کنیم. اثبات طبیع اعداد برای و x روی ریاض استقرا به وسیله باید را گزاره برهان.
است. اول p = ۲ برای تنها p+ ۱ اینکه باتوجه به داد، انجام p روی را استقرا نم توان که کنید توجه م گذاریم. باق

م دهید. انجام را آن که شوید مطمئن م شود. گذاشته باق تمرین به عنوان اثبات، آسان قسمت های اغلب
که حال در م کند صدق گزاره است. ،x = ۰ بدیه حالت

۰p = ۰ = ۰ mod p.

است. آسان استقرا بدیه قسمت  معمولا
با م دهد. رخ x + ۱ برای اتفاق چه یرید ب نظر در و xp = x mod p ،x ∈ N برای کنیم فرض بیایید بنابراین

م دهیم: بسط را (x+ ۱)p دوجمله ای قضیه از استفاده

(x+ ۱)p = xp +

(
p

۱

)
xp−۱ +

(
p

۲

)
xp−۲ + · · ·+

(
p

p− ۱

)
x+ ۱.

که گرفته ایم را معادله شده کامل طرف بنابراین ،(x+ ۱)p = x+ ۱ (mod p) که است نیاز استقرا، از استفاده برای
دهیم. انجام م توانیم کاری چه ببینیم

م گیریم، p پیمانه  وقت که م دانیم استقرا فرض از استفاده با داریم. را xp که م بینید کنید. نگاه معادله راست طرف به
ر دی چیزهای همه شر از که است نیاز تنها بنابراین داریم، راست سمت در را ۱ عدد همچنین .xp = x mod p آنگاه

هستند. صفر (mod p) p پیمانه به آن ها دهیم نشان یعن شویم، خلاص
شود نیاز شاید ”چرا؟“، بپرسید گام هر در است. درست گام هر چرا ببینید تا کنید تلاش باید م شود، ارائه زیر در اثبات

نمایید. استفاده قبل قضایای از یا کنید پر را اف ها ش بعض که

است. متفاوت شد، تشریح قبلا که فرما آخر قضیه با ۱این
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م آوریم: به دست طرف، دو در mod p دادن قرار با

(x+ ۱)p = xp +

(
p

۱

)
xp−۱ +

(
p

۲

)
xp−۲ + · · ·+

(
p

p− ۱

)
x+ ۱

= x+

(
p

۱

)
xp−۱ +

(
p

۲

)
xp−۲ + · · ·+

(
p

p− ۱

)
x+ ۱ mod p

= (x+ ۱) +
((p

۱

)
xp−۱ +

(
p

۲

)
xp−۲ ++ · · ·+

(
p

p− ۱

)
x
)

mod p

= x+ ۱ mod p

،۱ ≤ r ≤ p− ۱ برای که م شود نتیجه این از ۱۰ تمرین از استفاده با آخر )خط
p

r

)
= ۰ mod p.

نتیجه را آخر خط نظر مورد تمرین واقعا آیا که کنید بررس و برگردید باشید، فعال است؟ درست گزاره آخرین آیا
م دهد؟

■ است. درست گزاره ، ریاض استقرا اصل از استفاده با بنابراین

.۵ .۲۹ تمرین
اگر که ترفند این از کنید. اثبات صحیح اعداد برای را قضیه حالا کرده ایم. اثبات طبیع اعداد برای تنها را فوق گزاره

کنید. استفاده −x برای گزاره درست بنابراین و است طبیع عدد ی ،−x آنگاه x < ۰

م شناسند. فرما کوچ قضیه به عنوان را زیر نتیجه ریاض دانان از بعض

.۱ .۲۹ نتیجه
در این صورت نم کند. عاد را x که باشد اول عدد ی p کنید فرض

xp−۱ = ۱ mod p.

.۶ .۲۹ تمرین
دهید. توضیح است؟ ضعیف  تر یا قوی تر نیست. معادل قبل گزاره با بالا گزاره (آ)

دارید. نیاز را p ∤ x نقاط بعض به ازای اینکه از استفاده به که کنید توجه کنید. ثابت را نتیجه این (ب)

اینکه دیدن است. بخش پذیر p بر xp − x ،p اول عدد هر به ازای که است این فرما کوچ قضیه از ری دی نتیجه
نتیجه م کند عاد را xp − x ،p که ۲ .۲۹ قضیه با و است آسان ،xp − x = ۰ (mod p) با است معادل xp = x (mod p)

م شود.

.۴ .۲۹ مثال
است. بخش پذیر ۵ بر ،۴۵ − ۴ = ۱۰۲۰ عدد (آ)

است. بخش پذیر ۷ بر ،۲۷ − ۲ = ۱۲۶ عدد (ب)

،۲ که م بینیم اینجا است. بخش پذیر ۱۰۱ بر ۲۱۰۰ − ۱ = ۱۲۶۷۶۵۰۶۰۰۲۲۸۲۲۹۴۰۱۴۹۶۷۰۳۲۰۵۳۷۵ عدد (ج)
،۱ .۲۹ نتیجه از استفاده با پس نم کند، عاد را ۱۰۱

۲۱۰۰ = ۱ (mod ۱۰۱),

است. بخش پذیر ۱۰۱ بر ۲۱۰۰ − ۱ بنابراین
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فرما کوچ قضیه کاربردهای

ببینیم. را (FLT) فرما کوچ قضیه کاربردهای از بیشتری تعداد باید حالا

باقیمانده ها •یافتن

.۵ .۲۹ مثال
کنید. محاسبه را ۹۷ بر ۳۲۹۳ تقسیم باقیمانده

داریم: .۲۹۳ = (۳ × ۹۷) + ۲ که کنید توجه اول ، پاس برای

۳۲۹۳ = ۳۳×۹۷+۲ = ۳۲ × (۳۳)۹۷ = ۹ × ۲۷۹۷.

پس .۲۷۹۷ = ۲۷ (mod ۹۷) که م دانیم ،FLT از استفاده با

۳۲۹۳ (mod ۹۷) = (۹ × ۲۷۹۷) (mod ۹۷)
= (۹ × ۲۷) (mod ۹۷)
= ۲۴۳ (mod ۹۷)
= ۴۹ (mod ۹۷).

باقیمانده پس است. ۳۲۹۳ برای محاسبات انجام از ساده تر خیل این که کنید است.دقت شده انجام دست با آخر ساده سازی
است. ۴۹ بر۹۷، ۳۲۹۳ تقسیم

عدد با ۳۲۹۳ به هر حال،

۶۲۵۹۳۲۶۸۸۸۸۲۴۳۴۴۲۷۵۲۲۳۲۵۵۷۲۶۴۸۴۱۷۱۵۴۰۷۷۰۲۹۵۸۱۹۰۴
۵۸۹۵۹۱۴۲۶۴۳۲۵۵۷۴۲۰۳۷۹۰۵۶۷۷۹۸۳۴۹۶۸۷۲۱۴۴۴۹۹۵۹۵۵۹۶۲
۰۲۱۶۶۸۱۵۲۹۴۲۱۳۱۰۴۶۱۷۹۲۶۰۵۴۵۷۳۰۵۵۹۱۰۶۳۹۹۵۳۱۱۲۳,

است. برابر
اول •آزمون

توان به را x اگر ، ”راست برسد. نظر به اعداد درباره جذاب کوچ نتیجه ی تنها است ن مم فرما کوچ قضیه
آن بودن خوب دلیل اما ( xp = x (mod p) ) “ برم گردید. x به دهید تقلیل اول عدد همان با و برسانید اول عدد ی

داریم: م کنیم. تحلیل ر دی نگاه با دوباره “... آنگاه ،... ”اگر از را جمله چیست؟

.xp−۱ = ۱ (mod p) آنگاه باشد، اول عدد ی p اگر

(فصل است؟  “ درست ”نتیجه بپرسید و شید ب را ماشه باید خودکار به طور آنگاه کنید، فکر ریاض دان ی مانند اگر
بزنید. نقض مثال ی م خواهیم و نیست درست آن که است این پاس قضیه) ی خواندن ونه چ کنید، مشاهده را ۱۶

یرید: ب نظر در را گزاره نقیض عکس گزاره، به جای

نیست. اول عدد ی p آنگاه ،xp−۱ 6= ۱ (mod p) اگر

که م دانیم است؟ خوب آن چیز چه اما است. درست گزاره ای نقیض عکس زیرا است درست گزاره این که م دانیم
که است چیزی آن این و است دارد وجود است اول عدد ی اینکه بررس برای زیادی روش های و هستند مهم اول اعداد

م دهد. نتیجه گزاره نقیض عکس
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.۶ .۲۹ مثال
نیست. اول عدد ۳۹ که دهید نشان

است. ۲۳۸ 6= ۱ (mod ۳۹) اثبات هدف آنگاه ٬x = ۲ دهیم قرار بیایید
۳۸ = مثال، برای م کنیم. استفاده محاسبه برای آن از و م کنیم بازنویس ر دی ال اش در را ۳۸ ،۲۳۸ محاسبه برای

م شود. بازسازی آسان به ۲۳۸ (mod n) محاسبه برای به هرحال، .۳۸ = ۳۶ + ۲ = ۶۲ + ۲ یا ۳۲ + ۶ = (۲۵) + ۶

۲۳۸ = ۲۳۶+۲ (mod ۳۹)

= (۲۶)۶۲۲ (mod ۳۹).

که دید م توان

۲۶ (mod ۳۹) = ۶۴ (mod ۳۹) = ۲۵ (mod ۳۹),

داریم: و

۲۵۲ (mod ۳۹) = ۶۲۵ (mod ۳۹) = ۱ (mod ۳۹),

بنابراین

(۲۵)۶ (mod ۳۹) = (۲۵۲)۳ (mod ۳۹) = ۱۳ (mod ۳۹) = ۱ (mod ۳۹).

که م گیریم نتیجه این از

۲۳۸ = (۲۶)۶۲۲ (mod ۳۹) = (۱ × ۴) = ۴ (mod ۳۹) 6= ۱ (mod ۳۹).

تمرین بزرگ(مانند اعداد برای یا نظری دید از م تواند ول است. ضعیف روش ۳۹ بودن اول اثبات برای روش این البته
باشد. مفید زیر)

.۷ .۲۹ تمرین
نیست. اول عدد ی ۶۶۰۱۳ که دهید نشان (آ)

است؟ اول عدد ی p که یریم ب نتیجه م توانیم آیا باشد، ۱ با همنهشت p پیمانه به xp−۱ اگر (ب)

بخش پذیری آزمون های

حال گرفت. کار به اعداد بخش پذیری تشخیص برای را پیمانه ای حساب م توان قبل از مثال هایی مشاهده به باتوجه
نوشت ۱۰ توان های از ترکیبی مجموع ل به ش را عدد هر م توان اینکه از زیر مثال دو در ببینیم. را ری دی مثال های باید

مثال، برای م کنیم. استفاده

۳۷۴ = (۳ × ۱۰۰) + (۷ × ۱۰) + ۴ = (۳ × ۱۰۲) + (۷ × ۱۰) + ۴.

.۷ .۲۹ مثال
باشد. بخش پذیر ۴ بر آن آخر رقم دو از ل متش عدد اگر تنها و اگر است بخش پذیر ۴ بر رقم، دو حداقل با ، طبیع عدد هر

مثال برای است. x آخر رقم دو b که x = ۱۰۰a+ b داریم: x طبیع عدد برای

x = ۸۳۷۵۶ = (۸۳۷ × ۱۰۰) + ۵۶.

پس

x (mod ۴) = ۱۰۰a+ b (mod ۴)
= (۴ × ۲۵)a+ b (mod ۴)
= ۴ × ۲۵ × a (mod ۴) + b (mod ۴)
= b (mod ۴).

باشد. بخش پذیر ۴ بر م شود ساخته آخر رقم دو با که عددی یعن ،b اگر تنها و اگر است بخش پذیر ۴ بر x بنابراین
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.۸ .۲۹ مثال
باشد. بخش پذیر ۹ بر آن ارقام مجموع اگر تنها و اگر است بخش پذیر ۹ بر طبیع عدد ی

پس است. x رقم iامین ،ai و ۰ ≤ ai ≤ ۹ که x =
∞∑
i=۰

ai۱۰i نوشت: ده ده ل به ش م توان را x عدد

x (mod ۹) =
∞∑
i=۰

ai۱۰i (mod ۹)

=
∞∑
i=۰

ai۱i (mod ۹) ۱۰ = ۱ (mod ۹) اینکه از

=
∞∑
i=۰

ai (mod ۹).

را زیر تمرین های م شد. قرار استفاده ضرب ها و جم پاس بررس برای حساب ها، ماشین تولد از قبل روش این
عدد.“ ده ها ”همنهشت ببینید:
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تمرین

باشد. بخش پذیر ۳ و ۲ بر اگر تنها و اگر است بخش پذیر ۶ بر صحیح عدد ی دهید نشان .۱

باشد. ۵ یا ۰ آن آخر رقم اگر تنها و اگر است بخش پذیر ۵ بر صحیح عدد ی دهید نشان .۲

باشد. بخش پذیر ۳ بر آن ارقام مجموع اگر تنها و اگر است بخش پذیر ۳ بر صحیح عدد ی دهید نشان .۳

کنید: ثابت را زیر عبارات .۴

موقعیت های در آن ارقام همه مجموع و زوج موقعیت های در عدد ی ارقام همه مجموع بین اختلاف اگر (آ)
است. ۱۱ از مضربی عدد آن آنگاه باشد، ۱۱ از مضربی یا صفر فرد،

باشد. زوج ارقامش تعداد که، نیست ،(Palindrome) ۱۱ جز به سری دو اول عدد هیچ (ب)

چنین اگر باشد؟ مناسب م تواند فرض این آیا کنید. مشخص را استفاده مورد نتایج و مفروضات قبل تمرین در .۵
بزنید. نقض مثال اینصورت غیر در کنید؛ اثبات را گزاره ها است،

ساده تر این حالات در تقسیم آنگاه و n۲ = (۴m + r)۲ محاسبه ،k = ۴m + r دادن قرار با را ۱ .۲۹ قضیه برهان .۶
کنید.

که کنید ثابت x ∈ Z هر برای .۷

x۲ + ۵x = ۰ (mod ۴) ⇐⇒ x۳ − ۳x = ۰ (mod ۴).

.x۳ = x (mod ۶) ،x ∈ Z هر برای که کنید ثابت .۸

ایده م شد. داده آموزش محاسبات، بررس روش به عنوان عدد“ دهها ”ریختن روش حساب ها، ماشین تولد از قبل .۹
از داشتیم، ۹ ی اگر و م زدیم جم را x فرد ارقام کرد. بررس را y و x حاصلضرب یا مجموع م توان که بود این
م کنیم، صرف نظر ۹ از ،x = ۲۴۶۵۹۸۱ برای به عنوان مثال، م ریختیم. بیرون را آن یعن م کردیم، چشم پوش آن
۲۴۶۵۹۸۱ بنابراین م اندازیم، بیرون را ۵ و ۴ مشابه به طور ،۸ + ۱ = ۹ چون کرد صرف نظر نیز ۱ و ۸ از م توان
.S(۲۴۶۵۹۸۱) = ۸ پس م نامیم. S(x) را حاصل صحیح عدد این کل حالت در م یابد. کاهش ۲ + ۶ = ۸ به

.۹ پیمانه به است x همنهشت S(x) صحیح، اعداد همه برای که کنید ثابت (آ)
که کنید ثابت بنابراین (ب)

xy = S(x).S(y) (mod ۹), x+ y = S(x) + S(y) (mod ۹)

اگر کرد. استفاده محاسبات بررس برای رابطه این از م توان (ج)
آیا کرده ایم. اشتباه پس x+ y 6= S(x) + S(y) (mod ۹)

است؟ درست محاسبات که است معن این به x+ y = S(x) + S(y) (mod ۹)

معادلات همه که کنید ثابت باشند. ۱ از بزرگ تر اول غیر عدد دو n۲ و n۱ کنید فرض .۱۰
،x اگر تنها و اگر دارند، x ∈ Z پاس ی ،b و a صحیح اعداد برای ax = b (mod n۲) و ax = b (mod n۱)

باشد. ax = b (mod n۱n۲) پاس

،k ∈ N هر برای آنگاه ،x = y (mod n) اگر که کنید ثابت (آ) .۱۱

xk = yk (mod n).

.۳۴n+۱ + ۲۸n+۳ = ۱ (mod ۵) ،n ∈ N هر برای کنید ثابت (ب)
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.۵۳n + ۲n+۱ = ۰ (mod ۳) ،n ∈ N هر برای کنید ثابت (ج)
.۲۳n + ۶ = ۰ (mod ۷) ،n ∈ N هر برای کنید ثابت (د)

.۶۲n − ۳ × ۶n + ۳ = ۱ (mod ۵) ،n ∈ N هر برای کنید ثابت (و)

کنید: رد یا ثابت را زیر گزاره های .۱۲

یا x = ۰ (mod n) آنگاه ،xy = ۰ (mod n) اگر ،n طبیع اعداد و y و x صحیح اعداد همه برای (آ)
.y = ۰ (mod n)

.x = ۲ (mod n) آنگاه ،x۲ = ۴ (mod n) اگر ،x صحیح اعداد و n > ۳ طبیع اعداد برای (ب)

اگر ،x صحیح عدد هر برای به طوری که دارد وجود n طبیع عدد (ج)
.x = ۲ (mod n) آنگاه ،x۲ = ۴ (mod n)

است. کوچ تر واحد ی یا بزرگ تر واحد ی ۶ مضرب ی از ،۳ از بزرگ تر اول عدد هر کنید ثابت .۱۳

،p اول عدد هر و y و x صحیح اعداد همه برای که کنید ثابت .۱۴

(x+ y)p = xp + yp (mod p).
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یده چ

x = گوییم باشند، داشته سان ی باقیمانده م شوند تقسیم n طبیع عدد بر که زمان ،y و x صحیح عدد دو اگر ◀
.y (mod n)

.x− y = kn ،k ∈ Z به ازای اگر تنها و اگر x = y (mod n) ◀

آنگاه ،y = s (mod n) و x = r (mod n) اگر ◀

x+ y = r + s (mod n) (۱)
و x− y = r − s (mod n) (۲)

.xy = rs (mod n) (۳)

.xp = x (mod p) ،x صحیح عدد هر برای آنگاه باشد، اول عدد ی p کنید فرض فرما: کوچ قضیه ◀





۳۰ فصل

درباره کم و بیژکتیو سوژکتیو، انژکتیو،
نامتناه

دارید. محدودی ذهن انسان ها شما ندارد؛ وجود بینهایت در اندازه ای کن، گوش

هو“ دکتر فیلم در ”دکتر

با را توابع حال، گفتیم. مجموعه ها بین توابع درباره هم کم و هستند ونه چ ریاض قالب در مجموعه ها که دیدیم
م کنیم. مشاهده دقیق تری نگاه

مجموعه ها تا م دهند اجازه تعریف ها این م کنیم. تعریف را بیژکتیو و سوژکتیو انژکتیو، تابع های ،f : X −→ Y برای
ر دی مجموعه ای اعضای از جدید برچسبی مجموعه، ی وییم ب که م دهند اجازه بیژکتیو توابع و کنیم مقایسه هم با را

است.
م توانیم که مجموعه هایی کرد، تعریف نامتناه مجموعه های از متفاوت نوع دو م توان بیژکتیو نماد از استفاده با
نامتناه نوع دو بنابراین R؛ مانند بشماریم را اعضایشان نم توانیم که مجموعه هایی و ،N مانند بشماریم را اعضایشان

داریم.
انژکتیو توابع

.۱ .۳۰ تعریف
که دهد نتیجه x۱ 6= x۲ ،x۲ ∈ X و x۱ ∈ X هر برای اگر م شود، نامیده ۱ ی به ی یا انژکتیو f : X −→ Y تابع

.f(x۱) 6= f(x۲)

سان ی اعضا اگر تنها و اگر است سان ی f تحت آن ها مقادیر آنگاه یریم، ب را X عضو دو اگر م گوید: بالا تعریف
ل ش در را انژکتیو غیر تابع ی و انژکتیو تابع ی تصویر م توانید باشد. f(۳) = f(۵) نم خواهیم مثال برای باشند.

ببینید. ۱ .۳۰
.۱ .۳۰ توجه -

م کنیم: کار آن نقیض عکس با تعریف جای به
.x۱ = x۲ که بدهد نتیجه f(x۱) = f(x۲) ،x۱, x۲ ∈ X هر برای اگر است، انژکتیو ،f : X −→ Y تابع ی

م دهد. نتیجه ای چه ببینیم دهیم؛ ادامه و شروع f(x۱) = f(x۲) فرض با که است این آسان تر

من، اه هم دانش باشد. کننده گمراه بسیار م تواند ی به ی عبارت م رود، Y عضو ی به X عضو هر ،f تابع هر برای اینکه باتوجه به ۱

باید آن ها یریم، ب X از مجزا عضو دو اگر که ایده این با ببریم؛ کار به را دوبه دو توابع است بهتر ی به ی توابع به جای م گوید: اسلامسون الان
بروند. Y از مجزا عضو دو به

۲۴۴
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انژکتیو غیر تابع و انژکتیو تابع چپ، از ترتیب به :۱ .۳۰ ل ش

.۱ .۳۰ مثال
داریم: آنگاه f(x۱)؛ = f(x۲) که کنید فرض است. انژکتیو f(x) = ۵x− ۳ که f : R −→ R تابع (آ)

f(x۱) = f(x۲)
=⇒ ۵x۱ − ۳ = ۵x۲ − ۳
=⇒ x۱ = x۲.

است. انژکتیو f پس

نیست. انژکتیو ،f(x) = x۲ با f : R −→ R تابع (ب)
داریم.) نیاز نقض مثال ی به تنها اثبات، (برای

نیست. انژکتیو f که م بینیم ،f(−۱) = (−۱)۲ = ۱۲ = f(۱) اینکه از

داریم: آنگاه ،f(x۱) = f(x۲) که کنید فرض است. ی به ی f(x) = x۲ با f : N −→ R تابع (ج)

f(x۱) = f(x۲)
=⇒ x۲

۱ = x۲
۲

=⇒ x۲
۱ − x۲

۲ = ۰
=⇒ (x۱ − x۲)(x۱ + x۲) = ۰.

اگر است. انژکتیو f باشد، درست اول اگر .x۱ + x۲ = ۰ یا x۱ = x۲ دهد م نتیجه f(x۱) = f(x۲) بنابراین
است. ان پذیر ام اول فقط بنابراین .x۱ /∈ N آنگاه باشد، x۲ ∈ N اگر اما ،x۱ = −x۲ یعن باشد، درست بعدی
f تعریف ضابطه تنها نباید پس دهد؛ م نشان را نگاشت برای تعریف دامنه اهمیت ، قبل مثال با مثال این مقایسه 

کنیم. مشاهده را

است. انژکتیو f آنگاه باشد. شده داده f(x) = x

(x− ۱) با f : R\{۱} −→ R یرید ب نظر در (د)

داریم: آنگاه .f(x۱) = f(x۲) که کنید فرض

f(x۱) = f(x۲)

=⇒ x۱
(x۱ − ۱) =

x۲
(x۲ − ۱)

=⇒ x۱(x۲ − ۱) = x۲(x۱ − ۱)

=⇒ x۱x۲ − x۱ = x۲x۱ − x۲

=⇒ −x۱ = −x۲

=⇒ x۱ = x۲.
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است. انژکتیو تابع که دهید نشان ونه چ

است. ساده است، انژکتیو تابع اینکه دادن نشان
.x۱ = x۲ که دهید نشان مستقیم نتیجه گیری با سپس .f(x۱) = f(x۲) کنید فرض

سوژکتیو توابع

.۲ .۳۰ تعریف
.f(x) = y به طوری که باشد موجود xی ∈ X ،y ∈ Y هر برای اگر م شود، گفته پوشا یا سوژکتیو f : X −→ Y تابع

است. شده ارائه ۲ .۳۰ ل ش در ناپوشا تابع ی و پوشا تابع ی از کل طرح ی
بیابیم را xی ∈ X بتوانیم باید بدهد، ما به را y مانند Y از عضوی ، کس اگر که م دانیم ، کمیت سنج معلومات با توجه به

باشد. درست f(x) = y که
.۲ .۳۰ مثال

است. سوژکتیو ،f(x) = x۳ ضابطه با f : R −→ R نگاشت (آ)
این بیایید .x = y

۱
۳ دهیم قرار است کاف .x۳ = y یعن باشد، f(x) = y که داریم نیاز .y ∈ R که کنید فرض

بنویسیم: مناسب ل به ش را
داریم: .x = y

۱
۳ یرید ب نظر در آنگاه .y ∈ R که کنید فرض

f(x) = f(y
۱
۳ ) = (y

۱
۳ )۳ = y.

است. سوژکتیو f لذا

است. سوژکتیو ،f(x) = ۵x− ۳ ضابطه با f : R −→ R تابع (ب)
بیابیم xی باید ،y ∈ R هر برای پس م شود، وجودی کمیت ی شامل بودن سوژکتیو تعریف اینکه باتوجه به
به طوری که م خواهیم xی پس کنیم. حل شده داده y با را معادله ای که م کنیم تلاش باشد. f(x) = y به طوری که

باشد: معادله حاصل ،x به طوری که کنیم، بازسازی را این م توانیم که است روشن .۵x− ۳ = y

x =
y + ۳

۵ .

م نویسیم: مرسوم ل به ش را معادله
داریم: یرید؛ ب نظر در را x = y+۳

۵ آنگاه ،y ∈ R کنید فرض است. سوژکتیو f تابع

f(x) = f(
y + ۳

۵ )

= ۵(y + ۳
۵ )− ۳

= y + ۳ − ۳
= y.

که ندارد وجود xی آنگاه ،y = −۱ یرید ب نظر در نیست. پوشا f(x) = x۲ ضابطه با f : R −→ R نگاشت (ج)
شود. x۲ = −۱ باید زیرا ، f(x) = −۱

پوشاست. f(x) = x۲ ضابطه با f : R −→ R+ = {z ∈ R | z ≥ ۰} نگاشت (د)
y اینکه باتوجه به حال باشد. x = y۲ که بیابیم طوری را x باید است، شده داده {z ∈ R | z ≥ ۰} در y دوباره

.x =
√
y که کرد فرض توان م است، نامنف
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سوژکتیو غیر تابع و سوژکتیو تابع چپ، از ترتیب به :۲ .۳۰ ل ش

م دهد. نشان سوژکتیو ویژگ با داشتن سروکار هنگام را تابع برد اهمیت قبل، مثال و مثال این

است. سوژکتیو تابع که دهید نشان ونه چ

است: ساده تابع ی بودن سوژکتیو اثبات
و f(x) = y به طوری که دارد وجود مبدا در x ی که م دهیم نشان سپس باشد. (هم دامنه) برد در y که م کنیم فرض

م کنیم. استفاده نوشته مان اثبات در معادله ی حل از زودی به است. معادله این حل شامل معمولا این

.۲ .۳۰ توجه -
وجود y ∈ Y ی آنگاه ،x ∈ X اگر دهیم نشان که است این تابع ی بودن“ سوژکتیو ”اثبات برای معمول اشتباه ی
تابع تعریف این یافته ایم؛ Y در ی و گرفته ایم را X در عضوی که صورت این در باشد. f(x) = y به طوری که دارد
شود. نگاشته آن به که بیابیم X در چیزی و یریم ب Y در عضوی باید بودن، سوژکتیو برای که باشید داشته خاطر به است!

توابع ترکیب

م دهیم. قرار بررس مورد را ری دی از بعد تابع ی به کارگیری موضوع حال

.۳ .۳۰ تعریف
م شود، داده نمایش gof با که ،g و f ترکیب آنگاه هستند. تابع دو هر g : Y −→ Z و f : X −→ Y که کنید فرض
م گیریم. کار به را g سپس f اول که ل ش این به م شود. تعریف (gof)(x) = g(f(x)) با که است Z به X از نگاشت

.۳ .۳۰ مثال

آنگاه باشند. شده داده g(x) = x۲ ضابطه با g : R −→ R و f(x) = ۱
x

ضابطه با f : N −→ R کنید فرض (آ)

(gof)(x) = g(f(x)) = g(
۱
x
) = (

۱
x
)۲ =

۱
x۲ .

آنگاه باشند. شده داده g(x) = x۲ ضابطه با g : N −→ N و f(x) = x+ ۱ ضابطه با f : N −→ N کنید فرض (ب)

(gof)(x) = g(f(x)) = g(x+ ۱) = (x+ ۱)۲ = x۲ + ۲x+ ۱.

.۳ .۳۰ توجه -
است ن مم f دامنه زیرا است. شده تعریف نیز fog که نیست معن بدان این آنگاه باشد، شده تعریف gof اگر (آ)

باشد. g برد با متفاوت
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بیژکتیو غیر تابع و بیژکتیو تابع چپ، از ترتیب به :۳ .۳۰ ل ش

.gof 6= fog کل حالت در باشند، شده تعریف fog و gof اگر (ب)
.۱ .۳۰ تمرین

هستند. درست بالا گزاره های دهد نشان که دهید ارائه مثال هایی
بیژکتیو توابع

هم کنار را آن ها وقت م پرسند: ریاض دانان داریم، موضوع ی درباره را سوژکتیو و انژکتیو ویژگ دو که زمان
م آید؟ به دست چیزی چه داریم

.۴ .۳۰ تعریف
باشد. سوژکتیو و انژکتیو f اگر ( ی به ی تناظر ی یا بیژکتیو (ی م شود گفته بیژکتیو f : X −→ Y تابع

هستند. متناظر ر دی ی با کاملا Y و X اعضای اینکه نظر است. تناظر کلمه در تعریف درک کلید
.۴ .۳۰ مثال

و انژکتیو که م دانیم قبل مثال های باتوجه به که چرا است. بیژکتیو f(x) = x۳ ضابطه با f : R −→ R نگاشت (آ)
است. سوژکتیو

لذا و سوژکتیو و انژکتیو f(x) = ۵x − ۳ ضابطه با f : R −→ R که م دانیم قبل مثال های از استفاده با دوباره (ب)
است. بیژکتیو

نیست). بیژکتیو بنابراین (و نیست سوژکتیو ول است انژکتیو f(x) = x۲ ضابطه با f : N −→ N نگاشت (ج)

.۲ .۳۰ تمرین
است. بیژکتیو a 6= ۰ با a, b ∈ R هر برای f(x) = ax+ b ضابطه با f : R −→ R نگاشت که دهید نشان (آ)

نباشد. انژکتیو ول باشد سوژکتیو که بزنید مثال نگاشت ی (ب)
است. بیژکتیو تابع که دهید نشان ونه چ

است. سوژکتیو و انژکتیو دهید نشان است، بیژکتیو تابع دهید نشان اینکه برای

معکوس توابع

نامیده f معکوس که دارد وجود X به Y از خاص نگاشت که است این f : X −→ Y بیژکتیو نگاشت جذاب ویژگ
م شود.
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.۵ .۳۰ تعریف
x تا ی عضو ،f−۱(y) که است f−۱ : Y −→ X نگاشت ،f : X −→ Y بیژکتیو تابع معکوس) (نگاشت معکوس تابع

.f(x) = y به طوری که است X از

نگاشت اینکه باتوجه به ،y ∈ Y عضو برای کرده ایم: استفاده بودن انژکتیو و بودن سوژکتیو از تعریف در که کنید توجه
x م دانیم f بودن انژکتیو باتوجه به و ،f(x) = y به طوری که است موجود x ∈ X عضو ی که م دانیم است، سوژکتیو

تاست. ی
.۵ .۳۰ مثال

معکوس تابع یرید. ب نظر در را f(x) = x۳ ضابطه با f : R −→ R مثال (آ)

است. f−۱(y) = y
۱
۳

است. f−۱(y) =
y + ۳

۵   ،f(x) = ۵x− ۳ ضابطه با f : R −→ R معکوس (ب)

است. آمده دست به تابع معکوس ،f(x) = y معادله از x آوردن به دست با مثال،  دو این در م بینید که همان طور

.۶ .۳۰ مثال
نیستند. سوژکتیو و انژکتیو شوند، گرفته نظر در R به R از نگاشت هایی وقت cos و sin توابع که دهید نشان (آ)

صورت، این به یرید. ب نظر در [−۱,۱] برد با و [−π
۲ ,

π
۲ ] مجموعه به را sin تابع تحدید (ب)

است. بیژکتیو تابع این که دهید نشان sin؛ : [−π
۲ ,

π
۲ ] −→ [−۱,۱]

باشد؟ بیژکتیو cos که بیابید هم دامنه ی و دامنه ی م توانید (ج)

.۱ .۳۰ قضیه
در این صورت است. بیژکتیو f : X −→ Y کنید فرض

،(f−۱of)(x) = x ،x ∈ X هر برای ، یعن است، همان نگاشت X روی f−۱of تابع (آ)

.(fof−۱)(y) = y ،y ∈ Y هر برای ، یعن است، همان نگاشت Y روی fof−۱ تابع (ب)

.۳ .۳۰ تمرین
کنید. ثابت را بالا قضیه

هشدار

نیستند. هماهنگ استاندارد نمادگذاری های اوقات گاه که است این ریاضیات در نمادگذاری لات مش از ی

مثلثات نماد با لات •مش

معکوس و است بیژکتیو تابع ی sin : [−π
۲ ,

π
۲ ] −→ [−۱,۱] شد، تحدید [−π

۲ ,
π
۲ ] مجموعه به sin تابع اینکه باتوجه به

،x در معکوس مقدار بنابراین است. sin−۱ ،sin معکوس پس است f−۱ ،f معکوس که قراردادمان از استفاده با دارد.
هست.) هم arcsin به (مشهور م باشد. sin−۱(x)

به (sin(x))n دادن نشان برای را sinn(x) به طورکل تر، . م بریم کار به (sin(x))۲ دادن نشان برای را sin۲(x) اگرچه،

کار به ۱
sin(x)

عبارت و x در معکوس مقدار نمایش برای را sin−۱(x) م دهد؟ رخ چه n = −۱ اگر پس م بریم. کار

کنیم. توجه موقعیت به باید دو، این گرفتن اشتباه از دوری برای که است روشن م بریم.

معکوس) (تصویر تصویر پیش مجموعه با لات •مش

دارد. بیشتری لات مش مجموعه ها، به کارگیری در f−۱ نماد از استفاده
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.۶ .۳۰ تعریف
مجموعه S معکوس) (تصویر پیش تصویر آنگاه باشد. Y از زیرمجموعه ای S و باشد تابع ی f : X −→ Y کنید فرض

که است f−۱(S)
f−۱(S) = {x ∈ X | f(x) = y, y ∈ S},

.f−۱(y) بنویسیم م توانیم آنگاه باشد، {y} مثل Y از عضوی تک زیرمجوعه ی S اگر است.

است. X زیرمجموعه و مجموعه ی f−۱(S) که کنید توجه

.۷ .۳۰ مثال
باشد. f(x) = x۲ ضابطه با f : R −→ R تابع کنید فرض (۱)

.f−۱(S) = {−
√

۵,
√

۵} آنگاه ،S = {۵} اگر (آ)
.f−۱(S) = ∅ آنگاه ،S = {−۵} اگر (ب)

.f−۱(S) = {۰} آنگاه ،S = {۰} اگر (ج)

.f−۱(S) = [−
√

۲,−۱] ∪ [۱,
√

۲] آنگاه ،S = [۱,۲] اگر (د)
.f−۱(S) = [−

√
۲,

√
۲] آنگاه ،S = [۰,۲] اگر (و)

.f−۱(۰) = {nπ | n ∈ Z} آنگاه باشد. sin : R −→ [−۱,۱] تابع f کنید فرض (۲)

باشد. بیژکتیو f نیست نیازی م شود؛ تعریف توابع همه برای مجموعه ی معکوس تصویر که کنید دقت
معمولا رود. کار به زیرمجموعه ی نمایش یا تابع ی نمایش برای م تواند f−۱ که م شود ناش آنجا از لات مش

کنید. دقت و باشید هوشیار باید شما که است این نکته است. روشن متن، باتوجه  به منظور

ناشمارا و شمارا ؛ نامتناه انواع

این اصل ایده کنیم. تعریف را نامتناه متفاوت انواع م توانیم کرده ایم، تعریف را تابع ی بودن بیژکتیو که حالا
اعداد شمرد. نم توان که نامتناه هایی و شمرد م توان که نامتناه هایی دارد: وجود نامتناه از متفاوت انواع که است

ی از مثال حقیق اعداد مجموعه شمرد. م توان که است نامتناه مجموعه ی از اصل مثال شمارا) (اعداد طبیع
شمرد. نم توان را آن اعضای که است نامتناه مجموعه

.۷ .۳۰ تعریف
باشد. داشته وجود N و X بین بیژکتیو ی اگر گوییم، شمارش قابل نامتناه مجموعه را X نامتناه مجموعه ی

گوییم. نامتناه شمارای یا شمارا را X همچنین
گوییم. نامتناه ناشمارای یا ناشمارا را X آنگاه باشد، شمارش غیرقابل ، نامتناه مجموعه ی X اگر

.۸ .۳۰ مثال
هستند. شمارا طبیع اعداد لذا است، بیژکتیو id(n) = n ضابطه با id : N −→ N همان نگاشت اینکه به توجه با (آ)

است. بیژکتیو ی f(x) =
x

۲ ضابطه با f : Even −→ N نگاشت که چرا هستند، شمارا زوج اعداد مجموعه (ب)
دهید! ارائه را بیژکسیون م توانید شماراست؛ فرد اعداد مجموعه مشابه، به طور

یافت. N و آن بین بیژکسیون ی م توان اما است، N محض زیرمجموعه ی زوج اعداد مجموعه که کنید توجه
است. عادی داریم، سروکار نامتناه با وقت غیرقابل تصور، و عجیب و غریب رفتارهای اینگونه

.۴ .۳۰ تمرین
هستند. شمارا ،{۱,۴,۹,۱۶,۲۵, · · · } مربع، اعداد مجموعه که دهید نشان (آ)
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است. شمارا {۱, ۱
۲ ,

۱
۳ ,

۱
۴ , · · · ,

۱
n
, · · · } مجموعه که دهید نشان (ب)

نیستند، شمارا که را آن هایی و هستند شمارا که ری دی مجموعه های و کنیم شروع را ریاض دان ها شبیه کردن فکر باید
آن بین بیژکسیون هیچ که باشد این است ن مم ما شهود ،N ⊆ Z اینکه باتوجه به شماراست؟ Z آیا مثال، برای کنیم. پیدا
نامتناه مثبت، یعن سمت، ی در N” که شنیده ام را اشتباه) و ) شده ارائه استدلال این حقیقت، در ندارد. وجود دو

سان ی اندازه دارای نم توانند این ها بنابراین و است نامتناه ، منف و مثبت یعن سمت، دو در Z که حال در است،
باشند.“

را آن ها است. خاص روش به Z اعضای شمارش م دهیم، انجام نیاز مورد بیژکسیون ساخت برای که کاری واق در
م کنیم. فهرست · · · ،−۴ ،۴ ،−۳ ،۳ ،−۲ ،۲ ،−۱ ،۱ ،۰ به صورت

.۵ .۳۰ تمرین

از (راهنمایی: است. بیژکسیون ی دهید نشان و دهد ارائه را شمارش این که آورید به دست صریح بیژکسیون ی (آ)
کنید.) استفاده n به وابسته فرد یا زوج حالت های تعریف

کنید: رد یا اثبات را زیر گزاره (ب)

است. نامتناه شمارای Y آنگاه ،Y ⊆ X و باشد نامتناه شمارای ،X اگر

هستند. شمارا گویا •اعداد

از خاص روش از استفاده با شروع برای است. سخت تر کم شماراست، Q مثبت گویای اعداد مجموعه اینکه اثبات
هستند. شمارا مثبت گویا اعداد که م دهیم نشان کسرها کردن مرتب

این روی گویا اعداد همه به ویژه بنویسیم. ۴ .۳۰ ل ش مانند صفحه ی در را a
b

برای احتمالات همه که کنید تصور

است. ۱
۱ همان ۲

۲ مثال برای شده اند، داده نمایش بار چند یا دو بعض اگرچه، باشند. شده داده نمایش صفحه

م شود، شروع ۱
۱ از است. شده  داده شرح ان ها پی با ترتیب این دهیم. ارائه کسرها این همه از ترتیبی که است این هدف

پیرامون مارپیچ ایجاد به را ما ان ها پی م بینید که همان طور برم گردد. بالا خط به بعد م رود؛ ۲
۱ به پایین سطر در سپس

م رویم. پیش صفحه در عدد هر از گذر برای که کنید دقت م کنند. وادار صفحه
تکرار یا بودن ی با توجه به ول نیست؛ م خواهیم آنچه این داریم. N و جفت ها این بین بیژکسیون ی روشن به طور حالا
طبیع اعداد بین بیژکسیون ی این م اندازیم. دور آنرا تکراری عدد هر به رسیدن با ل مش هیچ بدون کسرها، از بعض

اگرچه نامتناه  اند. اندازه ی به آن ها نتیجه، در هستند. شمارش قابل دو هر بنابراین، م دهد. ارائه مثبت گویای اعداد و
هستند. طبیع اعداد از بیشتر مثبت گویای اعداد کند فکر بی تجربه شخص است ن مم

.۶ .۳۰ تمرین

شماراست. ،(Q) گویا اعداد مجموعه کنید ثابت (آ)

شماراست. N× N کنید ثابت (ب)

هستند. ناشمارا حقیق •اعداد

واض م گیریم. نظر در را ۱ تا ۰ از حقیق اعداد مجموعه کار، آسان برای است. نیاز ناشمارا مجموعه ی از مثال
نیست. شمارا حقیقت، در شماراست؟ آیا اما است، نامتناه که است

را [۰,۱] اعضای م توان آنگاه دارد. وجود [۰,۱] و N بین بیژکسیون ی کنید فرض م کنیم. اثبات خلف برهان با
۰/x۱x۲x۳x۴x۵ · · · به صورت م تواند x بنابراین کنیم. استفاده آن ها اعشاری بسط های از دهید اجازه کرد. فهرست

است. ۹ تا ۰ از رقم ی xi که شود نوشته
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صفحه در گویا اعداد سازی مرتب :۴ .۳۰ ل ش
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کرد. فهرست را [۰,۱] اعداد بتوان یرید ب نظر در

۰/a۱a۲a۳a۴a۵a۶ · · ·

۰/b۱b۲b۳b۴b۵b۶ · · ·

۰/c۱c۲c۳c۴c۵c۶ · · ·

۰/d۱d۲d۳d۴d۵d۶ · · ·

۰/e۱e۲e۳e۴e۵e۶ · · ·

۰/f۱f۲f۳f۴f۵f۶ · · ·

...

از بعد x رقم اولین م نامیم. x را آن نیست. فهرست این در که بسازیم را [۰,۱] از جدید گویای عدد ی بیایید حال،
چیزی هر سوم رقم باشد. ۹ یا صفر ، b۲ از غیر چیزی هر رقم دومین باشد. ۹ یا صفر ، a۱ از غیر رقم هر اعشار نقطه
رقم kامین یا صفر ، ۹ از غیر چیزی هر را x رقم kامین همیشه م دهیم. ادامه همین طور و باشد ۹ یا صفر ، c۳ از غیر
در باید بنابراین است. ۱ و ۰ بین م دانیم است. ۰/x۱x۲x۳x۴x۵ · · · ل به ش x اینکه باتوجه به م دهیم. قرار عضو kامین
دوم رقم زیرا باشد، نم تواند فهرست دوم عدد دارد. تفاوت a۱ با آن رقم اولین زیرا نیست فهرست اول عدد باشد. فهرست
رقم، kامین با آن رقم kامین که چرا باشد فهرست kام عضو نم تواند دارد. ادامه همینطور و نیست سان ی b دوم رقم با آن
فهرست اعضای از ی هیچ با به علاوه نیست. فهرست در x اعشاری بسط بنابراین است. متفاوت فهرست عضو kامین
و ۰/۰۰۰ · · · = ۰ یا است ۰/۲۵۰۰۰ · · · همان که ۰/۲۴۹۹۹۹۹ · · · اعداد مانند دارد اعشاری تکرار ی صفر یا ۹ که

۰/۹۹۹ · · · = ۱
م شود. رد [۰,۱] اعداد فهرست ان ام پس نیست؛ سان ی نیز

.۷ .۳۰ تمرین
کنید. استفاده R بودن ناشمارا اثبات برای را بالا نتیجه از

.۴ .۳۰ توجه -
شماراست کنیم فرض مجموعه، هر ناشمارایی اثبات برای که است خوبی ایده  ، [۰,۱] ناشمارایی اثبات باتوجه به (۱)

برویم. جلو تناقض ی دنبال به و

بنابراین است، [۰,۱] ناشمارا مجموعه  از محض زیرمجموعه  ی {۱, ۱
۲ ,

۱
۳ ,

۱
۴ , · · · ,

۱
n
, · · · } شمارا مجموعه (۲)

هستند. ر دی بعض از بزرگ تر نامتناه ها بعض که م کنیم تصدیق
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تمرین

بنویسید. را بیژکسیون هر معکوس هستند. بیژکتیو یا سوژکتیو انژکتیو، زیر توابع از ی کدام که کنید مشخص .۱

.f(x) = x۲ + x+ ۱ ضابطه با f : R −→ R (آ)

.f(x) = x۲ + x+ ۱ ضابطه با f : N −→ N (ب)
.f(x) = x۳ ضابطه با f : R −→ R (ج)

ضابطه با f : R −→ R (د)

f(x) =

{ ۱
x

x 6= ۰,
۰ x = ۰.

.f(x) = ۳x− ۴
x۲ + ۵ ضابطه با f : R −→ R (ذ)

.f(x) = ۵x
x+ ۲ ضابطه با f : R− {−۲} −→ R− {۵} (و)

.f(x) = |x− ۳|+ ۳ ضابطه با f : R −→ R+ (ه)
.f(x) = ۲x ضابطه با f : R+ −→ R+ (ی)

نگاشت که بیابید طوری را b و a م توانید نیست، بیژکسیون که قبل تمرین در f : R −→ R نگاشت هر برای آیا .۲
بیابید. را g هر معکوس باشد. بیژکسیون ی x ∈ [a, b] هر برای g(x) = f(x) تعریف با ،g : [a, b] −→ f([a, b])

هستند، تعریف قابل زمان چه ،gog و ،fof ،gof ،fog ترکیبات دهید، شرح .۳

.g(x) = x+ ۲ با شده تعریف g : R −→ R و f(x) = x۲ − ۱ با شده تعریف f : R −→ R تابع (آ)

g(x) = با شده تعریف g : (۰,۱) −→ (۰,۱) و f(x) = ۱
x۲ + ۱ با شده تعریف f : R −→ (۰,۱) تابع (ب)

.۱ − x

مثال ی نادرست گزاره های برای و اثبات ی درست گزاره های برای هستند؟ درست زیر گزاره های از ی کدام .۴
دهید. ارائه نقض

است. انژکتیو انژکتیو، تابع دو ترکیب (آ)
است. سوژکتیو سوژکتیو، تابع دو ترکیب (ب)

است. بیژکتیو بیژکتیو، تابع دو ترکیب (ج)

است. بیژکتیو سوژکتیو، تابع ی و انژکتیو تابع ی ترکیب (د)

بزنید، نقض مثال (ب) و (آ) برای باشند. بیژکتیو g : R −→ R و f : R −→ R کنید فرض .۵

است. انژکتیو ،h(x) = f(x)g(x) ضابطه با h : R −→ R تابع (آ)
رخ اتفاق چه سوژکتیو توابع برای است. انژکتیو ،h(x) = f(x) + g(x) ضابطه با h : R −→ R تابع (ب)

م دهد؟

آن عکس آیا که بپرسیم م توانیم بنابراین بود. است“ ی به ی f =⇒ ویژه ”شرایط اساس به طور ۱ .۳۰ قضیه .۶
گزاره ی ساختن احتمال راه پس نوشت. ،f−۱ اولیه تعریف بدون را شرایط نم توان حالت این در است. درست

که: است این اگر” تنها و ”اگر
g : Y −→ X مانند تابع اگر تنها و اگر است بیژکتیو f آنگاه است. تابع ی f : X −→ Y که کنید فرض

به طوری که باشد موجود
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و (gof)(x) = x ،x ∈ X هر برای ، یعن باشد، همان نگاشت X روی gof (آ)
.(fog)(y) = y ،y ∈ Y هر برای ، یعن باشد، همان نگاشت Y روی fog (ب)

است. g = f−۱ ،f معکوس تابع حالت این در
کنید. رد یا اثبات را بالا گزاره های

هستند؟ بیژکتیو یا سوژکتیو انژکتیو، آیا یرید. ب نظر در را ex : R −→ (۰,∞) و logxe : (۰,∞) −→ R توابع .۷

دهید. ارائه نقض مثال ی یا اثبات ی زیر گزاره های برای هستند. نامتناه مجموعه های B و A کنید فرض .۸

شماراست. نیز A×B آنگاه باشند، شمارا دو هر B و A اگر (آ)
شماراست. نیز B آنگاه ،B ⊂ A و باشد شمارا A اگر (ب)

شماراست. A ∪B آنگاه باشند، شمارا B و A اگر (ج)

شماراست. A ∩B آنگاه باشند، شمارا B و A اگر (د)
است. متناه A−B آنگاه ،B ⊂ A اگر (و)

است. نامتناه A−B آنگاه ،B ⊂ A اگر (ه)
ناشماراست. گنگ اعداد مجموعه یعن ناشماراست. R−Q مجموعه (ی)



بیندیشیم؟۲۵۶ ریاض دان ی مانند ونه چ

یده چ

که دهد نتیجه f(x۱) = f(x۲) ،x۲ ∈ X ،x۱ ∈ X هر برای اگر، تنها و اگر است انژکتیو f : X −→ Y تابع ◀
.x۱ = x۲

به طوری که باشد xی ∈ X ،y ∈ Y هر برای اگر است سوژکتیو f ◀
.f(x) = y

با که است Z به X از نگاشت م شود، داده نمایش gof با که ،g : Y −→ Z و f : X −→ Y ترکیب ◀
م شود. تعریف (gof)(x) = g(f(x))

باشد. سوژکتیو و انژکتیو اگر م شود، گفته بیژکتیو f تابع ◀
م رود. کار به مجموعه ها پیش تصویر تعریف برای یا است f تابع معکوس دارد! مفهوم دو f−۱ تابع ◀

باشد. داشته وجود N و X بین بیژکسیون ی اگر شماراست، X نامتناه مجموعه ◀
نباشد. شمارا اگر ناشماراست، نامتناه مجموعه ی ◀

هستند. شمارا Q و N مجموعه های ◀
هستند. ناشمارا R و [۰,۱] مجموعه های ◀



۳۱ فصل

هم ارزی روابط

برابرترند. بعض اما برابرند، هم با حیوانات همه

“۱۹۴۶ حیوانات، قلعه اورول۱، جورج ”

شناسایی مثال از را خود علاقه مورد ویژگ چند یعن م شود، انتزاع ریاضیات ونه چ که م بینیم فصل، این در
وسیع تری گروه بتوانیم تا م کند کم کار این دهد. پوشش را مثال که م سازیم کل تعریف ی سپس و م کنیم

کنیم. بررس را موضوعات از

معادل باشند، داشته سان ی باقیمانده n، بر تقسیم در عدد دو اگر که بود این پیمانه ای حساب ایده ،۲۹ فصل در
برای بنامیم. هم ارزی رابطه ی را آن و کرده خلاصه را معادل مفهوم از خود درک که داریم قصد حال باشند.
گفت؛ معادل را کارت دو م توان باشند، نوع ی از کارت دو اگر بازی کارت های از استاندارد دسته ای در مثال،

گوییم. هم ارز را آن ها باشند، داشته سان ی مقدار اگر اینکه یا

در تحرک عدم نقطه  ی است، سخت ریاضیات، عموم تر مفاهیم ر دی برخلاف هم ارزی رابطه  مفهوم درک
آن ها با و م شوند گردآوری معادلند، ر دی ی با که اعضایی همه که جایی همان دارد؛ وجود هم ارزی کلاس مفهوم
کنیم، معرف معادل را هستند سان ی موقعیت دارای که کارت دو اگر مثال، برای م شود. برخورد عضو ی مانند

همه پی هاست. شامل ، پی هفت هم ارزی کلاس آنگاه

، هفت پی هم ارزی کلاس آنگاه کنیم، فرض سان ی ارزش داشتن را، هم ارزی کارت های برای هم ارزی رابطه اگر
هفت هاست: همه 

خشت}. هفت و گشنیز هفت دل، هفت ، پی {هفت

منته آن درک اما است؛ متفاوت کرده اید، برخورد آن با قبلا که چیزی هر با و جدید موضوع کلاس این مبحث
خارج قسمت فضاهای یا گروه ها، نظریه از خارج قسمت گروه های مثال برای م شود؛ هیجان انگیز و نو ریاضیات به

دسته اند. این از توپولوژی، در

رابطه ها

بزنیم. زیادی مثال های م توانیم است. ساده رابطه تعریف ارائه

،۱۹۵۰ ژانویه  ۲۱ درگذشته ،۱۹۰۳ ژوئن ۲۵ زاده  (George Orwell) اورول جورج مستعار نام با (Eric Arthur Blair) بلر آرتور ۱اری

م شناسند. ۱۹۸۴ و حیوانات قلعه مشهور رمان دو برای بیشتر را او بود. انگلیس شاعر و ادبی منتقد روزنامه نگار، داستان نویس،

۲۵۷
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.۱ .۳۱ مثال

.x = y اگر دارد، رابطه y با x عدد (۱)
.x = y mod n اگر دارد، رابطه y صحیح عدد با x صحیح عدد (۲)

.x|y اگر دارد، رابطه y صحیح عدد با x صحیح عدد (۳)
باشد. B برادر یا خواهر A اگر دارد، رابطه B با A شخص (۴)

.x < y اگر دارد، رابطه y حقیق عدد با x حقیق عدد (۵)
.xy = ۰ اگر دارد، رابطه y حقیق عدد با x حقیق عدد (۶)

باشد. موجود Y به X از پرواز ی شنبه، ی روز در اگر دارد، ارتباط Y شهر با X شهر (۷)

کرد؟ تعریف ریاض روش به را رابطه نماد م توان ونه چ اما کرد، تعریف م توان که دارند وجود زیادی رابطه های
با رابطه ای سپس شهرها، یا مردم، ، طبیع اعداد صحیح، اعداد مجموعه مثال، برای م گیریم؛ نظر در را مجموعه ای
م کنیم. کار X×X با حقیقت در بنابراین م گیریم، عضو دو بعد م گوییم. X را مجموعه این م کنیم. تعریف آن

دید. رابطه نهایی تعریف در را این م توان که

.۱ .۳۱ تعریف

رابطه با یا دارد رابطه y با x باشد. گوییم X×X ضرب از زیرمجموعه ای R و باشد مجموعه ی X کنید فرض
.(x, y) ∈ R اگر x ∼ y م نویسیم و است شده مرتبط R

.۲ .۳۱ مثال

اگر دارد، رابطه y صحیح عدد با x صحیح ”عدد که کنیم تعریف ل ش این به را ∼ رابطه و X = Z کنید فرض
و (۳,۴) /∈ R اما (۱۰۱,۲۱) ∈ R و (۲,۷) ∈ R آنگاه باشد، n = ۵ مثال برای اگر بنابراین، “.x = y mod n

.(۱۰۱,۲۰) /∈ R

ی به عنوان ∼ درمورد و م کنیم رها را R مرج عمل، در گرچه .∼ نه است رابطه R تعریف، در که کنید دقت
زیرمجموعه ی به عنوان رابطه ی مورد در به ندرت ریاض دانان بیشتر عمل در م کنیم. صحبت X روی رابطه

م کنند. فکر

هم ارزی رابطه های

است: مهم بسیار ریاضیات در که پرداخت رابطه از خاص نوع به م توان حال

.۲ .۳۱ تعریف

کند: صدق زیر شرط سه در اگر گوییم، هم ارزی رابطه ی را X روی ∼ رابطه

.x ∼ x ،x ∈ X هر برای بازتابی: (۱)
.x ∼ y =⇒ y ∼ x ،x, y ∈ X هر برای تقارن: (۲)

.x ∼ z که م دهد نتیجه y ∼ z و x ∼ y ،x, y, z ∈ X هر برای تعدی: (۳)

سال ها هستند؟ خوبی شرایط کردن کار برای این ها چرا کنیم. بررس را شرایط این همه باید رابطه، هر برای بنابراین
اعضا م دهند اجازه که دید خواهیم به علاوه، معمولند. بسیار و ساده سه، این که کردند کشف ریاض دانان پیش

کنیم. گروه بندی مجزا مجموعه های در را

.۳ .۳۱ مثال
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با Z روی ∼ رابطه ،n طبیع عدد برای

x ∼ y ⇐⇒ x = y (mod n),

م شود. تعریف
م کنیم: بررس را شرایط

∼ که م بینیم است، درست x = x (mod n) همیشه که آنجا از .x ∼ x ⇐⇒ x = x mod n بازتابی: (۱)
است. بازتابی

دقیقا ،y = x (mod n) م دهد نتیجه این که م دانیم و ،x = y (mod n) م دهد نتیجه x ∼ y تقارن: (۲)
است. متقارن ∼ بنابراین .y ∼ x م گوید

تعریف باتوجه به است. y = z (mod n) و x = y (mod n) لذا .y ∼ z و x ∼ y که کنید فرض تعدی: (۳)
،x = z (mod n) که م گیریم نتیجه دارند، سان ی باقیمانده n بر تقسیم در عدد، سه هر ، یعن ، همنهشت

است. هم ارزی رابطه ی ∼ بنابراین هستند، صادق شرط سه هر است. متعدی ∼ بنابراین .x ∼ z یعن

.۴ .۳۱ مثال

درست x > x ،x هر برای نیست: بازتابی زیرا نیست، هم ارزی رابطه ی حقیق اعداد مجموعه روی < رابطه (۱)
نیست.

درست ۴ ≥ ۳ مثال برای نیست: متقارن زیرا نیست، هم ارزی رابطه ی حقیق اعداد مجموعه روی ≥ رابطه (۲)
نیست. درست ۳ ≥ ۴ اما است

الزاما X آنگاه باشد، Z پدربزرگ Y و Y پدربزرگ X اگر زیرا نیست. متعدی است“ B پدربزرگ A” رابطه (۳)
نیست. Z پدربزرگ

.۱ .۳۱ تمرین

هستند. هم ارزی روابط از ی کدام و متعدی یا تقارن بازتابی، زیر روابط از ی کدام کنید مشخص

به طور پس است تعریف ی این که کنید (توجه .x = y اگر دارد، رابطه y حقیق عدد با x حقیق عدد (۱)
”اگر“.) ی تنها نه اگر“است تنها و ”اگر ی ضمن
.x < y اگر دارد، رابطه y طبیع عدد با x طبیع عدد (۲)

.x ≤ y اگر دارد، رابطه y حقیق عدد با x حقیق عدد (۳)
.xy = ۰ اگر دارد، رابطه y حقیق عدد با x حقیق عدد (۴)

باشد. y برادر یا خواهر x اگر است، x ∼ y (۵)
.A ⊂ B اگر دارد، رابطه B با A مجموعه (۶)

باشد. صحیح عدد ی x− y اگر دارد، رابطه y با x ،x, y ∈ R هر برای (۷)
.|x− y| ≤ ۱ اگر ،x ∼ y ،x, y ∈ X هر برای لذا .X = R کنید فرض (۸)

.۲ .۳۱ تمرین

ر دی شرط دو در ول کند صدق شرط آن در که دهید ارائه رابطه ی از مثال تعدی و تقارن بازتابی، شرط برای
ر دی شرط دو در ول نباشد صادق شرط آن در که دهید ارائه رابطه ی از مثال شرط هر برای سپس، نباشد. صادق

باشد. صادق

•تیزبین

دوتای از را بودن بازتابی م توان که برسد نظر به است ن مم کنیم، بازی تعدی و تقارن بازتابی، شرط سه با اگر
است. متعدی و متقارن رابطه ی کنید فرض پس گرفت، نتیجه ر دی

گرفت نتیجه م توان (z = x دادن (قرار بودن متعدی از استفاده با اما .y ∼ x بودن متقارن باتوجه به ،x ∼ y اگر
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.x ∼ x
”اگر م گوید کنید. مشاهده را کار شروع نیست! اینطور اما است؛ اضاف بازتابی شرط که م رسد نظر به بنابراین
شامل این (و باشد! داشته رابطه ری دی مجزا عضو با x که نیست تضمین است! بزرگ اگرِ ی این .“ ... x ∼ y

است. غلط استدلال بنابراین، م شود!) نیز خودش
همین برای مثال رابطه ای، چنین نباشد. بازتابی اما باشد متعدی و متقارن که بود خواسته را رابطه ای قبل تمرین

است. وض
هم ارزی کلاس های

ان ام این نماد، این دید، خواهیم بعدی بخش در که همان طور است. مهم بسیار ریاضیات در هم ارزی کلاس  نماد
کنیم. دسته بندی ر دی ی با را هم ارز اعضای که م دهد را

.۳ .۳۱ تعریف

است. [x] = {y ∈ X | y ∼ x} به صورت و م شود داده نمایش [x] با ،∼ هم ارزی رابطه تحت x هم ارزی کلاس

.۵ .۳۱ مثال

کرد. استفاده Z روی هم ارزی رابطه ی قراردادن برای پیمانه ای حساب از م توان که دیدیم ۳ .۳۱ مثال در (۱)
هستند. زیر به صورت هم ارزی کلاس های

[۰] =
{
· · · ,−۳n,−۲n,−n,۰, n,۲n,۳n, · · ·

}
[۱] =

{
· · · ,−۳n+ ۱,−۲n+ ۱,−n+ ۱,۱, n+ ۱,۲n+ ۱,۳n+ ۱, · · ·

}
[۲] =

{
· · · ,−۳n+ ۲,−۲n+ ۲,−n+ ۲,۲, n+ ۲,۲n+ ۲,۳n+ ۲, · · ·

}
[۳] =

{
· · · ,−۳n+ ۳,−۲n+ ۳,−n+ ۳,۳, n+ ۳,۲n+ ۳,۳n+ ۳, · · ·

}
...

[n− ۱] =
{
· · · ,−۳n+ (n− ۱),−۲n+ (n− ۱),−n+ (n− ۱), n− ۱,

n+ (n− ۱),۲n+ (n− ۱),۳n+ (n− ۱) · · ·
}

=
{
· · · ,−۲n− ۱,−n− ۱,−۱, n− ۱,۲n− ۱,۳n− ۱, · · ·

}
[n] = [۰].

رابطه که یرید ب نظر در باشد. بازی ورق های از استاندارد دسته ی در ورق ها از مجموعه ای X کنید فرض (۲)
موجود مجزا هم ارزی کلاس چهار آنگاه باشد. شده تعریف باشند“ نوع هم y و x اگر x ∼ y” به صورت ،∼

ها). (لوزی خشت ها و گشنیزها دل ها، پی ها، است:

دست دم  •

م کنند؟“ عمل چیزی چه شبیه هم ارزی ”کلاس های بپرسید است، شده ارائه هم ارزی رابطه ی

.۳ .۳۱ تمرین
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نقطه ی زاویه :۱ .۳۱ ل ش

یرید: ب نظر در را زیر رابطه دو باشد. صفحه X = R۲ کنید فرض

باشد. سان ی مبدأ از آن ها فاصله اگر دارد، رابطه p۲ ∈ R۲ با p۱ ∈ R۲ نقطه (۱)
۱ .۳۱ ل ش م کنیم. تعریف xها، مثبت محور و م کند وصل مبدأ به را p که خط بین زاویه را، p نقطه زاویه (۲)
این ها که دهید نشان باشند. سان ی آن ها زاویه های اگر دارد رابطه p۲ ∈ R۲ با p۱ ∈ R۲ نقطه ببینید. را
کنید. رسم هم ارزی کلاس های ارائه  برای تصاویری کدامند؟ هم ارزی کلاس های هستند. هم ارزی رابطه های

افرازها •

به را مجموعه ی هم ارزی رابطه هر که دید خواهیم بخش این در م رسیم. هم ارزی رابطه های موضوع به حال
برای هستند. سان ی منظورها، و قصد همه با که است اعضایی شامل و مجزا قسمت هر که م کند تقسیم گونه ای
که م کنند تقسیم طوری را زمین آن ها نم دهند. قرار سان ی مزرعه ی در را حیواناتشان همه کشاورزان مثال،
حیوانات روش، این با هستند. غیره و ر دی قسمت در گوسفندان قسمت، ی در مرغ ها قسمت، ی در گاوها
هویت های و نام ها آن ها بود. خواهند متفاوت گاوها مثال، برای موضوع، هر با واض به طور م شوند. مدیریت ساده تر

سانند. ی م آیند دوشیدن برای که زمان مثال برای شرایط؛ همه در نه اما دارند را خودشان
به را مجموعه آن است؛ مجموعه ی کردن سازمانده از قدرتمندی بسیار روش هم ارزی رابطه ی به کارگیری
انتخاب را صحیح هم ارزی رابطه باید ریاضیات، مسئله  هر در روشن به م کند. تقسیم مدیریت پذیرتر قسمت های

نم کند. جدا پا تعداد اساس بر را حیوانات کشاورز مثال، برای کرد.
هم ارزی کلاس های اجتماع که م کنند تقسیم طوری را X هم ارزی کلاس های ،X روی هم ارزی رابطه هر برای
به مجموعه بنابراین هستند. سان ی یا و مجزا یا y و x کلاس های ،X در y و x عضو دو هر برای و است X برابر

ببینید. را ۲ .۳۱ ل ش م شود. سته ش مجزا قسمت های
کنیم. ببان ریاض به صورت را این حال

.۱ .۳۱ قضیه

در این صورت باشد. X روی شده تعریف هم ارزی رابطه ی ∼ کنید فرض

است.)، x ∈ X هر برای [x] مجموعه های اجتماع معن به معادله، در رفته کار به (نماد
⋃

x∈X
[x] = X (۱)

،[x] = [y] اگر تنها و اگر x ∼ y (۲)
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هم ارزی رابطه ی برای افراز ی :۲ .۳۱ ل ش

.[x] ∩ [y] = ∅ اگر تنها و اگر x ≁ y (۳)

برهان.

برعکس .X ⊆
⋃

x∈X
[x] بنابراین، .x ∈

⋃
x∈X

[x] ،x ∈ [x] آنگاه ،x ∼ x اینکه باتوجه به .x ∈ X کنید فرض (۱)

است. روشن
⋃

x∈X
[x] ⊆ X یعن و آن

.z ∈ [y] لذا ،z ∼ y تعدی خاصیت با بنابراین و z ∼ x آنگاه باشد، z ∈ [x] اگر .x ∼ y که کنید فرض [=⇒] (۲)
درم یابیم بالا مشابه دلایل با و y ∼ x تقارن خاصیت باتوجه به آنگاه ،x ∼ y اگر اما .[x] ⊆ [y] م دهد نشان این

.[x] = [y] بنابراین .[y] ⊆ [x]

.x ∼ y بنابراین x ∈ [x] = [y] لذا x ∼ x چون ،[⇐=] (۲)

که یرید ب نظر در تناقض به رسیدن برای و x ≁ y که کنید فرض [=⇒] (۳)

[x] ∩ [y] 6= ∅.

باتوجه به . z ∼ y و z ∼ x ر به عبارت دی ،z ∈ [y] و z ∈ [x] که است موجود z ∈ X ،[x] ∩ [y] 6= ∅ چون
است. تناقض ی این و x ∼ y تعدی خاصیت

x ∈ [x] ∩ [y] بنابراین ،x ∈ [y] و x ∈ [x] آنگاه ،x ∼ y چون .x ∼ y و [x] ∩ [y] = ∅ که کنید فرض [⇐=] (۳)
است. تناقض این و

■

.۱ .۳۱ توجه -

هستند. مجزا یا سان، ی ر دی ی با و ناته [y] و [x] مجموعه های که م دهد نشان قبل قضیه

م رویم. پیش آن تحلیل با همراه بار این را اثبات مسیر
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تقارن بازتابی، شرط سه در یعن است، هم ارزی رابطه ی ،∼ که است این فرض کنید، دقت ابتدا در برهان.
گرفته است قرار استفاده مورد که آنچه همه که است نیاز م کنیم تحلیل را اثبات که زمان م کند. صدق تعدی و
و بازتابی ،∼ مثال، برای باشیم، داشته ضعیف تری فرض م توانیم نباشند، درست اگر دهیم. قرار بررس مورد را

است. متقارن

(۱) تحلیل

.x ∈ X کنید فرض

م شود. کار اعضا سط در هستند، سان ی مجموعه دو اینکه دادن نشان برای تلاش

،x ∼ x چون

است. گرفته قرار استفاده مورد فرض از قسمت ی بنابراین است! شده استفاده بازتابی خاصیت از

،x ∈ [x] آنگاه

است. شده گرفته کار به هم ارزی کلاس تعریف

X ⊆
⋃

x∈X
[x] بنابراین ،x ∈

⋃
x∈X

[x] پس

شده تقسیم B ⊆ A و A ⊆ B به مسئله پس هستند، ی B و A مجموعه دو که دهیم نشان تلاشیم در مؤثر به طور
دهیم. انجام را دوم که است نیاز داده ایم. نشان را اول اعضا، سط در کردن کار با تنها ببینید. را ۲۰ فصل است؛

.
⋃

x∈X
[x] ⊆ X و است روشن نتیجه عکس

کنیم. بررس جا همان در را آن باید اما است! روشن نویسنده برای دوم قسمت معلوم قرار از

(۲) تحلیل

[=⇒]

که م آید، اگر“ ”فقط اول م شود، تقسیم قسمت دو به بنابراین است اگر“ تنها و ”اگر ی این
کنیم. بررس را است شده استفاده آن از که جایی است نیاز است؛ x ∼ y فرض است. x ∼ y =⇒ [x] = [y]

.x ∼ y که کنید فرض

فرض، که است این بیان حال در تنها نویسنده نیست. اینطور اما است؛ گرفته قرار استفاده مورد فرض که م رسد نظر به
گرفت. خواهد قرار استفاده مورد
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،z ∼ y تعدی خاصیت از استفاده با بنابراین و z ∼ y آنگاه ،z ∈ [x] اگر

را تعدی شرط همچنین م کنیم. استفاده x ∼ y فرض از که اینجاست اوه، است. رفته کار به هم ارزی کلاس تعریف
م بریم. کار به

.[x] ⊆ [y] م دهد نشان این .z ∼ y بنابراین

نتیجه ، B ⊆ A و A ⊆ B” به کارگیری و شعبده بازی دوباره اوه، است. شده استفاده هم ارزی کلاس تعریف از دوباره
.“A = B م دهد

.[x] = [y] بنابراین و [y] ⊆ [x] م بینیم بالا مشابه استدلال با ،y ∼ x تقارن خاصیت با آنگاه ،x ∼ y اگر اما

بررس آن درست است نیاز است. شده استفاده هم ارزی رابطه شرط سه هر از بنابراین است، رفته کار به تقارن شرط
.x ∼ y که گرفتیم نتیجه فرض از م رسد درست نظر به شود.

[⇐=] (۲)
.x ∈ [x] = [y] پس ،x ∼ x چون

بهره فرض دو از بار ی است. شده استفاده بودن بازتابی از دوباره کنیم. اثبات را (۲) یا ”اگر“ قسمت که است نیاز
است. شده استفاده [x] = [y] یعن ،⇐= گزاره فرض از و رفته کار به x ∈ [x] یعن هم ارزی کلاس تعریف بردیم.

.x ∼ y بنابراین

م آید. به دست ،x ∈ [y] =⇒ x ∼ y از استفاده با م خواهیم، که نتیجه ای

(۳) تحلیل
[=⇒]

است. شده سته ش قسمت دو به که است اگر“ تنها و ”اگر ی (۳) دوباره،

z ∈ [x] که دارد وجود zی ∈ X یرید. ب نظر در را [x] ∩ [y] 6= ∅ تناقض، ی رسیدن برای و x ≁ y کنید فرض
،z ∈ [y] و

است. نادرست اگر“ ”تنها قسمت نتیجه که است فرض پس خلف، برهان به کارگیری
است. معقول لذا م کنیم فرض تناقض ی برای را آن اینکه باتوجه به

است. تناقض ی این و x ∼ y تعدی خاصیت از استفاده با .z ∼ y و z ∼ x ر به عبارت دی

بود. x ≁ y ما فرض های از ی از دوباره استفاده
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.x ∈ [y] و x ∈ [x] پس ،x ∼ y چون .x ∼ y که تناقض ی و [x] ∩ [y] = ∅ که کنید فرض [⇐=] (۳)

هم ارزی. رابطه تعریف به کارگیری است! خلف برهان به وسیله اثبات بازهم

است. تناقض ی این .x ∈ [x] ∩ [y] بنابراین

باشد. ته اشتراک بودیم کرده فرض ما خُب

■

این است. خوب این پس کرده ایم. استفاده ∼ بودن هم ارزی رابطه فرض از که م دهد نشان اثبات این از ما تحلیل
خواهد قرار بحث مورد ۳۳ فصل در تفکر روش بود. خواهد غلط کنیم ضعیف را گزاره اگر که نیست معن این به
با اثبات که نیست کس بدانیم م توانیم ونه چ است. برده کار به را شرط سه ما برهان که است این نکته گرفت.

دهد؟ ارائه شرایط از تا دو یا ی تنها به کارگیری
چه داشت، خواهد وجود قضیه برای نقض مثال هم ارزی رابطه شرط سه این از ی هر حذف با اینکه اثبات برای

است؟ لازم چیزی
.۴ .۳۱ تمرین

بیابید! را نقض ها مثال

که قطعه هایی به مجموعه تقسیم برای داریم روش آنگاه باشیم، داشته هم ارزی رابطه ی اگر که بود این قضیه
ریاض دانان مانند م توان البته، هستند. مجزا قطعه ها آن و م شود ساخته قطعه ها آن همه با کامل به طور مجموعه

است؟ درست آن عکس آیا پرسید و کرد فکر
آورد؟“ به دست هم ارزی رابطه ی م توان آیا باشیم، داشته مجموعه ی تقسیم برای روش اگر ” م پرسیم بنابراین

شمارا گردایه ای برای که کنیم دقت ابتدا، کنیم. تعریف را مجموعه ی تقسیم از منظور باید اول م توانیم. بله،
گردایه ی بااین حال، برد. کار به مجموعه ها دادن نشان برای را X۱, X۲, X۳, · · · نماد م توان مجموعه ها از
.a ∈ R که Xa = [−a, a] م گیریم نظر در مثال برای شود. اندیس گذاری ناشمارا مجموعه ی با است ن مم
قرار با را گردایه م توان حالت دو هر در ادامه برای ناشماراست. R زیرا ناشماراست؛ مجموعه ها، از گردایه این
R× N یا R ،N تواند م I مثال، برای گرفت. نظر در است مجموعه ی I و λ ∈ I که Xλ مجموعه های دادن

باشد. غیره و
.۴ .۳۱ تعریف

زیرمجموعه ها از گردایه ای {Xλ}λ∈I ،I مانند مجموعه ای برای که یرید ب نظر در باشد. مجموعه Xی کنید فرض
به طوری که باشد،

،
⋃
λ∈I

Xλ = X (۱)

،λ = µ اگر تنها و اگر Xλ = Xµ (۲)

.λ 6= µ اگر تنها و اگر Xλ ∩Xµ = ∅ (۳)
دارد. نام X افراز ی مجموعه ها، این گردایه 

.۶ .۳۱ مثال

و Xx = [x] گذاشتن با ۱ .۳۱ قضیه از نتیجه این است. افراز ی هم ارزی، رابطه هر هم ارزی کلاس های مجموعه
هم ارزی رابطه ی افراز، هر داشتن با یعن م آوریم. به دست را ۱ .۳۱ قضیه عکس حال م آید. به دست I = X

م کنیم. تعریف
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کلاس ها ضرب :۳ .۳۱ ل ش

.۵ .۳۱ تمرین

“y ∈ Xµ که دهد نتیجه µ ی برای x ∈ Xµ اگر x ∼ y” با ∼ رابطه است. شده افراز {Xλ}λ∈I با X کنید فرض
است. هم ارزی رابطه ی ∼ کنید ثابت م شود؛ تعریف

است معادل افراز ی ارائه با مجموعه ی بر هم ارزی رابطه ی دادن قرار که است این داده ایم نشان آنچه
کلاس های ، نام به قطعات به را مجموعه م دانیم. هم ارزی روابط درمورد که چیزیست آن این عکس. بر و

م دهیم. انجام کلاس ها این با را ریاضیات و م کنیم هم ارزی،تقسیم
کرد؛ تمرکز هم ارزی کلاس های بر فقط و کرد افراز را مجموعه م توان که است این هم ارزی کلاس های اهمیت

م کنیم. دسته بندی واحد بسته  ی در را اعضا واق در
پیمانه ای حساب •

که دیدیم ۵ .۳۱ مثال در و است هم ارزی رابطه ی “x ∼ y ⇐⇒ x = y (mod n)” که دیدیم را ۳ .۳۱ مثال
م شود. داده نشان Zn با هم ارزی کلاس های مجموعه این هستند. [n−۱] ،· · · ،[۲] ،[۱] ،[۰] هم ارزی کلاس های

کنید فرض کرد. تعریف زیر روابط با را هم ارزی کلاس های روی حساب م توان حال

[x] + [y] = [x+ y] و [x].[y] = [xy].

ضرب است. نشده تعریف صحیح اعداد بر و شده تعریف هم ارزی کلاس های روی بر حساب ابن که کنید دقت
ببینید. را (i)۳ .۳۱ ل ش م کنیم. تعریف xy هم ارزی کلاس  با را [y] و [x] هم ارزی کلاس های

.۷ .۳۱ مثال

داریم: Z۷ در (۱)
[۳].[۵] = [۳ × ۵] = [۱۵] = [۱].

داریم: Z۸ در (۲)
[۶] + [۷] = [۶ + ۷] = [۱۳] = [۵].

م کنیم! فکر عمیق تر حالا
آنچه مثال، برای کلاس ها! نه و است X اعضای به وابسته تعریف واق در اما کنیم ضرب را کلاس ها م خواهیم

آنگاه ،[x] = [z] اگر که است این م خواهیم
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پیمانه  با که زمان مثال، برای باشد. وابسته کلاس در خاص عضو به نتیجه، کلاس نم خواهیم .[z].[y] = [x].[y]

ل ش ،xy ≁ zy اما x ∼ z باشیم داشته است ن مم به ویژه باشد. متفاوت [۶] یا [۱] گرفتن نباید م کنیم کار ۵
ببینید. را (ii)۳ .۳۱

.۲ .۳۱ قضیه

آنگاه باشد، [y] = [v] و [x] = [u] اگر
[u].[v] = [x].[y].

.xy ∼ uv که دهیم نشان باید پس .y ∼ v و x ∼ u که کنید فرض برهان.
داریم k۱ی ∈ Z برای تعریف طبق

x ∼ u⇐⇒ x = k۱n+ u,

k۲ی ∈ Z برای مشابه به طور و
y ∼ v ⇐⇒ y = k۲n+ v.

بنابراین

xy = (k۱n+ u)(k۲n+ v)

= k۱k۲n
۲ + k۱nv + uk۲n+ uv

= (k۱k۲n+ k۱n+ k۲u)n+ uv

(۱ .۳۱)

■ .xy ∼ uv پس

م شوند. برده کار به کلاس ها اعضای از ی کدام اینکه به نیست وابسته ضرب تعریف ر، به عبارت دی

.۵ .۳۱ تعریف

م شود. نامیده کلاس نماینده م رود، کار به هم ارزی کلاس ی نمایش برای که عضوی

.۶ .۳۱ تعریف

وابسته نماینده ها به ر عمل اگر است. شده تعریف کلاس ها بر ری عمل کلاس ها، اعضای از استفاده با کنید فرض
گوییم. خوش تعریف را آن نباشد،

.۸ .۳۱ مثال

است. خوش تعریف کلاس ها ضرب قبل قضیه  طبق

.۶ .۳۱ تمرین

است. خوش تعریف ر عمل این دهید نشان کنید. تعریف [x] + [y] = [x+ y] با را کلاس ها جم
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تمرین

رابطه ها آیا که کنید بررس هستند. متعدی یا متقارن بازتابی، ،X بر زیر رابطه های از ی کدام کنید مشخص .۱
کنید. مشخص را آن ها هم ارزی کلاس های هستند اگر و نه؟ یا هستند هم ارزی

باشد. زوج x− y ⇐⇒ x ∼ y و X = Z کنید فرض (آ)
باشد. فرد x− y ⇐⇒ x ∼ y و X = Z کنید فرض (ب)

.x ∼ y ⇐⇒ xy = ۰ و X = R کنید فرض (ت)

.x ∼ y ⇐⇒ xy 6= ۰ و X = R کنید فرض (ج)
.(x۱, y۱) ∼ (x۲, y۲) ⇐⇒ x۱ = x۲ و X = Z× Z کنید فرض (د)

.(x۱, y۱) ∼ (x۲, y۲) ⇐⇒ x۱y۱ = x۲y۲ و X = Z× Z کنید فرض (ذ)
.x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ Q و X = R کنید فرض (و)
.x ∼ y ⇐⇒ ۵|(x+ ۳y) و X = Z کنید فرض (ه)

که است صحیح عدد بزرگ ترین Int(x) ،x ∼ y ⇐⇒ Int(x) = Int(y) و X = Z کنید فرض (ی)
.Int(x) ≤ x

معادلند: Z۹ (ب) Z۶ (آ) در زیر کلاس های از ی کدام کنید مشخص .۲

[−۱۱۴], [−۳], [−۱], [۰], [۱], [۳], [۶], [۸], [۹], [۱۲], [۱۷], [۱۵], [۲۷], [۴۵].

خوش تعریف تابع این دهید نشان کنید. تعریف f([x]) = [x+x۲] با m ∈ N برای را f : Zm −→ Zm تابع .۳
است.

هستند؟ خوش تعریف زیر توابع آیا .۴

.f([x]) = [۲x] که f : Z۸ −→ Z۶ نگاشت (آ)
.f([x]) = [x۲] که f : Z۳ −→ Z۹ نگاشت (ب)

.a, b ∈ Zm که ،f([x]) = [ax+ b] با f : Zm −→ Zm نگاشت (ج)
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یده چ

y ∈ X با x ∈ X گوییم ،(x, y) ∈ R اگر است. X ×X از زیرمجموعه ی ،X مجموعه روی R رابطه ◀
.x ∼ y م نویسیم و دارد رابطه

که است رابطه ای هم ارزی رابطه ◀
،x ∼ x یعن است، بازتابی (۱)

،x ∼ y =⇒ y ∼ x یعن است، متقارن (۲)
.x ∼ y, y ∼ z =⇒ x ∼ z یعن است، متعدی (۳)

است. [x] = {y ∈ X | y ∼ x} ،x هم ارزی کلاس ◀

هم ارزی. کلاس های م کند: افراز قطعات به را مجموعه ی بر هم ارزی رابطه هر ◀

باید رها عمل بودن خوش تعریف اما کرد، تعریف نماینده ها از استفاده با کلاس ها بر رهایی عمل م توان ◀
شود. بررس





ششم بخش

نکته ها

۲۷۱





۳۲ فصل

ذار ب هم کنار را همه

وادارد. مداوم کنکاش به را ذهن نم تواند مشاهدات از غیر چیزی ، زندگ در

“۱ تأملات آنتونیوس، آئورلیوس ”مارکوس

روش روی قسمت هر در و شود درک خوب باید که دارد وجود زیادی چیزهای کتاب این قبل قسمت پن در
به طور آن ها، همه مؤثر به کارگیری و قراردادن هم کنار در دارد. تمرکز ریاض دان) ی (مانند اندیشیدن از متفاوت
ساده ریاض دان ی مانند اندیشیدن با این وجود ول شد ارائه زیادی روش های چه اگر است. تمرین و زمان نیازمند

است. هنر ی علم، از بیشتر ریاضیات قطعا، و ندارد. وجود یری پی برای قوانین مجموعه  هیچ نیست؛

روش ها م توانیم ونه چ که ببینید تا م کنیم انتخاب را قبل فصل های جذاب نکات از برخ فصل این در بنابراین،
کنیم. ادغام را

کردن شروع

دانشجوان اختیار در را هفتگ تمرینات از مجموعه ای است. کار شروع ، ریاض مسئله نوع هر در مان بزرگترین
تاکنون خُب، ”بسیار است این پاس معمولا مانده ام“ X سوال روی ”من م گوید دانشجویی که زمان م دهم. قرار
شروع کجا از نم دانم حت کنم. شروع نم توانم کاری، هیچ است“ این آن ها اغلب پاس داده اید؟ انجام کاری چه

کنم.“

دهید. ادامه را قبل حل شده مثال های روش که است این مطالعات کم کتاب های اکثر در موجود توصیه های
نگاه خود یادداشت های به مشابه، مسائل برای قبلا احتمالا ندارند. نیاز تذکری چنین به دانشجویان بااین حال،

باشد. بوده لات مش همین کتاب، این مطالعه به توصیه دلیل است ن مم حقیقت در کرده اند.
ی آن، از بتوانند که هستند قضیه ای یا مثال دنبال به م کنند، شروع پیشرفته ریاضیات با که دانشجویان اغلب

نیست. چنین ریاض اندیشه متاسفانه، یرند. ب نتیجه ساده تر م ح یا گزاره

معان ندانستن مانند ، بدیه ابهامات ) کنیم. نگاه کار“ به شروع ”روش های از برخ به بیایید نکته، این باتوجه به
م گیریم!) نادیده را سوال در موجود کلمات همه 

ی و خوب» امپراتور «پن از ی او است. روم بزرگ امپراتوران از (Marcus Aurelius Antoninus) آنتونیوس آئورلیوس ۱مارکوس

در برجسته ای نقش آئورلیوس مارکوس درگذشت. میلادی ۱۸۰ مارس ۱۷ در و زاده شد میلادی ۱۲۱ سال آوریل ۲۶ در وی است. رواق فیلسوف
جنگ حال در روم که حال در ۱۸۰ تا ۱۷۰ سال های میان در را (Ⅿeⅾitations) تاملات کتاب او داشت. پارتها علیه رم جنگ های دوره آخرین

کرد. تألیف بود،

۲۷۳
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کنید. بازی مثال ها با •

ارتباط در استنتاج یا مثال بتوانید است ن مم کنید، بیان را چیزی خاص مسئله  ی مورد در م توانید به ندرت
امیدی نور اغلب مثال ها این است. مثال ها با بازی کردن، کار به شروع برای روش اولین بنابراین دهید. ارائه آن با
که نیستم مطمئن م شود. مسئله از بیشتر درک به منجر مثال ها، از برخ با کردن بازی به عبارت م کنند. ایجاد

شویم. درگیر آن با کنیم حل را مسئله اینکه بدون که م کند مجبورمان شاید چرا؟

“.|A∪B| = |A|+|B|−|A∩B| لذا باشند. متناه Bمجموعه های Aو کنید فرض ” یرید: ب نظر در را ۲ .۲۰ قضیه
که م دهد نشان مثال ها از برخ با بازی است. نبوده چنین م کنیم فرض اما شده، مطرح پیش تر قضیه این اثبات

م شود. ار آش اثبات روش سرعت، به سپس است؛ برقرار تساوی چرا

رخ اتفاق چه R و N مانند آن از خاص مثال های برای ببینید باشد، نامتناه مجموعه های شامل گزاره ی اگر
م کند. مسئله حل درگیر را شما مغز ریاض بخش تمرین ها، نوع این انجام م دهد؟

کنید. شروع کوچ قطعه های با نید؛ بش را آن •

بزرگ“ لقمه ” رد روی با که: است این م کنند کار به شروع سخت به دانشجویان از برخ اینکه دلایل از ر دی ی
به که باشد داشته وجود قضیه ای ̸ فرمول ̸ محاسبه ̸ وریتم ال ی تنها که است این بر آن ها انتظار م روند. پیش
محاسبات، وریتم ها، ال از مجموعه ای از استفاده به و برگزینند کوچ قطعه ای باید که نم دانند دهد. پاس سوال

دارند. نیاز قضیه ها و فرمول ها
”ثابت مسئله  برای به عنوان مثال، کند. تبدیل تر کوچ مسائل به را مسئله باید که است پیشرو اصل ی ما فرض
كنيد سع B به رسیدن امید به نباید يا دهد نتیجه را این که باشید قضیه ای جستجوی در نباید “  A ⇐⇒ B کنید
.B =⇒ A سپس و A =⇒ B کنید ثابت آن به جای کنید. ایجاد ... و C ⇐⇒ D ،A ⇐⇒ C ل به ش فهرست

هستند. نوع این از مثال هایی (۳) ۱ .۳۱ قضیه ی و ۱ .۲۹ قضیه ی اثبات دیده ایم. بارها را روش این

زنجیره ای امیدواریم اینجا در م کنیم. عمل ل ش همین به (A = B) B و A مجموعه  دو تساوی دادن نشان برای
که باشد داشته وجود تساوی ها از

A = C = D = · · · = Z = B

ببینید. را ۱ .۲۰ مثال افتد؛ اتفاق بتواند و
(۲) و (۱) قسمت های اثبات در م توانید را این .B ⊆ A و A ⊆ B دهیم نشان که است این مسئله ستن ش روش
عنصر م رویم. پایین مجموعه، عناصر سط تا A؟ ⊆ B دهیم نشان م توانیم ونه چ کنید. مشاهده ۱ .۳۱ قضیه

ببینید. را ۷ .۲۰ قضیه مثال برای .x ∈ B دهید نشان و کنید انتخاب را x ∈ A

م شود! حل راحت تر ول است شده تبدیل مسئله دو به ظاهر در اینکه با م شود سته ش ل ش این به که مسئله ای
از اگر به طوری که م کنید، موفقیت احساس م کنید اثبات را قسمت ی وقت که است آن روش این برتری ی
نشان را A =⇒ B م توانم حقیقت، ”در ویید ب م توانید داده اید؟ انجام کاری چه تاکنون که شود سوال شما

نیست.“ دسترس از دور هم ر دی طرف بدهم،

دهید. تغییر را مسئله •

این است. تخصیص و تعمیم م دهیم انجام آنچه دهید. تغییر را آن که است این کردن شروع  برای روش سومین
صفحه در تقسیم لم تعمیم .(۳۳ (فصل داده اند اختصاص خود به را فصل ی که دارند اهمیت آنچنان روش دو
با این وجود، باشد. صفر غیر صحیح عدد ی y که بود این فرض است. مسئله تغییر از خوب نمونه ی ۲۶۳
که هنگام است. مثبت صحیح عدد ی y آن در که است، متفاوت گزاره  ی از اثبات برهان، از عمده ای بخش
مرتبه، چندین برای م توان را روش این است. منف y با ارتباط در کوتاه تر و جداگانه استدلال اثبات، از بخش
باشد. ساده تر طبیع اعداد از استفاده دارد ان ام است صحیح اعداد مورد در گزاره اگر داد. قرار استفاده مورد
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در نکته دهیم. قرار بررس مورد را آن ها و کنیم محدود اشیا از کوچ تر گروه به را مسئله م توانیم ، به طور کل
داد. انجام را کاری م توان حداقل سوال، دادن تغییر با که است این

بالاتر سط به رفتن

را روش ها از برخ بیایید اندیشید؟ ریاض دان ی مانند واقعا و رفت فراتر پرسش ها به پاس  از م توان ونه چ اما
ببینیم.

بسازید. را خود مثال های کنید، عکوس را پرسش •

م سازد. را خود مثال های واقع ریاض دان ی
ه بل م کنند، پیدا معن شد، پیشنهاد قبل فصل های در که قضیه ها و تعریف ها از مثال هایی یافتن تنها نه اینجا، در
حسابان، در اساس تمرین م کنم. ارائه حسابان از مثال کنم بیان روشن تر را منظورم اینکه برای هستند. نیز سودمند

بیابید. را آن بحران نقاط باید که م شود داده تابع است. توابع اکسترمم مقادیر کردن پیدا

شده داده خاص نقاط در کمینه و بیشینه  کنید فرض کنید. عکوس را پرسش است: چنین مثال ها این ساخت روش
باشد؟ داشته کمینه ای و بیشینه  چنین که بسازید تابع م توانید آیا باشند.

را تابع ی تنها م توانید که است بدیه م آموزید. کمینه  و بیشینه  مورد در زیادی مطالب کار، این دادن انجام با
خواهید بیشتری درک به شده، تعریف پیش از محدودیت هایی با مثال ساخت با اما کنید؛ کار آن با و بزنید حدس
کمینه دارای x = ۷ و x = −۲ نقاط در و f(۲) = ۵ بیشینه دارای x = ۲ در که بسازید تابع به عنوان مثال رسید،

باشد. f(−۲) = ۲۰ و f(۷) = −۳

سوال یرید. ب نظر در را مقدمات هندسه از مخروط ها مبحث پرسش، کردن معکوس روش از ر دی به عنوان مثال
را سوال این غیره. و کنید.“ محاسبه را آن مرکز از خروج و رأس، مرکز، است، مفروض مخروط ” است: این رایج

بیابید. را آن است، مفروض مخروط مرکز از خروج و رأس، مرکز، کنید. برعکس

...؟ اگر داد خواهد رخ چه که کنید سوال •

اگر داد خواهد رخ چه به عنوان مثال، ...؟  “ اگر داد خواهد رخ چه ” که کنند سوال دارند دوست خوب ریاض دانان
که داد خواهد اجازه همچنین کند. کم مسائل حل به کار این است ن مم که دیدیم کنیم؟ حذف را فرض آن
بیان ل ش این به قضیه ها و تعریف ها چرا که بدانیم م توانیم نهایت در . کنیم کشف را موضوع محدودیت های

شده اند.
گفت م توان ساده بسیار سطح در هستند. اضافه شرایط با شیئ ریاض در مجموعه ها، اغلب ر، دی به عنوان مثال
گروه ها مانند پیچیده ای بسیار مثال های اما است عناصر از محدودی تعداد با مجموعه ای ، متناه مجموعه  ی که
را خاص خواص باید ضرب که است مجموعه عناصر ضرب از نوع با مجموعه ای گروه، (ی دارد. وجود نیز

کند.) تامین

B و A اگر که بپرسیم م توانیم م دهیم. نشان A × B با را آن ها حاصلضرب ،B و A مجموعه های برای حال
مجموعه های B و A که کنید فرض به عنوان مثال دارد؟ خاصیت چنین نیز A × B آیا باشند، خاص ویژگ دارای
A×B آیا باشند، نامتناه B و A اگر است. چنین بله حالت، این در است؟ متناه نیز A×B آیا باشند. متناه

غیره. و است؟ گروه نیز A×B آیا باشند، گروه B و A اگر است؟ نامتناه
کنیم. ایجاد جدید مفاهیم سوالات، طرح با همواره که است این بر انتظار

ببینید. را ه شب تامل، اهمیت •
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شامل ریاضیات اما م شود؛ ساخته ری دی روی از ایده ای هر و است خط موضوع که م رسد به نظر چنین اگرچه
شامل باید موضوع، ی آموختن از پس تأمل هست. نیز موضوعات و ایده ها بین داخل ارتباطات از ه شب ی
ویید ب و نرسانید پایان به را موضوع فقط باشد. ه شب این در متناسب و تازه کاری انجام ونگ چ درباره  اندیشیدن

داده ام.» انجام را کار این «اکنون

این نمود. بیان ر دی روش به را آن بتوان است ن مم آیا که پرسید و کرد تحلیل و تجزیه م توان را کار کل ساختار
دیدگاه های مشاهده برای است. موضوع درک به کم برای مفیدی تمرین و م کند ارائه متفاوت دیدگاه فرایند
یا است بیشتر اثبات ها دقت آیا هستند؟ متفاوت تعریف ها و قضیه ها آیا کنید. نگاه مختلف کتاب های به متنوع،

کمتر؟



ذار ب هم کنار را همه .۳۲۲۷۷

تمرین

که م گوید دوستم باشد. فیبوناچ عدد nامین ،Fn کنید فرض .۱

F۱ + F۲ + F۳ + · · ·+ Fn = Fn+۲,

است. درست واقعا آیا که ندارد یاد به اما
هر صورت، هر در کنید؟ کم او به مشابه گزاره های ساختن با م توانید آیا نه، اگر م گوید؟ درست آیا

کنید. اثبات است؛ درست م کنید تصور که را گزاره ای
تابع کنید فرض به علاوه باشند. آن ارقام dk و dk−۱ ،... ،d۱ ،d۰ و باشد مثبت صحیح عدد ی n کنید فرض .۲
مجموع روی را n مثبت صحیح عدد یعن باشد، شده تعریف f(n) = d۳

k + d۳
k−۱ + · · · + d۳

۰ ضابطه با f
am دنباله ی آن، روی f نگاشت پی درپی اعمال با است شده داده n اولیه عدد م نگارد. آن ارقام عب های م

م شود. حاصل صحیح اعداد از
باشیم داشته m ≥ m۰ هر ازای به به طوری که باشد موجود m۰ی اگر است، پایان یافته ،n صحیح عدد گوییم

آنگاه ،n = ۱۹ اگر به عنوان مثال، .am = am۰

a۱ = ۱۹, a۲ = ۱۳ + ۹۳ = ۷۳۰, a۳ = ۷۳ + ۳۳ = ۳۷۰, a۴ = ۳۳ + ۷۳ = ۳۷۰ · · · .

م دهیم. نمایش D با را پایان یافته صحیح اعداد مجموعه  است. پایان یافته صحیح عدد ی n = ۱۹ بنابراین
ثابت نقاط همه  است. پایان یافته صحیح عدد ی ( f(n) = n که nهایی یعن ) f تابع از ثابت نقطه هر

م دهیم. نشان F با را f

کنید. بررس را F و D مجموعه های (آ)
هستند؟ پایان یافته مثبت صحیح اعداد همه آیا (ب)

ویید؟ ب چیزی بی پایان ها توسط شده تولید دنباله های درباره م توانید آیا نیست، چنین اگر (ج)
چطور؟ F مجموعه  است؟ کراندار D آیا (د)

لیدز اه دانش در درس از زیر موارد از ی و تمرین این کنید؟ تعیین کامل به طور را F م توانید آیا (ٍٍو)
است. شده گرفته

بسته های در قبلا کالاها بفرستد. خانه به را آن ها دارد قصد و م خرد هدیه چند کشور از خارج در دانشجویی
از مجموعه هر برای به طوری که دارد وجود nی صحیح عدد معجزه آسا، به طور شده اند. بسته بندی جداگانه
است. موجود c طول و b عرض a عمق به بسته ی دقیقا ،۱ ≤ a ≤ b ≤ c ≤ n که (a, b, c) صحیح اعداد
جلوگیری برای است. جذاب تر) ریاض نظر از (و ارزانتر، بزرگتر، بسته های در شده پیچیده بسته های ارسال
حجم p×q×r اندازه با بزرگ بسته ی ر، به عبارت دی باشد. خال نباید قطعه ها بین فضای ، ستگ ش از

جدید بسته های بزرگ کنید، فرض است. برابر آن در موجود بسته های حجم مجموع با که دارد pqr برابر
دارد؟ نیاز بسته چند به دانشجو باشد. نداشته اهمیت

بسازید؟ است شده داده آن تاریخ که هفته از خاص روز محاسبه برای ریاض روش ی م توانید آیا .۴.۳
به راهنمایی: است. جمعه روز دو هر پاس .۱۳۷۸ بهمن ۸ برای و ۱۳۶۴ اردیبهشت ۲۰ برای به عنوان مثال،

کنید. فکر پیمانه

یده چ

شروع: برای ◀
کنید. بازی مثال ها با (۱)

کنید. شروع کوچ قطعه های با نید، بش را مسئله (۲)
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دهید. تغییر را مسئله (۳)
پیشرفته تر: سطح به رسیدن برای ◀

بسازید. را خود مثال های کنید، برعکوس را پرسش (۱)
اگر...؟ م دهد رخ اتفاق چه بپرسید (۲)
ببینید. را ایده ها ارتباط و کنید تأمل (۳)





۳۳ فصل

تخصیص و تعمیم

گمراه کننده اند. تعمیم ها همه 

”آنون“

دیدن به نیاز که زمان تا و اید ه ها کامل درک قبل بوده ایم. تخصیص و تعمیم مشغول کتاب سراسر در اندازه ای تا
م اندازیم. تأخیر به را جزئیات مورد در بحث نباشد، قبل مثال های

تعمیم

مفروضات •تضعیف

نتیجه همچنان و کرد تضعیف را فرض م توان آیا ” که است این بپرسید باید که سوال شده داده قضیه باتوجه به
قوی نتیجه ی فرض چندین از استفاده با ان ام درصورتِ که است این ریاضیات هدف آورد؟“ به دست را قبل

کنید. استفاده ن مم حد بیشترین تا ن مم حد کمترین از که، معن این به آورد. به دست

م نامیم. تعمیم را م آید به دست مفروضات تضعیف با که گزاره ای

یرید: ب نظر در زوج اعداد مورد در را زیر ساده قضیه
است.“ زوج x+ y عدد آنگاه باشند، زوج طبیع اعداد y و x ”اگر

شود. حاصل زیر گزاره تا کنیم تضعیف را گزاره این فرض م توانیم
است.“ زوج x+ y عدد آنگاه باشند، زوج صحیح اعداد y و x ”اگر

است. درست گزاره این
کنیم. حذف را اعداد بودن زوج الزام کنیم. تضعیف ری دی مسیر در را فرض م توانیم

است.“ زوج x+ y عدد آنگاه باشند، طبیع اعداد y و x ”اگر
حالت این در یا ) تضعیف بنابراین .y = ۴ و x = ۳ دهید: قرار به عنوان مثال، است. نادرست گزاره این به هرحال،

کند. تبدیل نادرست گزاره  به را گزاره است ن مم قضیه، ی فرض حذف)

(صفحه تقسیم لم کند. تبدیل جدیدی قضیه  به را گزاره م تواند فرض ی تضعیف آن در که دیدیم مثال قبلا
لم تعمیم صحیح، عدد ی به فرض این تضعیف با سپس و بود شده بیان y طبیع عدد ی برای ابتدا در (۲۶۰

.(۲۶۳ (صفحه آوردیم به دست را

است صحیح عدد ی که x به را آن سپس است، طبیع عدد ی x که است فرض این دارای قضیه اگر بنابراین،
که خوبی روش از سپس و اثبات طبیع اعداد برای را گزاره ابتدا نیست. پیچیده اثبات حقیقت در دهید. تعمیم

۲۸۰
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است مثبت x′ که آنجا از .x′ = −x م دهیم قرار منف x برای م کنیم: استفاده بردیم کار به تقسیم لم تعمیم در
باشیم داشته یاد به باید (و م کنیم. اثبات x برای را گزاره م دانیم، آنچه از استفاده با است. درست x′ برای گزاره

دهیم!). انجام را x = ۰ حالت که

نتیجه •تغییر

گزاره  نتیجه، تغییر با بتوانیم است ن مم آنگاه شود، حاصل نادرست گزاره ،P گزاره فرض های تضعیف با اگر
م نامیم. تعمیم ی نیز را Q آنگاه آورد، به دست P گزاره این از را Q گزاره بتوان اگر به دست آوریم. را Q درست

.c۲ = a۲ + b۲ بنابراین باشد. c وتر و b ،a اضلاع با قائم الزاویه ای مثلث T کنید فرض دیدیم: را فیثاغورس قضیه

لذا و کرد تعریف را وتر نم توان کار این انجام با کرد. تضعیف را فرض م توان بودن قائم الزاویه شرط حذف با
م شود: تولید زیر گزاره 

.c۲ = a۲ + b۲ آنگاه باشد. c و b ،a اضلاع با مثلث T کنید فرض

دهیم تغییر را نتیجه اگر بنابراین م دهد. نشان را آن نادرست تصادف مثال هر تقریبا و است نادرست گزاره این
کسینوس ها: قانون آوریم، به دست درست گزاره م توانیم

به روبه رو زاویه C که c۲ = a۲ + b۲ − ۲ab cosC پس باشد. c و b ،a طول به اضلاع با مثلث T کنید فرض
است. c طول به ضلع

م دهیم قرار فرض در یریم. ب نتیجه کسینوس ها قانون از را فیثاغورس قضیه م توانیم که باشید داشته توجه
.c۲ = a۲ + b۲ نتیجه در ،cos ۹۰◦ = ۰ یعن است. کسینوس ها قانون از خاص حالت نتیجه، و C = ۹۰◦

به کسینوس ها قانون فرضیات که باشید داشته توجه است. فیثاغورس قضیه از تعمیم کسینوس ها قانون بنابراین
دارد. اشاره الزاویه قائم مثلث به فیثاغورس قضیه مفروضات درحال که دارد، اشاره مثلث ها تمام

غلط تعمیم های •جذابیت

پاس زیادی تعداد x۲ + y۲ = z۲ معادله  که م دانیم شود. منته جذاب ریاضیات به م تواند تعمیم برای تلاش
چطور؟ دهیم قرار را “n” طبیع اعداد سایر “۲” به جای اگر اما دارد. صحیح

است. نادرست ادعا این است. صحیح جواب دارای ۲ ≤ n برای xn + yn = zn معادله  که م رسیم گزاره این به
همه برای ه بل ندارد، مثبت صحیح جواب هیچ xn + yn = zn معادله  ،۳ ≤ n از برخ برای تنها نه حقیقت، در
تلاش دیدیم. ۱۳۰ صفحه در که است فرما قضیه آخرین دوم، گزاره  ندارد. وجود مثبت صحیح جواب هیچ ،۳ ≤ n

هندسه اعداد، نظریه طریق از ریاضیات در زیادی پیشرفت های به و انجامید طول به سال ۳۵۰ گزاره این اثبات برای
شد. منته غیره و جبری

تخصیص

صحیح اعداد درباره  گزاره ای اگر به عنوان مثال، م کنیم. قوی تر را فرض ها پیش است. تعمیم عکس خصوص سازی
قانون از خاص حالت فیثاغورس قضیه مشابه، به طور کنیم. محدود طبیع اعداد به را آن م توانیم باشیم داشته

است. کسینوس ها
) است. نادرست “a۲ < b۲ آنگاه ،a < b ”اگر گزاره  دهیم. نجات نادرست از را گزاره ها م توانیم تخصیص با  
قوی تر را مفروضات م توانیم b > ۰ و a > ۰ شروط کردن اضافه با دهید.) قرار b = ۲ و a = −۵ مثال، برای
گزاره این م کنیم. تبدیل “.a۲ < b۲ آنگاه ،a < b اگر ,a؛ b > ۰ کنید فرض ” خاص ل به ش را آن بنابراین کنیم.

است. درست
از استفاده با و کرد حل راحت به خاص حالت در را مسئله م توان مسئله هاست. حل در تخصیص، اصل کاربرد
محدود طبیع اعداد به را آن ابتدا تقسیم لم تعمیم اثبات برای به عنوان مثال، رسید. کل حالت درمورد بینش به آن
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دادیم. تعمیم صحیح اعداد به را آن اثبات سپس و کردیم

کلیت دادن دست از بدون

اختصار به را آن متون از برخ در کردیم.گاه استفاده کلیت“ دادن دست از ”بدون عبارت از اثبات ها از بعض در
م کنند. رمزنگاری

شامل را جدید گزاره  از خاص حالت به طوری که م کنیم لحاظ را فرض که م شود استفاده زمان عبارت این از
که باشیم داشته گزاره ی اگر به عنوان مثال، باق م ماند. کل ل ش همان به ه بل نیست چنین واق در ول شود
م توانیم کلیت دادن دست از بدون آنگاه شود، شروع   ... داریم y و x مجزای صحیح عدد دو هر ”برای صورت به 

کنیم. استفاده آن از م توانیم و ،y < x پس نبود، این طور اگر .x < y کنیم فرض
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تمرین

گنگ عددی √
n ” گزاره  ، یعن چیست؟ باشد گنگ عددی √

n به طوری که n مورد در ن مم فرض بهترین .۱
کنید. بیان را خود پاس دلیل کنید. کامل را باشد.“ ... ل به ش n اگر فقط و اگر است

قسمت دهید؟ تعمیم را این م توانید حد چه تا یرید. ب نظر در را ۷√۷! < ۸√۸! یعن ۳ .۵ تمرین (آ) قسمت .۲
دهید. تعمیم نیز را تمرین این (ب)

ستون هر عناصر مجموع سطر، هر عناصر مجموع که م شود چیده طوری ۹ تا ۱ اعداد ۳ × ۳ جدول ی در .۳
مربع را مربع چنین کنید. استفاده م توانید ی بار عدد هر از باشد. ثابت قطرها از ی عناصر مجموع و

یرید. ب نظر در را زیر مربع به عنوان مثال م نامند. فت انگیز ش

۱ .۳۳ جدول

۲ ۹ ۴
۷ ۵ ۳
۶ ۱ ۸

مربع های از ری دی مثال های م توانید آیا است. ۱۵ برابر قطر دو هر و ستون هر سطر، هر عناصر مجموع
بیابید؟ فت انگیز ش

از استفاده با n × n فت انگیز ش مربع بیابید؟ ۱۶ تا ۱ اعدا از ۴ × ۴ فت انگیز ش مربع ی م توانید آیا
چطور؟ n۲ تا ۱ اعداد

م دهد؟ رخ اتفاق چه کنیم استفاده صحیح عدد هر از ۹ تا ۱ اعداد از استفاده به جای ۳×۳ حالت در اگر
حالت در باشد؟ صحیح عدد هر م تواند است ثابت که غیره و سطرها مجموع ،۳ × ۳ حالت مورد در آیا

چطور؟ n× n

قرار ه شب این در را صلیب شش م توانید که دهید نشان یرید. ب نظر در را مربع ۱۶ از ۴ × ۴ ه شب ی .۴
باشد. زوج صلیب ها تعداد ستون، و سطر هر در به طوری که دهید

شیر بطری های قراردادن برحسب اصل مسئله و م شود؛ شناخته شیر صندوق مسئله به عنوان گاه مسئله این
م شود. بیان جعبه در

دهید؟ تعمیم ۳ ≤ n برای n× n ه شب ی به را مسئله این م توانید آیا

این م توانید حد چه تا چطور؟ آخر به مانده ی رقم درباره  بیابید. را ۳۱۲۲۵۶۰۰۱۱۲۴۵۰ عدد رقم آخرین .۵
دهید؟ تعمیم عدد سه حاصلضرب رقم آخرین مورد در را نتیجه

بالاتر درجه با چند جمله ای به ۵ قسمت ۷ .۲۶ تمرین در a, b, c ∈ Q که ax۲ + bx + c = ۰ چند جمله ای .۶
باشد؟ گویا ر دی جواب اگر فقط و اگر است گویا جواب ی که کنیم ثابت م توانیم آیا دهید. تعمیم

نوع، دو در فقط را پست تمبر است گرفته تصمیم خود تمبر چاپ عملیات کردن منطق منظور به پست اداره .۷
ر (م که است این پیشنهاد این ضعف هستند. مثبت صحیح اعداد b و a كه کند، چاپ تومان b و تومان a
،b = ۸ و a = ۵ اگر به عنوان مثال، نیست. ان پذیر ام قیمت هر به تمبرها تولید باشند)، ۱ عدد b یا a اینکه
باتوجه به بفروشد. تومان ۱۷ تمبر نم تواند اما کند ارائه را تومان ۱۶ یا تومان ۱۳ تمبر تواند م پست اداره
و فروخت عدد آن قیمت به پست تمبرهای بتوان اگر م دهیم ”خوب“ عنوان عدد ی به ،b و aخاص انتخاب
است. بد ۱۷ که حال در هستند، خوب ۱۶ و ۱۳ بالا، مثال در م دهیم. ”بد“ عنوان آن به این صورت، غیر در

است. وابسته b و a انتخاب به بد اعداد مجموعه  ونه چ که کنید بررس است ن مم که آنجا تا آ
و a = ۵ با به عنوان مثال کنید، شروع را آزمایش نباشند بزرگ خیل که b و a از خاص گزینه های انتخاب با ب

م بینید؟ ویی ال هیچ آیا کنید. شروع b = ۸
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به ،a = ۵ مثلا کنید. فرض ثابت را a مقدار کنید سع باشید. هدفمند آزمایش، هنگام در که است خوب پ
بد اعداد مورد در چیزی م توانید آیا ،a = ۵ کنید فرض کنید. بررس را b = ۲,۳, · · · ,۱۰ مقادیر نوبت

چطور؟ دلخواه b و a = ۶ مورد در کنید؟ بیان دلخواه b ی برای
کنید؟ اثبات م توانید چیزی چه دلخواه b و a حالت برای ت

هندس تفسیر به م توانید آیا است، چنین اگر بیندیشید؟ ”خوب“ عدد ریاض دقیق تعریف درباره  م توانید آیا ث
بیندیشید؟ تعریف این از

است. شده انتخاب لیدز اه دانش در درس واحد ی از مسئله این
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یده چ

داده ایم. تعمیم آنگاه کنیم، حذف را فرض هایی برای مثال، کنیم؛ تضعیف را فرض ها اگر ◀

داده ایم. تخصیص آنگاه کنیم، تقویت را مفروضات اگر ◀

سط همان در اما شود، انجام خصوص سازی مشابه چیزی که است معن این به کلیت، دست دادن از بدون ◀
باق بماند. اول



۳۴ فصل

درست درک

م کنید. استفاده آن ها از فقط ه بل نم کنید، درک را اشیا ریاضیات در

“ نویمان فون ”جان

خیل سوال این به دادن پاس کرده اید؟ درک واقع به طور ریاضیات، در را مفهوم که م شوید متوجه ونه چ
تمرین ها حل برای تلاش زمان در ضعف نقاط با این وجود م کند؛ احساس را دانستن فرد، اوقات اغلب است. سخت

کرد. خواهیم فهرست را مفهوم ی درک تشریح روش های فصل این در م شود. ار آش مسئله ها و
تعاریف درک •

اگر کرده اید، درک را تعریف ی

کنید، بیان را آن دقیقا بتوانید ●

کنید، بیان خودتان کلمات با را آن بتوانید ●

، غیربدیه و بدیه مثال های به ویژه دهید، ارائه آن از واقع مثال های بتوانید ●

دهید، ارائه تعریف از نامثال هایی بتوانید ●

دهید، تشخیص ناآشنا و مختلف موقعیت های در را آن بتوانید ●

بشناسید، را م شود استفاده تعریف از آن ها در که قضیه هایی ●

م شود، استفاده تعریف این از قضیه ها آن در چرا بدانید ●

است، شده ساخته خاص تعریف این چرا که بدانید ●

بدانید. را آن ها بین تفاوت های و بشناسید را است شده ساخته کلمات چنین با که مشابه تعریف های سایر ●
این و م کنند استفاده متفاوت تعریف های از ریاض دانان زیرا دارد، بالایی اهمیت بالا فهرست مورد آخرین
از بسیاری اثبات تعریف، ی به اضاف فرض ی کردن اضافه با دارد. قضیه ها برای مهم پیامدهای تفاوت ها،

م شود. ساده تر قضیه ها

قضیه ها درک

اگر کرده اید، رادرک قضیه ی

کنید، بیان خودتان کلمات با را آن دقیقا بتوانید ●

۲۸۶
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دهید، ارائه را م شود استفاده آن از آن ها در که واقع مثال های بتوانید ●

کنید، درک را آن اثبات ●

یرید، ب کار به ناشناخته و جدید موقعیت های در را آن بتوانید ●

دهید، ارائه نقض مثال م شود، حاصل مفروضات تضعیف با که گزاره هایی برای بتوانید ●

بشناسید، را آن نقیض و عکس ●

نتایج)، به عنوان مثال ) ببینید را آن از حاصل پیامدهای از برخ بتوانید ●

م دهد، قرار اختیار در فاصله محاسبه برای روش قضیه این مثلا کنید، خلاصه جمله ی در را آن بتوانید ●

به رسیدن برای مسیری در اینکه یا است مبحث ی پایان آن، خود آیا دارد، مطابقت نظریه ای کجای در که ببینید ●
است، شده استفاده آن از بزرگتر قضیه ای

م کند. اشاره اشیا از بزرگ یا کوچ دسته ی به آیا که بدانید ●

اثبات ها درک

اگر کرده اید، درک را اثبات ی

کنید، بیان خودتان کلمات با را آن دقیقا بتوانید ●

است، شده استفاده مفروضات از کجا در بدانید ●

تناقض، (مستقیم، روش هایی چه از و است شده تقسیم تر کوچ بخش های به ونه چ یعن بشناسید، را آن ساختار ●
است، شده استفاده غیره) و

بپندارید، معجزه ی را آن اینکه نه ببینید ساده را مرحله هر بتوانید ●

کنید، استفاده گزاره ها سایر اثبات برای اثبات ها در موجود ایده های از بتوانید ●

کنید، پر را اف ش هر بتوانید ●

است، دقیق چقدر اثبات که بدانید ●

دارید، نگه را کلیدی نکات اما کنید رها را جزئیات به عنوان مثال کنید، خلاصه را آن بتوانید ●

م دهد. رخ لات مش چه فرض ها از برخ حذف با که بدانید ●

اصل موضوع درک

ترکیبیات دیفرانسیل، معادلات حسابان، به عنوان مثال، م شود، دسته بندی مختلف موضوعات به ریاضیات معمولا
غیره. و

اگر کرده اید، درک را موضوع ی

دهید، تشخیص را هم با آن ها همه تطبیق بتوانید ●

دهید، ارائه متفاوت نظریه بتوانید تعریف ها در تغییر اندک با ●

کنید، خلاصه جمله ی در را آن بتوانید ●
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دهد، نشان را نظریه این ویژگ های از بسیاری که دهید ارائه خاص مثال بتوانید ●

دهید، تشخیص را موضوعات سایر و موضوع این بین تفاوت های و شباهت ها ارتباطات، بتوانید ●

کنید، حرکت استدلال، ی در فن جزئیات و شهودی درک ی بین راحت به بتوانید ●

چیست، کلیدی قضیه ی یا تعریف که بدانید ●

است، مفید و جالب چرا که بدانید ●

چیست، نظریه ی کردن کار برای نیاز مورد حداقل های که بدانید ●

است، شده استفاده بارها ایده ها، از ی کدام از نظریه این در که بدانید ●

دهید، توضیح یادداشت بدون را آن بتوانید ●

دهید. توضیح ری دی برای را آن بتوانید ●
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تمرین

تعریف ها، اندازه چه تا که کنید بررس کنید. نگاه تارنمایی صفحات و سخنران یادداشت های کتاب ها، به .۱
استفاده سیاهه فهرست به عنوان بالا موارد از کنید سع م شناسید. را آن ها در موجود اثبات های و قضیه ها

کنید.
را درک پایین ترین یا دارید را نفس به اعتماد کمترین آن مورد در که دارد وجود ریاضیات در موضوع کدام .۲

کنید! اعمال آن مورد در را کتاب این ایده های و کنید رجوع آن به دارید؟ آن از



بیندیشیم؟۲۹۰ ریاض دان ی مانند ونه چ

یده چ

بشناسید. را است شده استفاده تعریف از آن ها در که قضیه هایی و نامثال ها مثال ها، تعریف ها: ◀
بشناسید. را آن نتایج و است شده استفاده قضیه از آن ها در که نامثال هایی و مثال ها قضیه ها: ◀

است. گرفته ل ش ونه چ خاص اثبات ی که بدانید و شده استفاده مفروضات چه از ببینید اثبات ها: ◀
بشناسید. را کلیدی مثال های : اصل موضوع ◀



۳۵ فصل

راز بزرگترین

نیست. اجباری هیچ نکردن؟ یا کردن عمل

م کند.“ اعتصاب امپراطور در ”بودا

(ضرب المثل قدیم ضرب المثل ی قول به و بسازید، ثروت بدخواهانه، و فت انگیز ش انگیزش کلاس های از
بیایید. کنار و کنید کار آن با فقط :( انگلیس

نیست! مهم توصیه ها به نکردن یا کردن عمل

“۲۰۰۶ ذهن، ترفندهای براون۱، ”درن

از دوباره و دوباره ریاض دان ی مانند که کرده ام جم هم با را زیادی متفاوت روش های و ایده ها کتاب این در
را روش ها از تعدادی م شد، سخت تر کتاب، درک که حقیقت این و مطلب سنگین خاطر به م کنم. استفاده آن ها
موضوعات و هستند مفید پاس ی یافتن در آزادی، درجه های و توازن مانند موضوعات کردم. حذف کامل به طور

کنید۲. کشف تا گذاشتم را آن ها اما دارند؛ اهمیت منطق در غیرمستقیم، استدلال های و تکرارها چون

مطالب که است معلوم باشد. نیاز بازخوان چندبار است ن مم و لازم ی بار ، کم کتاب های از بسیاری همانند
م خواهید واقعا اگر کرد. جم را چیز همه نم توان است؛ مانده باق نگفته زیادی، مطالب و است شده گفته زیادی

نید؟ ب باید چه بیندیشید، ریاض دان ی مانند
است: جمله دو م دهم ارائه مشتاق ریاض دان هر به که عمل و کلیدی توصیه

بنویس. درست به را ریاضیات •

بساز. را خودت •مثال های

گزاره هایی اساسا گرفت. قرار بحث مورد ۳ فصل در اول دلیل هستند. تأثیرگذار فت انگیز ش به طور روش ها این
م دهند: رخ م آیند، ادامه در که

نتوانید اگر و باشید، نکرده درک درست به را آن که هست آن احتمال آنگاه دهید، شرح درست به را آن نتوانید اگر
این کنید. درک را آن که کنید تلاش و کنید مشاهده را آن درون باید که م دانید آنگاه کنید، درک درست به را آن

شوند. ار آش دارید، کردن درک در که ضعف هایی که م کند کم

واقع راز خودتان، مثال های و مسئله ها ساختن است ن مم دارد. سروکار قبل فصل های از ی با نیز دوم توصیه
بااین حال، باشد. سخت م تواند آراسته مسئله  ی ساختن برای تلاش باشد. ریاض دان“ ی مانند ”اندیشیدن
را مسئله ها این دوستانتان با اگر ساخت. پرسش برعکس کردن شبیه ساده ای، روش های با را مسئله هایی چنین م توان

است. انگلیس خیال پرداز نویسنده و روانشناس ،۱۹۷۱ فوریه ۲۷ متولد (Derren Brown) براون ۱درن

بیاورم؟ برایتان را چیزی هر که داشتید انتظار ۲آیا

۲۹۱
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م توانید همچنین کنید. تمرین بیشتر حت و را) دوستانتان نه را، ردوبدل(مسئله ها را آن ها م توانید سپس بسازید،
کند. طرح را کنترل قابل مسئله سخت ترین م تواند کس چه ببینید کنید: برگزار مسابقه ای

است نیاز پس است: لازم بدیه و مرزی خوب، مثال های از بزرگ سهم واق در خودتان، مثال های ساختن برای
وقت گفت خواهید چه کنید تصور که است این کار، روش ی باشید. داشته همراه همیشه و جم آوری را آن ها که

بده.“ من به X از خوب مثال ی باش، ”سریع وید ب و کند بیدار شب نیمه در را شما کس

شدن خوب ریاض دان ی برای روش ها مهم ترین که یرید ب تصمیم خودتان و کنید آزادی احساس باید که البته
نقیض عکس برای همیشه یا ( ۱۸۴ (صفحه کنید“ ساده و کنید انتخاب را معادله طرف ”پیچیده ترین چیست:

۲۶)؟ (فصل کنید تلاش
زمان است. نگرش ریاض دانان غیر از ریاض دانان تمایز بزرگ راز که؛ است این آخر توصیه از کوچ قسمت
بااین حال است؛ مهم پرتکرار تمرین های با مواجهه اغلب کنید. کشف را ریاض وار نگرش این که است لازم زیادی
م کند مشخص کتاب این مطالعه م شود. زمان در صرفه جویی باعث طولان مدت، در کتاب این اصول از استفاده

غیره. و کنید کار باید چیزی چه روی نم دانید، را چیزی چه و دانید م را چیزی چه
داشتن و مسئله ی به عمیق یورش با آنگاه است، حیات ( سطح درک فهمیدن(نه که باشید داشته قبول اگر

داشت. خواهید جادویی درک آن، از فراتر نگاه
چشم پوش آن ها از یا یرید ب کار به را آن ها که کرد انتخاب م توان م کنید؟ استفاده که کتاب این روش های از آیا

شماست. با انتخاب ندادن؟ یا دادن انجام م گوید: فصل این ابتدای قول نقل که همان طور کنید.

مبارک! ریاض تفکر



راز بزرگترین .۳۵۲۹۳

یده چ

کنید. برخورد آن با فقط ◀





هفتم بخش

پیوست ها
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پیوستآ

که کنیم ثابت ونه چ

راه کارهایی حالات بعض در بااین حال، کند. اثبات را گزاره ای هر که داد ارائه وریتم ال بتوان است ن غیر مم
ارائه مختلف گزاره های انواع اثبات از یده ای چ پیوست، این در رفت. آنها دنبال به اول م توان که دارد وجود

شده اند. حذف خلاقیت، نف به مثال ها م شود.

م دهد. نتیجه را ری دی گزاره، ی اینکه اثبات ونگ چ

کنید. امتحان را روش ها از تعدادی را، B م دهد نتیجه A اینکه اثبات برای

استلزام. نشانه های از مستقیم دنباله ای •
دهد. م نتیجه را A نقیض ،B نقیض که کنید ثابت کنید: اثبات را گزاره نقیض عکس •

. مانند م کند، هدایت ۰ = ۱ باطل گزاره  به را شما این که کنید ثابت و است غلط گزاره کنید فرض تناقض: •
دارد. وجود زیادی ر دی روش های

هستند. معادل گزاره دو اینکه اثبات ونگ چ

که کنید اثبات جداگانه به طور م شود: نیم دو مسئله است، معادل B با A اینکه اثبات برای
را B م دهد نتیجه A

و
را. A م دهد نتیجه B

هستند. سان ی ء ش دو اینکه اثبات ونگ چ

است. (صفر) ناچیز آنها اختلاف دهید نشان که کنید استفاده ضرب یا جم ساختارهای بعض از
ببینید. مجموعه دو یا عدد دو تساوی دادن نشان برای را زیر نکات

هستند. مساوی عدد دو اینکه اثبات ونگ چ

:a = b دهید نشان اینکه برای
یا a ≥ b و a ≤ b که کنید اثبات جداگانه طور به •

.a− b = ۰ که کنید ثابت •

۲۹۷



بیندیشیم؟۲۹۸ ریاض دان ی مانند ونه چ

هستند. مساوی تابع دو اینکه ونگیاثبات چ

:f(x) = g(x) xها، همه  برای که دهید نشان اینکه برای
یا ،f(x) ≥ g(x) ،x هر برای و f(x) ≤ g(x) xها، همه  برای که کنید اثبات جداگانه طور به •

.f(x)− g(x) = ۰ xها، همه  برای که کنید اثبات •

است. ری دی مشمول مجموعه ی اینکه اثبات ونگ چ

است: A ⊆ B ،B و A مجموعه دو برای که کنید اثبات اینکه برای
یا یرید، ب کار به را تساوی ها از دنباله ی و کنید کار مجموعه ها توصیف سط در •

و کنید شروع ،“x ∈ A یرید ب نظر ”در یا “x ∈ A =⇒ x ∈ B” که کنید ثابت یعن کنید، کار اعضا سط در •
دهید. ادامه آنجا از

هستند. مساوی مجموعه دو اینکه اثبات ونگ چ

کنید اثبات جداگانه طور به م شود: دونیم مسئله باشد. A = B ،B و A مجموعه  دو مورد در اینکه اثبات برای
.B ⊆ A و A ⊆ B

دارد. وجود چیزی اینکه اثبات ونگ چ

دلخواه: خاصیت با مشخص مجموعه  ی یا تابع عدد، ی مثلا است، موجود ء ش ی که دهیم نشان اینکه برای
یا بسازید را آن مستقیم طور به •

ندارد. وجود ء ش که کنید فرض کنید: استفاده تناقض با اثبات از •

ندارد. وجود چیزی اینکه اثبات ونگ چ

کنید. استفاده تناقض وسیله  به اثبات از و دارد وجود کنید فرض بالا، مانند

م کند. صدق xها همه  برای چیزی اینکه اثبات ونگ چ

“...x ∈ X یرید ب نظر ” در با اثبات ها از بسیاری ارائه دهیم. وضعیت این در کل توصیه ی که است سخت
م شود. گرفته ثابت برهان، طول در که م کنید انتخاب را x دلخواه عضو ، یعن م شوند. آغاز

به که باشید مطل اما است). مشهور فرسایش روش به روش (این کنید. تقسیم حالت ها به را مسئله کنید تلاش
اثبات را کل حالت مثال، ی بیاورید خاطر به نیست. کاف خاص حالت ی گرفتن تنها دارید؛ نیاز حالات همه 

نم کند.

سورها با اثبات

درست P (x) آنگاه ،(x (هر داد تحویل xی شما به شخص اگر که دهید نشان باید :P (x) xها، همه برای (۱)
است.

باشد. درست P (x) که طوری به بیابید، xی باید :P (x) xی، دارد وجود (۲)

تاست. ی چیزی اینکه اثبات ونگ چ

ارائه تناقض ی بنابراین هستند، سان ی ء ش دو که دهید نشان آنگاه دارد، وجود ری دی از مجزا ی کنید فرض
آنها اختلاف دهید نشان م توانید چطور که ببینید و یرید ب نظر در را بالا نکات این کار، انجام برای داده اید.



که کنیم ثابت ونه چ ۲۹۹آ.

است. (صفر) بی اهمیت

است. نامتناه مجموعه ی اینکه اثبات ونگ چ

است: نامتناه مجموعه ی دهید نشان اینکه برای
یا بسازید، Q یا N مانند ، نامتناه مجموعه ی و مجموعه بین (بیژکتیو) دوسویی ی •

از متناه مجموعه ی مثال، (برای برسید. تناقض به درست استدلال با و است متناه مجموعه که کنید فرض •
م دهد.) به دست تناقض ی فرض، این که دهید نشان دارد. عضو بزرگترین اعداد،

شده اند. اندیس گذاری طبیع اعداد با که چیزهایی اثبات ونگ چ

کنید. استفاده استقرا از ، طبیع اعداد اندیس با ادعا ی اثبات برای

شده اند. اندیس گذاری صحیح اعداد با که چیزهایی اثبات ونگ چ

برای استقرا وسیله  به مثال برای را آن است، شده اندیس گذاری صحیح اعداد با که A(x) ادعا ی اثبات برای
کنید. اثبات طبیع اعداد

A(x) درست اثبات برای است درست A(−x) اینکه از م توان و است، مثبت −x است، منف که x برای سپس
کرد. استفاده

نگاشت ی بودن ( (ی به ی انژکتیو اثبات ونگ چ

که دهید نشان تا دهید ادامه و f(x۱) = f(x۲) که کنید فرض است: انژکتیو f : X −→ Y اینکه دادن نشان برای
.x۱ = x۲

نگاشت ی بودن (پوشا) سوژکتیو اثبات ونگ چ

است: سوژکتیو f : X −→ Y اینکه دادن نشان برای
.f(x) = y که است موجود xی ∈ X ،y ∈ Y هر برای که دهید نشان

نگاشت ی بودن (دوسویی) بیژکتیو اثبات ونگ چ

است. سوژکتیو و انژکتیو که کنید ثابت



پیوستب

یونان الفبای

یونان حروف ب. ۱: جدول

کوچ حروف بزرگ حروف فارس تلفظ کوچ حروف بزرگ حروف فارس تلفظ
ν N نو α A آلفا
ξ Ξ کس β B بتا
o O رون اُمی γ Γ گاما
π Π پی δ ∆ دلتا
ρ P ر ε E اپسیلون
σ Σ ما سی ζ Z زتا
τ T تاو η H اتا
υ Υ اوپسیلون θ Θ تتا
φ Φ ف ι I یوتا
χ X خ κ K کاپا
ψ Ψ سای λ Λ لامبدا
ω Ω ا اُم µ Ⅿ مو

۳۰۰





پیوستپ

نشانه ها و نمادها

e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طبیع اریتم ل پایه
i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم۱⁃ ریشه
∞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بی نهایت
∃ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دارد وجود
■ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اثبات پایان علامت
∇ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نابلا.
ℵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اَلف
∅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ته ∑مجموعه 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∏مجموع
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حاصلضرب.

∈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بودن ̸عضو به است متعلق
⊆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بودن زیرمجموعه
⊂ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سره زیرمجموعه
∩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اشتراک
∪ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اجتماع.
=⇒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ( م شود برده کار به نادرست (اغلب که م دهد نتیجه

⇐⇒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است) اگر تنها و اگر به مشهور (همچنین با است معادل
′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پریم
7−→ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . به م نگارد
↠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوشا) ) سوژکتیو
↪→. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .( ی به ی ) انژکتیو
∝ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . با متناسب
≡ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . با موافق معادل̸
≈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. مساوی تقریباً
⊥ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بر عمود
¬ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نقیض
∼. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تیلدا.
.̂ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هت
∴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بنابراین.
∵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیرا
N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طبیع اعداد
Z. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صحیح اعداد
Q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا اعداد
R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حقیق اعداد

۳۰۲



نشانه ها و نمادها ۳۰۳پ.

C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلط اعداد
| | . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قدرمطلق
x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مزدوج
[a, b] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ببینید را ۸ صفحه
(a, b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ببینید را ۸ صفحه



فارس به انگلیس واژه نامه

abuse of . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . از سواستفاده

arcsin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معکوس سینوس

assumtion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرضیات

axiom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصل

basic rules. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اساس قوانین

biconditional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شرط دو
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