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                                                                                               7فصل
 انتگرال نامعین وروشهای انتگرال گیری

 انتگرال نامعین  1.7بخش 

  Iدر  x نامیم هرگاه برای هر f(x)یک تابع اولیه ی)ضدمشتق(تابع  Iراروی بازه)فاصله(F(x)تابع   تعربف:

𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥)  به عبارت دیگرf(x)  برابرمشتقF(x)  .باشد 

𝐹(𝑥):تابع  1مثال = 𝑥3 + 2𝑥 + 𝑓(𝑥))ضدمشتق(برای تابع یک تابع اولیه 4 = 3𝑥2 + زیرا   است 2

𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥)   

𝐹(𝑥)همچنین  = 𝑥3 + 2𝑥 + 𝑐   که درآنc   یک عدد حقیقی دلخواه)مقدارثابت(است نیزیک تابع اولیه ی تابع

f(x)  است 

𝐹′(𝑥)است زیرا   f(x)=-sinxیک تابع اولیه ی تابع  F(x)=cosx:تابع  2مثال = 𝑓(𝑥) 

وجود دارد بطوریکه  cروی فاصله باشند.آنگاه عددثابت  f(x)دوتابع اولیه برای  G(x)و  F(x)اگر قضیه: 

G(x)=F(x)+c    

 روی فاصله f(x)نیزیک تابع اولیه ی تابع  F(x)+cآنگاه   Iباشد روی فاصله  f(x)تابع اولیه برای  F(x)نتیحه:اگر

I است که درآنc  .ثابت اختیاری است 

           به صورت(نمایش داده می شود dy)  dfرا با  fمشتق پذیرباشد.دیفرانسیل تابع یک تابع  y=f(x)تعریف: اگر 

𝑑𝑦 = 𝑑𝑓 = 𝑓′(𝑥)𝑑𝑥  تعریف می کنیم که در آنx  عضو𝐷𝑓 .است 

 𝑓′(𝑥)می باشد زیراکافی است که   توجه:قوانین دیفرانسیل همانندقوانین مشتق
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 به صورت  =

   𝑑𝑦 = 𝑓′(𝑥)𝑑𝑥 .بنویسیم 

𝑦:دیفرانسیل توابع    3مثال = 5𝑥2 + 𝑒𝑥    وy=sinx+Lnx    و𝑦 = 𝑥4 + 10𝑥 +  بدست آورید.   5

 حل:

𝑦 = 𝑥4 + 10𝑥 + 5 → 𝑑𝑦 = (4𝑥3 + 10)𝑑𝑥 

𝑦 = 5𝑥2 + 𝑒𝑥 → 𝑑𝑦 = (10𝑥 + 𝑒𝑥  )𝑑𝑥      

                                                 y=sinx+Lnx→dy=(cosx+ 
1

𝑥
 )dx                                                                      

را انتگرال f(x)برای تابع   F(x)تابع باشد عمل معکوس دیفرانسیل گیری یا یافتن تابع اولیه ی   کی f(x)تعریف:اگر 

                           رابرای انتگرال نامعین بکار می بریم ومی نویسیم   ∫می نامیم وعلامت  f(x)نامعین تابع 

∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝑐    

عکس عمل مشتق گیری)ضدمشتق(است وهمچنین انتگرال نامعین عکس  توجه:یافتن تابع اولیه یعنی انتگرال نامعین

 راثابت انتگرال گیری می نامیم.پس: cعمل دیفرانسیل گیری است و 

∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝑐  ↔ 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥)  ( 𝑑(𝐹(𝑥)) = 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ) 

 د. انتگرالهای زیر نتیجه می ش 3مثال: باتوجه به 4مثال

∫(10𝑥 + 𝑒𝑥  )𝑑𝑥 = 5𝑥2 + 𝑒𝑥 + 𝑐 



2 
 

∫(cosx + 
1

𝑥
 )dx  = sinx + Ln|x| + c 

∫(4𝑥3 + 10)𝑑𝑥 = 𝑥4 + 10𝑥 + 𝑐 

′(𝑠𝑖𝑛𝑥)چون     :5مثال = 𝑐𝑜𝑠𝑥               پس∫ 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑥  

∫ وهمچنین     𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐     

′𝑒𝑥 ( 𝑒𝑥 ):چون     6لمث ∫پس           = 𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑒𝑥    

∫   وهمچنین  𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝑐 

∫: چرا     7مثال 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 = −𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐      ,  ∫𝑥5 𝑑𝑥 =
1

6
𝑥6 + 𝑐      

𝑑(−𝑐𝑜𝑠𝑥 حل: زیرا + 𝑐) = 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥   و𝑑 (
1

6
𝑥6 + 𝑐) = 𝑥5𝑑𝑥 

مشتق وانتکرال نامعین معکوس هم هستند برای یادگیری بیشتردو جدول که درآن قوانین دو عمل  تبصره:چون 

 درزیر می آوریم. د مشتق وانتگرالهای مقدماتی قرار دار

 قضیه زیر می توان تعداد زیادی از انتگرالها را حل کرد.به کمک 

 قضیه )خواص انتگرال نامعین(

(1            ∫ 𝑎𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑎 ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥                     𝑎 ∈ ℝ                

 

  2)     ∫(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥 = ∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 + ∫𝑔(𝑥)𝑑𝑥                                                                   

 

(3           ∫(𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥 = ∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 − ∫𝑔(𝑥) 𝑑𝑥                                        

 

(4        ∫[𝑎1𝑓1(𝑥) + 𝑎2𝑓2(𝑥) + ⋯+ 𝑎𝑛𝑓𝑛(𝑥)] 𝑑𝑥 =  

                 𝑎1 ∫𝑓1(𝑥) 𝑑𝑥 + 𝑎2 ∫𝑓2(𝑥) 𝑑𝑥 +⋯+  𝑎𝑛 ∫𝑓𝑛(𝑥) 𝑑𝑥   

                                                   𝑎1, 𝑎2, ….,𝑎𝑛 ∈ ℝ 

 : انتگرالهای زیر راحل کنید. 8مثال

dx   ∫(𝑠𝑖𝑛𝑥        الف( − 2𝑐𝑜𝑠𝑥) 

3𝑒𝑥)∫    ب(  + 4𝑠𝑖𝑛𝑥) 𝑑𝑥          

 حل :الف(

    ∫(𝑠𝑖𝑛𝑥 − 2𝑐𝑜𝑠𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 − 2∫ 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥 = −𝑐𝑜𝑠𝑥 − 2𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐                

  ب(

∫(3𝑒𝑥  + 4𝑠𝑖𝑛𝑥) 𝑑𝑥 = 3∫𝑒𝑥 𝑑𝑥 + 4∫𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 = 3𝑒𝑥  − 4𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐 
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 (قوانین مشتق1جدول شماره)

                  

 تابع مشتق تابع

ف
دی

ر
 

 تابع مشتق تابع

ف
دی

ر
 

𝑦′ =  
1

𝑥√𝑥2 − 1
 Y=sec−1 𝑥 18 𝑦′ = 0 Y=c 1 

𝑦′ =  
−1

𝑥√𝑥2 − 1
 Y=csc−1 𝑥 19 𝑦′ = 𝑎 Y=ax 2 

𝑦′ = 𝑢′𝑓′(𝑢) 

 
Y=f(u) 20 𝑦′ = 𝑛𝑎𝑥𝑛−1 Y=a𝑥𝑛 3 

𝑦′ = 𝑢′𝑒𝑢 

 
Y=𝑒𝑢 21 𝑦′ = 𝑐𝑜𝑠𝑥 Y=sinx 4 

𝑦′ = (𝐿𝑛𝑎)𝑎𝑢 Y=𝑎𝑢 22 𝑦′ = −𝑠𝑖𝑛𝑥 Y=cosx 5 

𝑦′ =
𝑢′

𝑢
 Y=Lnu 23 

𝑦′ = 𝑠𝑒𝑐2(𝑥)

= 1 + 𝑡𝑎𝑛2(𝑥) 
Y=tanx=

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥
 6 

𝑦′ =
𝑢′

𝑢(𝐿𝑛𝑎)
 y=  𝐿𝑜𝑔𝑎

𝑢 24 
𝑦′ = −𝑐𝑠𝑐2(𝑥)

= −(1 + 𝑐𝑜𝑡𝑔2𝑥) 
Y=cotgx=   

𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑐𝑥
 7 

𝑦′ = 𝑢′  𝑐𝑜𝑠𝑢 Y=sinu 25 𝑦′ = 𝑠𝑒𝑐𝑥𝑡𝑎𝑛𝑥 Y=secx = 
1

𝑐𝑜𝑠𝑥
 8 

𝑦′ = −𝑢′   𝑠𝑖𝑛𝑢 Y=cosu 26 𝑦′ = −𝑐𝑠𝑐𝑥𝑐𝑜𝑡𝑔𝑥 Y=cscx= 
1

𝑠𝑖𝑛𝑥
 9 

𝑦′ =  𝑢′  𝑠𝑒𝑐2(𝑢)

=  𝑢′ (1 + 𝑡𝑎𝑛2(𝑢)) 
Y=tanu 27 

 
𝑦′ = 𝑒𝑥 

Y=𝑒𝑥 10 

𝑦′ = − 𝑢′   𝑐𝑠𝑐2(𝑢)

= −  𝑢′  (1 + 𝑐𝑜𝑡𝑔2𝑢) 
Y=cotgu 28 𝑦′ = (𝐿𝑛𝑎)𝑎𝑥 Y=𝑎𝑥 11 

𝑦′ =  𝑢′   𝑠𝑒𝑐𝑢𝑡𝑎𝑛𝑢 Y=secu 29 𝑦′ =
1

𝑥
 Y=Lnx 12 

𝑦′ = − 𝑢′   𝑐𝑠𝑐𝑢𝑐𝑜𝑡𝑔𝑢 Y=cscxu 30 𝑦′ =
1

𝑥(𝐿𝑛𝑎)
 y=  𝐿𝑜𝑔𝑎

𝑥 13 

𝑦′ =
𝑢′

√1 − 𝑢2
 Y=sin−1 𝑢 31 𝑦′ =

1

√1 − 𝑥2
 Y=sin−1 𝑥 14 

𝑦′ = 
−𝑢′

√1 − 𝑢2
 Y=cos−1 𝑢 32 𝑦′ = 

−1

√1 − 𝑥2
 Y=cos−1 𝑥 15 

𝑦′ =
𝑢′

1 + 𝑢2
     Y=tan−1 𝑢 

33 
𝑦′ =

1

1 + 𝑥2
     Y=tan−1 𝑥 16 

𝑦′ =
−𝑢′

1 + 𝑢2
   Y=cot−1 𝑢 

34 
𝑦′ =

−1

1 + 𝑥2
     Y=cot−1 𝑥 17 
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 ( انتگرال مقدماتی2)جدول شماره 

 

 را کاملترمی کنیم. 2ه  روشهای انتگرال گیری جدول شمارهه:در اداموجت 

 

 ( انتگرالهای زیر را محاسبه کنید.2جدول مقدماتی انتکرالها)جدول: بااستفاده از9مثال 

  1 ) ∫ √𝑥2
3

𝑑𝑥     , 2)∫
1

𝑥7
𝑑𝑥       ,           3)∫ 𝑥

−1
2 𝑑𝑥   

, 4)  ∫(5𝑥 + 6) 𝑑𝑥        ,           5) ∫(𝑥 − 3)(𝑥 + 3) 𝑑𝑥 

∫      ( 1 حل: √𝑥2
3

𝑑𝑥 = ∫𝑥
2

3 𝑑𝑥 =
𝑥
2
3
+1

2

3
+1
+ 𝑐 =

3

5
𝑥
5

3 + 𝑐                                                      

2)    ∫
1

𝑥7
𝑑𝑥 = ∫𝑥−7 𝑑𝑥 =

𝑥−7+1

−7 + 1
+ 𝑐 =

−1

6
𝑥−6 + 𝑐 =

−1

6𝑥6
+ 𝑐 

 

∫𝑑𝑥 = 𝑥 = +𝑐  1 

∫𝑥𝑛 𝑑𝑥 =

{
 

 
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
+ 𝑐      𝑛 ≠ −1

∫
1

𝑥
𝑑𝑥 = 𝐿𝑛|𝑥| + 𝑐        𝑛 = −1

 

2 

∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥  𝑑𝑥 = −𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐  3 

               ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 +

𝑐                                                                                                                                                     

4 

 ∫(1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑥) 𝑑𝑥 = ∫ 𝑠𝑒𝑐2𝑥 𝑑𝑥 = ∫
1

𝑐𝑜𝑠2𝑥
𝑑𝑥 = 𝑡𝑎𝑛𝑥 + 𝑐

  

5 

 ∫(1 + 𝑐𝑜𝑡𝑔2𝑥) 𝑑𝑥 = ∫ 𝑐𝑠𝑐2 𝑥𝑑𝑥 = ∫
1

𝑠𝑖𝑛2𝑥
𝑑𝑥 =

−𝑐𝑜𝑡𝑔𝑥 + 𝑐 

6 

 ∫ 𝑠𝑒𝑐𝑥 𝑡𝑎𝑛𝑥 𝑑𝑥 = 𝑠𝑒𝑐𝑥 + 𝑐 7 

  ∫ 𝑐𝑠𝑐𝑥 𝑐𝑜𝑡𝑔𝑥 𝑑𝑥 = −𝑐𝑠𝑐𝑥 +

𝑐                                                                                                                                 

8 

∫𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥  + 𝑐 
9 

 ∫𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝐿𝑛𝑎
𝑎𝑥 + 𝑐 18  10 

 ∫
1

√1−𝑥2
𝑑𝑥 =  sin−1 𝑥  + 𝑐 = −cos−1 𝑥  + 𝑐 10 11 

 ∫
1

1+𝑥2
𝑑𝑥 = tan−1 𝑥  + 𝑐 = − cot−1 𝑥 + 𝑐 12 



5 
 

3 )     ∫ 𝑥
−1

2 𝑑𝑥 =
𝑥
−1
2
+1

−1

2
+1
+ 𝑐 = 2𝑥

1

2 + 𝑐 = 2√𝑥 + 𝑐                                             

4)    ∫(5𝑥 + 6) 𝑑𝑥  = 5∫𝑥 𝑑𝑥 + 6∫𝑑𝑥 =
5

2
𝑥2 + 6𝑥 + 𝑐                                

5)  ∫(𝑥 − 3)(𝑥 + 3) 𝑑𝑥 = ∫(𝑥2 − 9) 𝑑𝑥 = ∫𝑥2 𝑑𝑥 − 9∫𝑑𝑥 =
𝑥3

3
− 9𝑥 + 𝑐 

 1.7تمرین بخش 

 انتگرالهای زیر رامحاسبه کنید.

1 )  ∫(3𝑥4 + 2𝑥 − 4) 𝑑𝑥                  2) ∫(5𝑒−𝑥 − 6𝑒𝑥) 𝑑𝑥           3) ∫(6𝑠𝑖𝑛𝑥 + 9𝑐𝑜𝑠𝑥)𝑑𝑥  

 

4)   ∫(𝑥2 − 1)(𝑥2 + 1)𝑑𝑥               5)  ∫(𝑥4 +
5

𝑥2
) 𝑑𝑥           6)∫(√𝑥 + 𝑥2 + 8𝑥) 𝑑𝑥 

 

7)   ∫(𝑡𝑎𝑛2𝑥 + 𝑐𝑜𝑡𝑔2𝑥 + 2) 𝑑𝑥      8)  ∫ (
3

𝑥
+ 3𝑥 + 2𝑥−8) 𝑑𝑥   

  9) ∫(𝑥2 − 4)(𝑥2 + 4) 𝑑𝑥  

 

  10)        ∫
(𝑥3 + 𝑥2 + 2𝑥 + 2)

√𝑥
𝑑𝑥              11)  ∫(𝑥 − 1)(𝑥2 + 𝑥 + 1) 𝑑𝑥   

   12) ∫(
2

√𝑥2
3 −

3

√𝑥3
5 )𝑑𝑥  
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  روش های انتگرال گیری 2.7بخش  

برای محاسبه انتگرال نامعین روشهای زیادی وجود دارد.در این بخش وبخش های بعد به مهمترین آن ها می 

 پردازیم.

برای راحتی بجای انتگرال نامعبن از کلمه انتگرال استفاده می کنیم.یکی ازروش های انتگرال گیری قرارداد:

استفاده ازتعریف انتگرال وجدول مقدماتی وخواص انتگرال است.دراین روش انتگرال رابامحاسبه ساده )استفاده 

ه تابه زیر علامت انتگرال گیری( به یک ازاتحادها ، مزدوج گیری،ضرب وتقسیم واضافهوکم کردن یک عبارت ب

 انتگرال موجود در جدول مقدماتی تبدیل می کنبم وسپس جواب انتگرال را می نویسیم.

∫: انتگرال   1مثال
1

𝑠𝑖𝑛2(𝑥)𝑐𝑜𝑠2(𝑥)
𝑑𝑥   .رامحاسبه کنید 

𝑠𝑖𝑛2(𝑥)حل: )استفاده از اتحاد     + 𝑐𝑜𝑠2(𝑥) = 1     ) 

∫
1

𝑠𝑖𝑛2(𝑥)𝑐𝑜𝑠2(𝑥)
𝑑𝑥 = ∫

𝑠𝑖𝑛2(𝑥) + 𝑐𝑜𝑠2(𝑥)

𝑠𝑖𝑛2(𝑥)𝑐𝑜𝑠2(𝑥)
𝑑𝑥 = ∫

1

𝑠𝑖𝑛2(𝑥)
𝑑𝑥 + ∫

1

𝑐𝑜𝑠2(𝑥)
𝑑𝑥

= 𝑡𝑎𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑡𝑔𝑥 + 𝑐 

 :انتگرالهای زیرراحل کنید. 2مثال

1)  ∫
𝑥4 + 𝑥2 + 1

𝑥2 + 1
𝑑𝑥          2)∫

𝑠𝑖𝑛2𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑑𝑥               3)∫ 𝑡𝑎𝑛2(𝑥) 𝑑𝑥 

 حل : 

1)  ∫
𝑥4 + 𝑥2 + 1

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 = ∫

𝑥2(𝑥2 + 1) + 1

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 = ∫𝑥2 𝑑𝑥 + ∫

1

𝑥2 + 1
𝑑𝑥

=
𝑥3

3
+ tan−1 𝑥  + 𝑐           

2)      ∫
𝑠𝑖𝑛2𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑑𝑥 = ∫

2𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑑𝑥 = 2∫𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥 = 2𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐 

3)∫ 𝑡𝑎𝑛2(𝑥) 𝑑𝑥 = ∫(1 + 𝑡𝑎𝑛2(𝑥) − 1) 𝑑𝑥 = ∫(1 + 𝑡𝑎𝑛2(𝑥)) 𝑑𝑥 − ∫𝑑𝑥

= 𝑡𝑎𝑛𝑥 − 𝑥 + 𝑐 

 کنید.:انتگرالهای زیرراحل  3مثال

1)   ∫
𝑥2 + 3𝑥 + 1

𝑥4
𝑑𝑥             2) ∫

𝑒𝑥 + 1

𝑒𝑥
𝑑𝑥 

 حل :

1)   ∫
𝑥2 + 3𝑥 + 1

𝑥4
𝑑𝑥 = ∫

𝑑𝑥

𝑥2
+ 3∫

𝑑𝑥

𝑥3
+∫

𝑑𝑥

𝑥4
= ∫𝑥−2 𝑑𝑥 + 3∫𝑥−3 𝑑𝑥 + ∫𝑥−4 𝑑𝑥

= −𝑥−1 −
3

2
𝑥−2 −

1

3
𝑥−3 + 𝑐 = −

1

𝑥
−

3

2𝑥2
−

1

3𝑥3
+ 𝑐 
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2)          ∫
𝑒𝑥 + 1

𝑒𝑥
𝑑𝑥 = ∫𝑑𝑥 + ∫

1

𝑒𝑥
𝑑𝑥 = 𝑥 + ∫𝑒−𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥 − 𝑒−𝑥 + 𝑐 

است.این روش درمحاسبه انتگرالها روش تغییر متغیریاروش جانشینی ازروش های انتگرال گیری یکی دیگر

 به کرار به کار برده می شود. این روش  را به صورت  قضیه زیر بیان می کنیم.

تابعی باشد  g(x)تعریف می شودوفرض کنید  Iتابعی باشد که روی بازه  f(u)فرض کنید که قضیه )تغییر متغیر(

 باشد آنگاه  u=g(x)و   Iروی  f(u)اولیه F(u)است. اگر  تابع  Iبرد آن بازه )فاصله( که 

∫𝑓(𝑔(𝑥))𝑔′(𝑥) 𝑑𝑥 = ∫𝑓(𝑢) 𝑑𝑢 = 𝐹(𝑢) + 𝑐 = 𝐹(𝑔(𝑥)) + 𝑐 

 تغییرمتغیر(    (     U=g(x)→     du=g’(x)dx است. du=g’(x)dxکه در آن    

در روش تغییر متغیرمعمولا تابعی که زیر رادیکال،درمخرج کسر،درتوان،درکمان مثلثاتی یاداخل 

دیفرانسیل می گیریم  uدرنظر می گیریم وسپس از uپرانتز قراردارد رابه عنوان تغییر متغیر یعنی 

یل شودوبه و در انتگرال قرارمی دهیم تاانتگرال به یک انتگرال ساده یاانتگرال موجود در جدول تبد

کمک جدول مقدماتی آن راحل می کنیم.این گونه تغییرمتغیر زمانی به کارمی بریم که دیفرانسیل 

 درانتگرال موجود باشد یا بتوانآن رادرانتگرال ساخت. duتغییرمتغیریعنی 

 : انتگرالهای زیرراحل کنید.4مثال

5𝑥√∫ (الف − 3  dx          ب )   ∫ 𝑡𝑎𝑛𝑥 𝑑𝑥      ج ) ∫
𝑒√𝑥

√𝑥
𝑑𝑥       د )  ∫ 𝑐𝑜𝑡𝑔𝑥 𝑑𝑥 

 حل:

5𝑥√∫ (الف − 3  dx =
1

5
∫√𝑢 𝑑𝑢 =

2

15
𝑢
3
2 + 𝑐 =

2

15
(5𝑥 − 3)

3
2 + 𝑐 

  U = 5x − 3 →      du = 5dx    → dx =
1

5
du  ∶  تغییرمتغیر 

 

(  ب         ∫ 𝑡𝑎𝑛𝑥 𝑑𝑥 = ∫
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑑𝑥 = −∫

𝑑𝑢

𝑢
= −𝐿𝑛|𝑢| + 𝑐 = −𝐿𝑛|𝑐𝑜𝑠𝑥| + 𝑐          

U=cosx→     du=-sinxdx                                        تغییرمتغیر 

 

( ج  ∫
𝑒√𝑥

√𝑥
𝑑𝑥 = 2∫𝑒𝑢 𝑑𝑢 = 2𝑒𝑢 + 𝑐 = 2𝑒√𝑥 + 𝑐    

 

U=√𝑥  →     du=
1

2√𝑥
dx  →

𝑑𝑥

√𝑥
= 2𝑑𝑢                                      تغییرمتغیر 

 

∫ ( د 𝑐𝑜𝑡𝑔𝑥 𝑑𝑥 = ∫
𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑑𝑥 = ∫

1

𝑢
𝑑𝑢 = 𝐿𝑛|𝑢| + 𝑐 = 𝐿𝑛|𝑐𝑜𝑠𝑥| + 𝑐 

 

 

 : انتگرالهای زیرراحل کنید. 5مثال

U=sinx→     du=cosxdx                                        تغییرمتغیر 
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∫(الف
1

𝑥𝐿𝑛𝑥
𝑑𝑥           ب )  ∫

1

𝑥(𝐿𝑛𝑥)2
𝑑𝑥             ج) ∫

(𝐿𝑛𝑥)2

𝑥
𝑑𝑥 

=du استفاده می کنیم بنابراین داریم:u=Lnxحل: برای هرسه انتگرال ازتغییرمتغیر   
1

𝑥
𝑑𝑥 

∫(الف
1

𝑥𝐿𝑛𝑥
𝑑𝑥 = ∫

𝑑𝑥

𝑢
= 𝐿𝑛|𝑢| + 𝑐 = 𝐿𝑛|𝐿𝑛𝑥| + 𝑐 

( ب  ∫
1

𝑥(𝐿𝑛𝑥)2
𝑑𝑥 = ∫

𝑑𝑢

𝑢2
= −

1

𝑢
+ 𝑐 = −

1

𝐿𝑛𝑥
+ 𝑐 

∫ (ج  
(𝐿𝑛𝑥)2

𝑥
𝑑𝑥 = ∫𝑢2 𝑑𝑢 =

1

3
𝑢3 + 𝑐 =

1

3
(𝐿𝑛𝑥)3 + 𝑐 

 : انتگرالهای زیرراحل کنید.6مثال

∫( الف  sin (𝑎𝑥) 𝑑𝑥         ب )  ∫
1

𝑎2 + 𝑥2
𝑑𝑥          ج )  ∫

1

√𝑎2 − 𝑥2
𝑑𝑥 

 du=adx استفاده می کنیم بنابراین داریم: u=axازتغییرمتغیر    حل: برای انتگرال الف(

( الف  ∫ sin (𝑎𝑥) 𝑑𝑥 =
1

𝑎
∫ 𝑠𝑖𝑛𝑢 𝑑𝑢 = −

1

𝑎
𝑐𝑜𝑠𝑢 + 𝑐 = −

1

𝑎
cos(𝑎𝑥) + 𝑐                    

برای  انتگرال ب( وج( از تغییر متغیر 
𝑥

𝑎
= 𝑢  کمک می گیریم پس داریم

𝑑𝑥

𝑎
= 𝑑𝑢 

( ب    ∫
1

𝑎2+𝑥2
𝑑𝑥 = ∫

1

𝑎2(1+(
𝑥

𝑎
)2)
𝑑𝑥 =

1

𝑎
∫

𝑑𝑢

1+𝑢2
=

1

𝑎
tan−1 𝑢 + 𝑐 =

1

𝑎
tan−1(

𝑥

𝑎
) + 𝑐  

( ج    ∫
1

√𝑎2 − 𝑥2
𝑑𝑥 = ∫

𝑑𝑥

𝑎√1 − (
𝑥
𝑎
)
2

)

= ∫
𝑑𝑢

√1 − 𝑢2
= sin−1 𝑢 + 𝑐 = sin−1(

𝑥

𝑎
) + 𝑐 

 

 : انتگرالهای زیرراحل کنید.7مثال

∫    (الف 𝑠𝑒𝑐𝑥 𝑑𝑥                              ب )    ∫ 𝑐𝑠𝑐𝑥 𝑑𝑥 

حل: برای این دو انتگرال تابع زیرعلامت انتگرال رادریک عبارت مناسب ضرب وتقسیم می کنیم سپس 

 ازتغییرمتغیر کمک می گیریم.

∫    (الف 𝑠𝑒𝑐𝑥 𝑑𝑥 = ∫
𝑠𝑒𝑐𝑥(𝑠𝑒𝑐𝑥 + 𝑡𝑎𝑛𝑥)

𝑠𝑒𝑐𝑥 + 𝑡𝑎𝑛𝑥
𝑑𝑥 = ∫

𝑑𝑢

𝑢
= 𝐿𝑛|𝑢| + 𝑐

= 𝐿𝑛|𝑠𝑒𝑐𝑥 + 𝑡𝑎𝑛𝑥| + 𝑐 

U=secx+tacx  → 𝑑𝑢 = (𝑠𝑒𝑐𝑥 + 𝑡𝑎𝑛𝑥)𝑠𝑒𝑐𝑥𝑑𝑥       تغییر متغیر 

 

( ب    ∫ 𝑐𝑠𝑐𝑥 𝑑𝑥 = ∫
𝑐𝑠𝑐𝑥(𝑐𝑠𝑐𝑥−𝑐𝑜𝑡𝑔𝑥)

𝑐𝑠𝑐𝑥−𝑐𝑜𝑡𝑔𝑥
𝑑𝑥 = ∫

𝑑𝑢

𝑢
= 𝐿𝑛|𝑢| + 𝑐 = 𝐿𝑛|𝑐𝑠𝑐𝑥 −

𝑐𝑜𝑡𝑔𝑥| + 𝑐  

 

 

U=cscx-cotgx  → 𝑑𝑢 = (𝑐𝑠𝑐𝑥 − 𝑐𝑜𝑡𝑔𝑥)𝑐𝑠𝑐𝑥𝑑𝑥    تغییر متغیر 
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توجه: تغییرمتغیر دریک انتگرال منحصربفرد نیست به عبارت دیگربرای حل یک انتگرال  می توان از چند 

 تغییرمتغیر کمک گرفت. 

𝑥√𝑥∫: انتگرال  8مثال − 1𝑑𝑥         )رابه کمک تغییر متغیرالف    u=x-1 )ب      u=√𝑥 − محاسبه    1

  کنید.

→  u=x-1      تغییرمتغیر حل: الف(  𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 

∫𝑥√𝑥 − 1𝑑𝑥 = ∫(𝑢 + 1)√𝑢 𝑑𝑢 = ∫𝑢
3
2 𝑑𝑢 +∫𝑢

1
2 𝑑𝑢 =

2

5
𝑢
5
2 +

2

3
𝑢
3
2 + 𝑐

=
2

5
(𝑥 − 1)

5
2 +

2

3
(𝑥 − 1)

3
2 + 𝑐 

u=(√𝑥ب( تغییر متغییر  − 1 → 𝑥 − 1 = 𝑢2 → 𝑑𝑥 = 2𝑢𝑑𝑢  , 𝑥 = 𝑢2 + 1)    

∫𝑥√𝑥 − 1𝑑𝑥 = ∫(𝑢2 + 1)𝑢2𝑢 𝑑𝑢 = 2∫𝑢4 𝑑𝑢 + 2∫𝑢2 𝑑𝑢 =
2

5
𝑢5 +

2

3
𝑢3 + 𝑐

=
2

5
(√𝑥 − 1)5 +

2

3
(√𝑥 − 1)3 + 𝑐 =

2

5
(𝑥 − 1)

5
2 +

2

3
(𝑥 − 1)

3
2 + 𝑐 

به 2می توان چند انتگرال به جدول شماره  7و6و5و4تبصره: باتوجه به مثالهای

 صورت اضافه کرد.

 ردیف انتگرال   نامعین                                           

∫ sin (𝑎𝑥) 𝑑𝑥  = −
1

𝑎
cos(𝑎𝑥) + 𝑐                             13 

 

∫   cos (𝑎𝑥) 𝑑𝑥 =
1

𝑎
sin(𝑎𝑥) + 𝑐      

 

14 

 ∫
1

√𝑎2−𝑥2
𝑑𝑥 = sin−1(

𝑥

𝑎
) + 𝑐 

 

15 

∫
1

𝑎2+𝑥2
𝑑𝑥 =

1

𝑎
tan−1(

𝑥

𝑎
) + 𝑐  16 

∫ 𝑠𝑒𝑐𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑥 = 𝐿𝑛|𝑠𝑒𝑐𝑥 + 𝑡𝑎𝑛𝑥| + 𝑐  

 

17 

∫ 𝑐𝑠𝑐𝑥 𝑑𝑥 = 𝐿𝑛|𝑐𝑠𝑐𝑥 − 𝑐𝑜𝑡𝑔𝑥| + 𝑐  18 

∫ 𝑡𝑎𝑛𝑥 𝑑𝑥 = −𝐿𝑛|𝑐𝑜𝑠𝑥| + 𝑐           19 

∫ 𝑐𝑜𝑡𝑔𝑥 𝑑𝑥 = 𝐿𝑛|𝑐𝑜𝑠𝑥| + 𝑐  20 
 

 2.7تمرین بخش

 زیر را محاسبه کنید. انتگرالهای

∫
𝑥+tan−1 𝑥

1+𝑥2
𝑑𝑥1)     ∫𝑥(𝑥2 + 3)7 𝑑𝑥                    2)  ∫ 𝑥2𝑒1+𝑥

2
𝑑𝑥                       3)          

∫𝑥𝑒𝑥
2
𝑑𝑥                 4)            ∫

𝐿𝑛𝑥

𝑥
𝑑𝑥            5)          ∫

1

4+𝑥2
 𝑑𝑥                      6)              

7)        ∫
sin−1 𝑥

√1−𝑥2
𝑑𝑥                        8)         ∫ 𝑥√𝑥 + 2𝑑𝑥                    9)   ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑒𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 
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∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑒𝑐𝑜𝑐𝑥 𝑑𝑥              10)      ∫𝑥 sin(10𝑥2) dx                                     11)        

     

 انتگرال گیری به روش جزء بجزء  3.7بخش 

   d (uv)=udv+vduیکی دیگرازروشهای انتگرال گیری روش جزء بجزء است. این روش ازفرمول دیفرانسیل   

𝑢𝑑𝑣∫ گیری داریمنتیجه می شود.باانتگرال udv=d(uv)-vduبه صورت       = 𝑢𝑣 − ∫𝑣 𝑑𝑢 ازاین روش.

𝑓∫برای حل انتگرال  (𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥  استفاده می کنیم که درآنf(x)  وg(x) چندجمله توابع مثلثاتی،

 ای،نمایی،لگاریتمی ومعکوس مثلثاتی هستند.

د(رابرابربا  جه اش کم می شوکه مشتق آن ساده است)وبعد ازمشتق گیری در g(x)و  f(x)دراین روش یکی ازتوابع 

u همراه با انتخاب می کنیم وتابع دیگرdx  رابرابرباdv از  کنیم انتخاب میu ل گرفته وازدیفرانسیdv  انتگرال می

𝑢𝑑𝑣∫گیریم وبه کمک دستور  = 𝑢𝑣 − ∫𝑣 𝑑𝑢انتگرال   .از∫𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥 .به عبارت  راحل می کنیم

 ریاضی:

∫𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = ∫𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫𝑣 𝑑𝑢 = 𝑓(𝑥) ∫𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 − ∫𝑓′(𝑥) (∫𝑔(𝑥) 𝑑𝑥)𝑑𝑥  

{

𝑓(𝑥) = 𝑢 → 𝑑𝑢 = 𝑓′(𝑥)𝑑𝑥

𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑑𝑣 → 𝑣 = ∫𝑔(𝑥) 𝑑𝑥
 

 :انتگرال های زیررامحاسبه کنید. 1مثال 

∫( الف xsin (𝑥) 𝑑𝑥         ب )  ∫ 𝑥𝑒𝑥 𝑑𝑥          ج )  ∫ 𝑥𝐿𝑛𝑥 𝑑𝑥 

  )   الف حل: 

  {
𝑢 = 𝑥 → 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥                
𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 = 𝑑𝑣 → 𝑣 = −𝑐𝑜𝑠𝑥

 

∫xsin (𝑥) 𝑑𝑥 = ∫𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫𝑣 𝑑𝑢 = −𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 + ∫𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥 = −𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐 

}   ب(
𝑢 = 𝑥 → 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥                
𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑑𝑣 → 𝑣 = 𝑒𝑥

            

∫x𝑒𝑥 𝑑𝑥 = ∫𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫𝑣 𝑑𝑢 = 𝑥𝑒𝑥 −∫𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 + 𝑐 

{
𝑢 = 𝐿𝑛𝑥 → 𝑑𝑢 =

𝑑𝑥

𝑥
ج )               

𝑥𝑑𝑥 = 𝑑𝑣 → 𝑣 =
1

2
𝑥2                

 

  ∫ 𝑥𝐿𝑛𝑥 𝑑𝑥 = ∫𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫𝑣 𝑑𝑢 =
1

2
𝑥2𝐿𝑛𝑥 −

1

2
∫𝑥 𝑑𝑥 =

1

2
𝑥2𝐿𝑛𝑥 −

1

4
𝑥2 + 𝑐 

 :انتگرال های زیررامحاسبه کنید. 2مثال 

∫( الف Lnx𝑑𝑥         ب )  ∫ tan−1 𝑥 𝑑𝑥 

 حل:

∫( الف Lnx𝑑𝑥 =  ∫𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫𝑣 𝑑𝑢 = 𝑥𝐿𝑛𝑥 − ∫𝑑𝑥 = 𝑥𝐿𝑛𝑥 − 𝑥 + 𝑐         
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{𝑢 = 𝐿𝑛𝑥 → 𝑑𝑢 =
𝑑𝑥

𝑥
               

𝑑𝑥 = 𝑑𝑣 → 𝑣 = 𝑥                

 

∫  ( ب tan−1 𝑥 𝑑𝑥 = ∫𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫𝑣 𝑑𝑢 =𝑥 tan−1 𝑥 − ∫
𝑥

1 + 𝑥2
𝑑𝑥 = 

 𝑥 tan−1 𝑥 −
1

2
𝐿𝑛(1 + 𝑥2) + 𝑐                                                         = 

 {
𝑢 = tan−1 𝑥 → 𝑑𝑢 =

𝑑𝑥

1+𝑥2
               

𝑑𝑥 = 𝑑𝑣 → 𝑣 = 𝑥                
  

  

 𝑧 = 1 + 𝑥2 → 𝑑𝑧 =  2𝑥𝑑𝑥   →       ∫
𝑥

1 + 𝑥2
𝑑𝑥 =

1

2
∫
𝑑𝑧

𝑧
=
1

2
𝐿𝑛|𝑧| + 𝑐

=
1

2
𝐿𝑛(1 + 𝑥2) + 𝑐 

 

  

 )مثال زیر(:دریک انتگرال ممکن است چندین باراز روش جزء بجزء استفاده شود تا انتگرال حل شود. توجه

 

 : انتگرال های زیر رامحاسبه کنید.3مثال

( الف  ∫ 𝑒𝑥sin (𝑥) 𝑑𝑥                              ب ) ∫ 𝑒𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥                                          

   حل:

{
𝑢 = 𝑒𝑥 → 𝑑𝑢 = 𝑒𝑥𝑑𝑥

𝑑𝑣 = 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 → 𝑣 = −𝑐𝑜𝑠𝑥
  2)              {

𝑢 = 𝑒𝑥 → 𝑑𝑢 = 𝑒𝑥𝑑𝑥                      
𝑑𝑣 = 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥 → 𝑣 = 𝑠𝑖𝑛𝑥         

1)       

          

 :( داریم1طبق

∫( الف 𝑒𝑥 sin(𝑥) 𝑑𝑥 =  ∫𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫𝑣 𝑑𝑢 = −𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 + ∫𝑒𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥 

= −𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 − ∫𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥  → 2∫𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 = 𝑒𝑥(𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥)

→  ∫ 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 =
1

2
𝑒𝑥(𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥) + 𝑐               

 ( داریم:2طبق             

∫( ب 𝑒𝑥 cos(𝑥) 𝑑𝑥 =  ∫𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫𝑣 𝑑𝑢 = 𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 − ∫𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥

= 𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 − ∫𝑒𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥  → 

2∫𝑒𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥 = 𝑒𝑥(𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥) →  ∫ 𝑒𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥 =
1

2
𝑒𝑥(𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥) + 𝑐        

  زء بجزء:جتعمیم روش 

هرمرتبه ای دارای مشتق تابعی باشدکه از f(x)باشدو  g(x)ام تابع nمشتق مرتبه   𝑔(𝑛)(𝑥)فرض کنیدکه  

 است.دراین صورت بااستفاده مکررازروش جزء بجزء داریم: 
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∫𝑓(𝑥)𝑔(𝑛)(𝑥) 𝑑𝑥

=  𝑓(𝑥)𝑔(𝑛−1)(𝑥) − 𝑓′(𝑥)𝑔(𝑛−2)(𝑥) + 𝑓′′(𝑥)𝑔(𝑛−3)(𝑥) − ⋯

+ (−1)𝑛∫𝑔(𝑥)𝑓(𝑛)(𝑥) 𝑑𝑥 

 : انتگرال های زیر رامحاسبه کنید.4مثال

( الف ∫(3𝑥3 + 𝑥2 + 1)sin (𝑥) 𝑑𝑥                              ب ) ∫ 𝑥5𝑒𝑥 𝑑𝑥                                          

 حل:

3𝑥3)∫( الف + 𝑥2 + 1)sin (𝑥) 𝑑𝑥

= (3𝑥3 + 𝑥2 + 1)(−𝑐𝑜𝑠𝑥) − (9𝑥2 + 2𝑥)(−𝑠𝑖𝑛𝑥) + (18𝑥 + 2)(𝑐𝑜𝑠𝑥)

− (18)(𝑠𝑖𝑛𝑥) + 𝑐 

( ب  ∫ 𝑥5𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥5𝑒𝑥 − (5𝑥4)𝑒𝑥 + (20𝑥3)𝑒𝑥 − (60𝑥2)𝑒𝑥 + (120𝑥)𝑒𝑥 − 120𝑒𝑥 + 𝑐 

 3.7بخش نتمری

 انتگرال های زیر رامحاسبه کنید.

1)∫𝑥2𝐿𝑛𝑥 𝑑𝑥                                      2)∫
𝑠𝑖𝑛2𝑥

𝑒𝑥
𝑑𝑥                  3)∫𝑥3𝑒𝑥

2
𝑑𝑥 

4)∫
cot−1 √𝑥

√𝑥
𝑑𝑥                          5)∫𝑥 tan−1 𝑥 𝑑𝑥                       6)∫𝑥2𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥 

7)∫𝑠𝑖𝑛𝑥𝐿𝑛(𝑐𝑜𝑠𝑥) 𝑑𝑥                    8)∫ cos (𝐿𝑛𝑥) 𝑑𝑥                         9)∫ sin (𝐿𝑛𝑥) 𝑑𝑥 

10)∫
𝑥

𝑒𝑥
𝑑𝑥                        11)∫

𝐿𝑛𝑥

√𝑥
𝑑𝑥                         12)∫𝐿𝑛(𝑥 + √1 + 𝑥2) 𝑑𝑥 

 

 

 (cosxو    sinxهای   ازتوابع مثلثاتی)توان انتگرال گیری 4.7بخش

∫برای محاسبه انتگرال های   𝑐𝑜𝑠𝑚(𝑥) 𝑑𝑥    و∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛(𝑥) 𝑑𝑥  و∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑚(𝑥) 𝑑𝑥  روش های

که رروش بازگشتی است که درتمرین های این فصل آمده است.روش دیگمتفاوتی وجود دارد.یکی ازاین روش ها 

 بستگی دارد وبه صورت زیراست. nو  mبه 

𝑐𝑜𝑠2(𝑥)  دوعددزوج باشند می توان ازاتحادهای nو  mالف( اگر   =
1+𝑐𝑜𝑠2𝑥

2
𝑠𝑖𝑛2(𝑥)و   =

1−𝑐𝑜𝑠2𝑥

2
  

 کم می شود. cosxو  sinxاستفاده کرد.بااستفاده ازاین اتحادها توان های

 دطبیعی فرد باشند ازتغییرمتغیرهای زیر کمک می گیریم.عد nو  mب( اگر یکی از دو عدد  

واز اتحاد  (u=sinxفردباشد    cosxاستفاده می کنیم)به عبارت دیگراگرتوان  u=sinxفردباشدازتغییرمتغیر   mاگر 

𝑐𝑜𝑠2(𝑥) = 1 − 𝑠𝑖𝑛2(𝑥) .کمک می گیریم 

(واز اتحاد   u=cosxفردباشد   sinxاستفاده می کنیم)به عبارت دیگراگرتوان   u=cosxفردباشدازتغییرمتغیر  nاگر 

𝑠𝑖𝑛2(𝑥) = 1 − 𝑐𝑜𝑠2(𝑥) .کمک می گیریم 
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∫عددصحیح منفی باشند به انتگرال های   nو  m هر دو ( اگرج  𝑠𝑒𝑐𝑝(𝑥) 𝑑𝑥  و∫ 𝑐𝑠𝑐𝑞 (𝑥)𝑑𝑥   و

∫ 𝑠𝑒𝑐𝑝(𝑥)𝑐𝑠𝑐𝑞(𝑥) 𝑑𝑥 خواهد آمد. می رسیم که در تمرین های تکمیلی آخراین فصل روش حل آن 

(p=-m  ,q=-p) 

 کنید.:انتگرال های زیررامحاسبه 1مثال

∫( الف 𝑐𝑜𝑠3 (𝑥) 𝑑𝑥         ب )  ∫ 𝑠𝑖𝑛4(𝑥) 𝑑𝑥          ج )  ∫ 𝑠𝑖𝑛3(𝑥)𝑐𝑜𝑠2(𝑥) 𝑑𝑥 

 حل: 

∫( الف 𝑐𝑜𝑠3 (𝑥) 𝑑𝑥 = ∫𝑐𝑜𝑠𝑥(1 − 𝑠𝑖𝑛2(𝑥)) 𝑑𝑥 = ∫(1 − 𝑢2) 𝑑𝑥 = 𝑢 −
𝑢3

3
+ 𝑐

= 𝑠𝑖𝑛𝑥 −
𝑠𝑖𝑛3(𝑥)

3
+ 𝑐        

U=sinx→     du=cosxdx                                        تغییرمتغیر 

 

( ب  ∫ 𝑠𝑖𝑛4(𝑥) 𝑑𝑥 = ∫(
1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥

2
)2 𝑑𝑥 =

1

4
∫[1 + 𝑐𝑜𝑠22𝑥 − 2𝑐𝑜𝑠2𝑥] 𝑑𝑥

=
1

4
𝑥 −

1

4
𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 

1

4
∫𝑐𝑜𝑠22𝑥 𝑑𝑥 =

1

4
𝑥 −

1

4
𝑠𝑖𝑛2𝑥 +

1

4
∫
1 + 𝑐𝑜𝑠4𝑥

2
𝑑𝑥

=  
1

4
𝑥 −

1

4
𝑠𝑖𝑛2𝑥 +

1

8
𝑥 +

1

32
𝑠𝑖𝑛4𝑥 + 𝑐

=
3

8
𝑥 −

1

4
𝑠𝑖𝑛2𝑥 +

1

32
𝑠𝑖𝑛4𝑥 + 𝑐         

( ج  ∫ 𝑠𝑖𝑛3(𝑥)𝑐𝑜𝑠2(𝑥) 𝑑𝑥 = ∫𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑑𝑥 = −∫(1 − 𝑢2) 𝑢2𝑑𝑢

= −∫(𝑢2 − 𝑢4) 𝑑𝑢 = −
1

3
𝑢3 +

1

5
𝑢5 + 𝑐 = −

1

3
𝑐𝑜𝑠3𝑥 +

1

5
𝑐𝑜𝑠5𝑥 + 𝑐 

U=cosx→     du=-sinxdx                                        تغییرمتغیر 

 

 :انتگرال های زیررامحاسبه کنید. 2مثال 

∫( الف
𝑐𝑜𝑠4𝑥 − 𝑠𝑖𝑛4𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥
𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑑𝑥         ب ) ∫ 𝑠𝑖𝑛5𝑥 𝑑𝑥 

 حل:

∫( الف
𝑐𝑜𝑠4𝑥 − 𝑠𝑖𝑛4𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥
𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑑𝑥 = ∫

(𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑠𝑖𝑛2𝑥)(𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥)𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥
𝑑𝑥

= ∫𝑐𝑜𝑠2𝑥 𝑑𝑥 = ∫
1 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥

2
𝑑𝑥 =

1

2
𝑥 +

1

4
𝑠𝑖𝑛4𝑥 + 𝑐 
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∫ ( ب 𝑠𝑖𝑛5𝑥 𝑑𝑥 = ∫𝑠𝑖𝑛𝑥( 𝑠𝑖𝑛2𝑥)2𝑑𝑥 = ∫(1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥)2 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 = −∫(1 − 𝑢2)2 𝑑𝑢

= −∫(1 + 𝑢4 − 2𝑢2) 𝑑𝑢 = −𝑢 −
1

5
𝑢5 +

2

3
𝑢3 + 𝑐

= −𝑐𝑜𝑠𝑥 −
1

5
𝑐𝑜𝑠5𝑥 +

2

3
𝑐𝑜𝑠3𝑥 + 𝑐 

U=cosx→     du=-sinxdx                                        تغییرمتغیر 

 

 4.7تمرین بخش

 انتگرال های زیرراحل کنید.

𝟏)  ∫ 𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙𝒅𝒙                𝟐)  ∫ 𝒄𝒐𝒔𝟔𝒙𝒅𝒙           𝟑)  ∫ 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒂𝒙𝒅𝒙   

𝟒)  ∫ 𝒔𝒊𝒏𝟓𝒙𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙𝒅𝒙               𝟓)  ∫ 𝒄𝒐𝒔𝟐(
𝒙

𝟐
)𝒅𝒙           𝟔)  ∫ 𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙𝒅𝒙   

𝟕)  ∫ 𝒄𝒐𝒔𝒙𝒄𝒐𝒔𝟑𝒙𝒅𝒙               𝟖)  ∫√𝒄𝒐𝒔𝒙𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙𝒅𝒙          𝟗)  ∫ 𝒄𝒐𝒔𝒙𝒔𝒊𝒏𝟓𝒙𝒅𝒙   

∫برای محاسبه انتگرال الف(  تبصره : sin(𝑚𝑥) cos (𝑛𝑥) 𝑑𝑥        )ب∫ sin(𝑚𝑥) sin (nx) 𝑑𝑥            )ج

∫ cos(𝑚𝑥) cos (𝑛𝑥) 𝑑𝑥        .از اتحادهای متناظرشان به صورت زیر استفاده می کنیم 

𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥𝑐𝑜𝑠𝑏𝑥الف(  =
1

2
[sin(𝑎 − 𝑏) 𝑥 + sin(𝑎 + 𝑏) 𝑥 ]    

𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥𝑠𝑖𝑛𝑏𝑥 ب( =
1

2
[cos(𝑎 − 𝑏) 𝑥 − cos(𝑎 + 𝑏) 𝑥 ]   

𝑐𝑜𝑠𝑎𝑥𝑐𝑜𝑠𝑏𝑥 ج( =
1

2
[cos(𝑎 − 𝑏) 𝑥 + cos(𝑎 + 𝑏) 𝑥 ]   

 ازقسمت ج استفاده کنید. 7تمرین  برای حل 

 

 

 

 تغییرمتغیر های مثلثاتی 5.7بخش

𝑎2√اگرتابع زیرعلامت انتگرال شامل عبارتهای   + 𝑥2   و√𝑎2 − 𝑥2 و √𝑥2 − 𝑎2   باشند که درآنa> 0 

 ازتغییرمتغیرهای مثلثاتی به صورت زیر کمک می گیریم. است)انتگرال توابع رادیکالی( دراین صورت

𝑎2√الف(اگرانتگرال شامل عبارت  + 𝑥2 باشد ازتغییرمتغیر  x=atan𝜃      ( −
𝜋

2
< 𝜃 <

𝜋

2
                    ویا   (    

( 0 < 𝜃 < 𝜋       ) x=acotg𝜃 .استفاده می کنیم                                                                                               

𝑑𝑥         آنگاه   x=atan𝜃دراین صورت اگر   = 𝑎(1 + 𝑡𝑎𝑛2𝜃)𝑑𝜃         و 

√𝑎2 + 𝑥2 = √𝑎2 + 𝑎2𝑡𝑎𝑛2𝜃 = 𝑎√1 + 𝑡𝑎𝑛2𝜃 = 𝑎|𝑠𝑒𝑐𝜃| = 𝑎𝑠𝑒𝑐𝜃       (  −
𝜋

2
< 𝜃

<
𝜋

2
    )    

1زیرا + 𝑡𝑎𝑛2𝜃 = 𝑠𝑒𝑐2𝜃      
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𝑥2√(اگرانتگرال شامل عبارت ب − 𝑎2   باشد ازتغییرمتغیرx=asec𝜃      (𝜃𝜖[0,
𝜋

2
) ∪ [𝜋,

3𝜋

2
)    )     

                                                                                                                                                         می کنیم.     استفاده 
𝑑𝑥         آنگاه   x=asec𝜃دراین صورت اگر   = asecθ 𝑡𝑎𝑛𝜃 𝑑𝜃         و 

√𝑥2 − 𝑎2 = √𝑎2𝑠𝑒𝑐2𝜃 − 𝑎2 = 𝑎√𝑠𝑒𝑐2𝜃 − 1 = 𝑎|𝑡𝑎𝑛𝜃|

=  atan𝜃         (  𝜃𝜖[0,
𝜋

2
) ∪ [𝜋,

3𝜋

2
)    )             

𝑡𝑎𝑛2𝜃زیرا = 𝑠𝑒𝑐2𝜃 − 1      

𝑎2√(اگرانتگرال شامل عبارت ج − 𝑥2   باشد ازتغییرمتغیرx=asin𝜃      ( −
𝜋

2
≤ 𝜃 ≤≤

𝜋

2
                    ویا   (    

( 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋       ) x=acos𝜃 کنیم. ه میاستفاد                                                                                               

𝑑𝑥         آنگاه   x=asin𝜃دراین صورت اگر   = 𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜃         و 

√𝑎2 − 𝑥2 = √𝑎2 − 𝑎2𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 𝑎√1 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 𝑎|𝑐𝑜𝑠𝜃| = 𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃       (  −
𝜋

2
≤ 𝜃

≤
𝜋

2
    )    

1زیرا − 𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 𝑐𝑜𝑠2𝜃      

 بطورخلاصه این تغییرمتغیرها درجدول زیر می آوریم.

  

√𝑥2 − 𝑎2 √𝑎2 + 𝑥2 √𝑎2 − 𝑥2 

x=asec𝜃 
𝑑𝑥 = asecθ 𝑡𝑎𝑛𝜃 𝑑𝜃 

√𝑥2 − 𝑎2 = atan𝜃 

x=atan𝜃 
𝑑𝑥 = 𝑎(1 + 𝑡𝑎𝑛2𝜃)𝑑𝜃 

√𝑎2 + 𝑥2 =  𝑎𝑠𝑒𝑐𝜃 

x=asin𝜃 
𝑑𝑥 = 𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜃 

√𝑎2 − 𝑥2 =  𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃 

 

 .:انتگرال های زیررامحاسبه کنید1مثال

∫(الف
1

𝑥2√1 + 𝑥2
𝑑𝑥           ب )  ∫

1

√𝑥2 − 4
𝑑𝑥             1√∫ (ج − 𝑥2 𝑑𝑥 

 حل:

∫(الف
1

𝑥2√1 + 𝑥2
𝑑𝑥 = ∫

𝑠𝑒𝑐2𝜃

𝑡𝑎𝑛2𝜃𝑠𝑒𝑐𝜃
𝑑𝜃 = ∫

𝑠𝑒𝑐𝜃

𝑡𝑎𝑛2𝜃
𝑑𝜃 = ∫

𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑠𝑖𝑛2𝜃
𝑑𝜃 = −

1

𝑠𝑖𝑛𝜃
+ 𝑐

= −
𝑥𝑥

√1 + 𝑥2
+ 𝑐 

𝑥 = 𝑡𝑎𝑛𝜃 → 𝑑𝑥 = 𝑠𝑒𝑐2𝜃𝑑𝜃    , √1 + 𝑥2 = 𝑠𝑒𝑐𝜃   , 𝑠𝑖𝑛𝜃 =
𝑡𝑎𝑛𝜃

√1 + 𝑡𝑎𝑛2𝜃
=

𝑥

√1 + 𝑥2
 

  sin𝜃 = 𝑢 → 𝑑𝑢 = 𝑐𝑜𝑠𝜃   → ∫
𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑠𝑖𝑛2𝜃
𝑑𝜃 = ∫

1

𝑢2
𝑑𝑢 = −

1

𝑢
+ 𝑐 = −

1

𝑠𝑖𝑛𝜃
+ 𝑐                 
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( ب  ∫
1

√𝑥2 − 4
𝑑𝑥 = ∫

2𝑠𝑒𝑐𝜃𝑡𝑎𝑛𝜃

√4𝑠𝑒𝑐2𝜃 − 4
𝑑𝜃 = ∫

2𝑠𝑒𝑐𝜃𝑡𝑎𝑛𝜃

2𝑡𝑎𝑛𝜃
𝑑𝜃 = ∫𝑠𝑒𝑐𝜃 𝑑𝜃

= 𝐿𝑛|𝑠𝑒𝑐𝜃 + 𝑡𝑎𝑛𝜃| + 𝑐 = 𝐿𝑛 |
𝑥

2
+
√𝑥2 − 4

2
| + 𝑐             

𝑥 = 2𝑠𝑒𝑐𝜃 → 𝑑𝑥 = 2𝑠𝑒𝑐𝜃𝑡𝑎𝑛𝜃𝑑𝜃    , √𝑥2 − 4 = 2𝑡𝑎𝑛𝜃   ,
𝑥

2
= 𝑠𝑒𝑐𝜃 

1√∫ (ج − 𝑥2 𝑑𝑥 = ∫𝑐𝑜𝑠𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑑𝜃 = ∫𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑑𝜃 = ∫
1 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃

2
𝑑𝜃

=
𝜃

2
+
𝑠𝑖𝑛2𝜃

4
+ 𝑐 =

1

2
sin−1 𝑥 +

𝑥

2
√1 − 𝑥2 + 𝑐 

𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝜃 → 𝑑𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜃     , √1 − 𝑥2 = 𝑐𝑜𝑠𝜃  , 𝜃 = sin−1 𝑥  , 𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 

 

 :انتگرال های زیررامحاسبه کنید.2مثال

∫(الف
𝑥2

√9 − 𝑥2
𝑑𝑥           ب )  ∫

1

𝑥√𝑥2 − 4
𝑑𝑥 

 حل:

∫(الف
𝑥2

√9 − 𝑥2
𝑑𝑥 = ∫

9𝑠𝑖𝑛2𝜃3𝑐𝑜𝑠𝜃

3𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑑𝜃 = 9∫𝑠𝑖𝑛2𝜃 𝑑𝜃 = 9∫

1 − 𝑐𝑜𝑠2𝜃

2
𝑑𝜃

= ∫
9

2
𝑑𝜃 −

9

2
∫𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑑𝜃 =

9

2
𝜃 −

9

4
𝑠𝑖𝑛2𝜃 + 𝑐

=
9

2
sin−1(

𝑥

3
) −

1

2
𝑥√9 − 𝑥2 + 𝑐 

𝑥 = 3𝑠𝑖𝑛𝜃 → 𝑑𝑥 = 3𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜃     , √1 − 𝑥2 = 3𝑐𝑜𝑠𝜃  , 𝜃 = sin−1(
𝑥

3
)  , 𝑠𝑖𝑛2𝜃

= 2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 

∫ ( ب
1

𝑥√𝑥2 − 4
𝑑𝑥 = ∫

2𝑠𝑒𝑐𝜃𝑡𝑎𝑛𝜃

2𝑠𝑒𝑐𝜃√4𝑠𝑒𝑐2𝜃 − 4
𝑑𝜃 = ∫

𝑡𝑎𝑛𝜃

2𝑡𝑎𝑛𝜃
𝑑𝜃 = ∫

1

2
𝑑𝜃 =

1

2
𝜃 + 𝑐

=
1

2
sec−1(

𝑥

2
) + 𝑐 

𝑥 = 2𝑠𝑒𝑐𝜃 → 𝑑𝑥 = 2𝑠𝑒𝑐𝜃𝑡𝑎𝑛𝜃𝑑𝜃    , √𝑥2 − 4 = 2𝑡𝑎𝑛𝜃   ,
𝑥

2
= 𝑠𝑒𝑐𝜃  , 𝜃 = sec−1(

𝑥

2
) 

  5.7تمرین بخش

 انتگرال های زیرراحل کنید.

1)  ∫
1

√𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥            (𝑎 > 0)      2) ∫√𝑥2 + 𝑎2 𝑑𝑥          (  𝑎 > 0) 

3)  ∫
√𝑥2 + 1

𝑥
𝑑𝑥                                              4) ∫

1

𝑥√𝑥2 − 1
𝑑𝑥 

5)  ∫
𝑥2

√1 − 𝑥2
𝑑𝑥                        6)  ∫

𝑥2

√𝑥2 − 𝑎2
𝑑𝑥            (𝑎 > 0) 
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7)  ∫ 𝑥3√4 − 𝑥2 𝑑𝑥                                      8)  ∫
(𝐿𝑛𝑥)3

𝑥√(𝐿𝑛𝑥)2 − 4
𝑑𝑥 

9)  ∫
√16 − 𝑒2𝑥

𝑒𝑥
𝑑𝑥                                       10)∫𝑥2√25 − 𝑥2 𝑑𝑥 

 انتگرال گیری از توابع گویا)روش تجزیه کسرها(6.7بخش

∫دراین بخش انتگرال توابع گویا به صورت 
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥0
𝑑𝑥   راکه درآنf(x)   وg(x) به صورت زیر  دوچند جمله ای

 هستندرا به روش تجزیه کسرها حل می کنیم.

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝑥 + 𝑎0 

𝑔(𝑥) = 𝑏𝑚𝑥
𝑚 + 𝑏𝑚−1𝑥

𝑚−1 +⋯+ 𝑏1𝑥 + 𝑏0 

 

       تقسیم g(x)رابر  f(x)ها،  باشد بااستفاده ازتقسیم چندجمله ای mیعنی  g(x)ازدرجه بزرگتر nیعنی   f(x)اگر درجه 

  کمتر است و g(x)ازدرجه  r(x)وجود دارندکه درجه   r(x)و  p(x)دوچندجمله ای  می کنیم.دراین صورت

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= 𝑝(𝑥) +

𝑟(𝑥)

𝑔(𝑥)
→   ∫

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
𝑑𝑥 = ∫𝑝(𝑥) 𝑑𝑥 + ∫

𝑟(𝑥)

𝑔(𝑥)
𝑑𝑥                        

∫برای حل  
𝑟(𝑥)

𝑔(𝑥)
𝑑𝑥   که درجهr(x) کمتر ازدرجهg(x) ندجمله ای است چg(x)   رابه عبارتهای تجزیه ناپذیر

 می تواند به صورت های زیر تجزیه شود.  g(x)   تجزیه می کنیم2و1ازدرجه

𝑔(𝑥)الف(   = (𝑥 − 𝑎1)(𝑥 − 𝑎2)… (𝑥 − 𝑎𝑚) 

 ریشه های متمایز دارد.  g(x)هااعداد حقبقی متمایزهستند.به عبارت دیگر  𝑎𝑖که در آنها 

𝑔(𝑥)ب(  = (𝑥 − 𝑎1)
𝑟(𝑥 − 𝑎2)

𝑠…(𝑥 − 𝑎𝑙)
𝑙 

 ریشه های تکراری دلرد   g(x)یعنی 

𝑔(𝑥)ج(   = (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)(𝑥 − 𝑑)… (𝑥 − 𝑡)   

𝑎𝑥2مانند  2عبارت درجه   g(x)درتجزیه  − 𝑏𝑥 + 𝑐  وجود دارد 

𝑔(𝑥)    د = (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑟(𝑥 − 𝑑)(𝑥 − 𝑐)    (  

𝑎𝑥2مانند 2عبارت درجه  g(x)تجزیه  رد + 𝑏𝑥 + 𝑐 چند بارتکرارشده است. همچنین ممکن استکه در تجزیه  

g(x)  .تمام حالت های بالا با هم موجود باشند 

 . روش تجزیه کسرها برای هرحالت جداگانه بیان می کنیم وبرای هرحالت مثال می آوریم

𝑔(𝑥) حالت الف(  = (𝑥 − 𝑎1)(𝑥 − 𝑎2)… (𝑥 − 𝑎𝑚) 

 𝑎𝑚, 𝑎𝑚−1, … , 𝑎2, 𝑎1 ت فرض می کنیم:متمایز هستند.دراین حال 

𝑟(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

𝐴1
(𝑥 − 𝑎1)

+
𝐴2

(𝑥 − 𝑎2)
+ ⋯+

𝐴𝑚
(𝑥 − 𝑎𝑚)

 

مقادیرثابتی هستند که بایدمقدارآنها راتعیین کنیم که بامخرج مشترک گیری 𝐴𝑚و...و   𝐴2و  𝐴1که درآن 

انتگرالهای زیر پس را معین می کنیم س  𝐴𝑚و...و   𝐴2و  𝐴1ومتحدقراردادن صورت های دو طرف تساوی   

 راحل می کنیم..
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∫
𝑟(𝑥)

𝑔(𝑥)
𝑑𝑥 = ∫

𝐴1
𝑥 − 𝑎1

𝑑𝑥 + ∫
𝐴2

𝑥 − 𝑎2
𝑑𝑥 +⋯+∫

𝐴𝑚
𝑥 − 𝑎𝑚

𝑑𝑥

= 𝐴1𝐿𝑛|𝑥 − 𝑎1| + 𝐴2𝐿𝑛|𝑥 − 𝑎2| + ⋯𝐴𝑚𝐿𝑛|𝑥 − 𝑎𝑚| + 𝑐 

∫:انتگرال  1مثال
𝑑𝑥

𝑥−𝑥3
 راحل کنید. 

𝑔(𝑥)حل: = 𝑥 − 𝑥3 = 𝑥(1 − 𝑥2) = 𝑥(1 − 𝑥)(1 + 𝑥)         

1

𝑥 − 𝑥3
=
𝐴

𝑥
+

𝐵

1 − 𝑥
+

𝐶

1 + 𝑥
=
(1 − 𝑥2)𝐴 + 𝐵𝑥(1 + 𝑥) + 𝐶𝑥(1 − 𝑥)

𝑥 − 𝑥3
 

 به دو روش وجود دارد. Cو   Bو Aبرای محاسبه 

 وحل آنتوسط ضرایب مجهول  (با برابر قراردادن صورت های دو طرف تساوی وتشکیل یک دستگاه 1

 Cو   Bو Aیافتن و  xبا برابر قراردادن صورت های دو طرف تساوی ودادن مقادیر دلخواه به  (2

 داریم.پس طبق روش دوم 

(1 − 𝑥2)𝐴 + 𝐵𝑥(1 + 𝑥) + 𝐶𝑥(1 − 𝑥) = 1 

x=0→ 𝐴 = 1         ,     𝑥 = 1 → 2𝐵 = 1 → 𝐵 =
1

2
            , 𝑥 = −1 → −2𝐶 = 1 → 𝐶 =

−1

2
 

 باجایگذاری داریم:

∫
1

𝑥 − 𝑥3
𝑑𝑥 = ∫

1

𝑥
𝑑𝑥 +

1

2
∫

1

1 − 𝑥
𝑑𝑥 −

1

2
∫

1

𝑥 + 1
𝑑𝑥

= 𝐿𝑛|𝑥| −
1

2
𝐿𝑛|1 − 𝑥| −

1

2
𝐿𝑛|𝑥 + 1| + 𝑐 

∫:انتگرال  2مثال
𝑥𝑑𝑥

𝑥2+2𝑥−3
 راحل کنید. 

𝑔(𝑥)حل:   = 𝑥2 + 2𝑥 − 3 = (𝑥 − 1)(𝑥 + 3)         

1

𝑥2 + 2𝑥 − 3
=

𝐴

𝑥 − 1
+

𝐵

𝑥 + 3
=
(𝑥 + 3)𝐴 + 𝐵(𝑥 − 1)

𝑥2 + 2𝑥 − 3
 

(𝑥 + 3)𝐴 + 𝐵(𝑥 − 1) = 𝑥 

     𝑥 = 1 → 4𝐴 = 1 → 𝐴 =
1

4
            , 𝑥 = −3 → −4𝐵 = −3 → 𝐵 =

3

4
 

 باجایگذاری داریم:

∫
1

𝑥2 + 2𝑥 − 3
𝑑𝑥 =

1

2
∫

1

𝑥 − 1
𝑑𝑥 +

3

4
∫

1

𝑥 + 3
𝑑𝑥 =

1

2
𝐿𝑛|𝑥 − 1| +

3

4
𝐿𝑛|𝑥 + 3| + 𝑐 

𝑔(𝑥)  حالت ب( = (𝑥 − 𝑎1)
𝑟(𝑥 − 𝑎2)

𝑠…(𝑥 − 𝑎𝑙)
𝑙 

 م.درتجزیه تکرار شده اند که به صورت زیر عمل می کنی1دراین حالت بعضی ازعوامل درجه 

𝑟(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

𝐴1

𝑥−𝑎1
+

𝐴2

(𝑥−𝑎1)
2
+⋯+

𝐴𝑟

(𝑥−𝑎1)
𝑟
+⋯+

𝐵1

𝑥−𝑎𝑙
+

𝐵2

(𝑥−𝑎𝑙)
2
+⋯+

𝐵𝑙

(𝑥−𝑎𝑙)
𝑙

   

 یابیم.را می ها  𝐵𝑗و  ها  𝐴𝑖ومانند حالت الف(مقادیر  

∫: انتگرال  3مثال
𝑥

(𝑥+2)2(𝑥+1)
𝑑𝑥 درا حل کنی.  
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 حل :

𝑥

(𝑥 + 2)2(𝑥 + 1)
=

𝐴

𝑥 + 1
+

𝐵

𝑥 + 2
+

𝐶

(𝑥 + 2)2

=
𝐴(𝑥 + 1)2 + 𝐵(𝑥 + 1)(𝑥 + 2) + 𝐶(𝑥 + 1)

(𝑥 + 2)2(𝑥 + 1)
 

𝐴(𝑥 + 1)2 + 𝐵(𝑥 + 1)(𝑥 + 2) + 𝐶(𝑥 + 1) = 𝑥 

x=0−1 → 𝐴 = −1         ,     𝑥 = −2 → −𝐶 = −2 → 𝐶 =   2 
𝑥 = 0 → 4𝐴 + 2𝐵 + 𝐶 = 0 → 2𝐵 = −4𝐴 − 𝐶 = 4 − 2 = 2    → 𝐵 = 1 

 باجایگذاری داریم:

∫
𝑥

(𝑥 + 2)2(𝑥 + 1)
𝑑𝑥 = −∫

1

𝑥 + 1
𝑑𝑥 + ∫

1

𝑥 + 2
𝑑𝑥 + 2∫

1

(𝑥 + 2)2
𝑑𝑥

= −𝐿𝑛|𝑥 + 1| + 𝐿𝑛|𝑥 + 2| −
2

𝑥 + 2
+ 𝑐 

∫: انتگرال  4مثال
𝑑𝑥

𝑥3−𝑥2
 را حل کنید. 

 حل :

1

𝑥3 − 𝑥2
=

1

𝑥2(𝑥 − 1)
=
𝐴

𝑥
+
𝐵

𝑥2
+

𝐶

𝑥 − 1
=
𝐴𝑥(𝑥 − 1) + 𝐵(𝑥 − 1) + 𝑐𝑥2

𝑥2(𝑥 − 1)
 

1 = 𝐴𝑥(𝑥 − 1) + 𝐵(𝑥 − 1) + 𝑐𝑥2 

 𝑥 = 0 → 1 = −𝐵 → 𝐵 = −1    ,     𝑥 = 1 → 𝐶 = 1    ,      𝑥 = 2 → 1 = 2𝐴 + 𝐵 + 4𝐶   
→   2𝐴 = 1 − 𝐵 − 4𝐶 = 1 + 1 − 4 = −2 → 𝐴 = −1 

 باجایگذاری داریم:              

∫
𝑑𝑥

𝑥3 − 𝑥2
= −∫

𝑑𝑥

𝑥
− ∫

𝑑𝑥

𝑥2
+∫

𝑑𝑥

𝑥 − 1
= −𝐿𝑛|𝑥| +

1

𝑥
+ 𝐿𝑛|𝑥 − 1| + 𝑐 

𝑎𝑥2مانند   2درحه  عبارت g(x)حالت ج(در تحزیه   + 𝑏𝑥 + 𝑐 .موجود باشد 

𝑔(𝑥)اگر    = (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)(𝑥 − 𝑑)… (𝑥 − 𝑡)   آنگاه 

𝑟(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

𝐴𝑥 + 𝐵

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐
+

𝐷

𝑥 − 𝑑
+⋯+

𝑅

𝑥 − 𝑟
 

𝑎𝑥2مانند   2عبارت درحه  g(x)در تحزیه   حالت د( + 𝑏𝑥 + 𝑐 تکرار شده باشد.یعنی 

𝑔(𝑥) = (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑟(𝑥 − 𝑑)(𝑥 − 𝑐)     

 این صورتدر 

𝑟(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

𝐴1𝑥 + 𝐵1
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐

+
𝐴2𝑥 + 𝐵2

(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)2
+⋯+

𝐴𝑟𝑥 + 𝐵𝑟
(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑟

+
𝐷

𝑥 − 𝑑
+

𝐸

𝑥 − 𝑡
 

 را می یابیم. Rو  Eو   Dها و 𝐵𝑗هاو   𝐴𝑖حالت الف وب مقادیر   همانند دو برای دو حالت ج ود نیز

 :انتگرال های زیررامحاسبه کنید.5مثال

∫(الف
𝑑𝑥

𝑥3 + 𝑥
𝑑           ب )  ∫

𝑑𝑥

(𝑥 + 2)(𝑥2 + 1)
 

 الف(حل :
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1

𝑥2 + 1
=
𝐴

𝑥
+
𝐵𝑥 + 𝐶

𝑥2 + 1
=
𝐴(𝑥2 + 1) + 𝑥(𝐵𝑥 + 𝐶)

𝑥( 𝑥2 + 1  )
 

𝐴(𝑥2 + 1) + 𝑥(𝐵𝑥 + 𝐶) = 1 

𝑥 = 0 → 𝐴 = 1      , 𝑥 = ±1 → {
2𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 1
2𝐴 + 𝐵 − 𝐶 = 1

→ 𝐶 = 0  𝐵 = −1 

∫
𝑑𝑥

𝑥3 + 𝑥
= ∫

𝑑𝑥

𝑥
+ ∫

−𝑥

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 = 𝐿𝑛|𝑥| −

1

2
𝐿𝑛(𝑥2 + 1) + 𝑐 

 زیرا

∫
−𝑥

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 = −

1

2
∫
𝑑𝑢

𝑢
= −

1

2
𝐿𝑛|𝑢| + 𝑐 = −

1

2
𝐿𝑛(𝑥2 + 1) + 𝑐     , 𝑢 = 𝑥2 + 1 → 𝑑𝑢

= 𝑥𝑑𝑥 

 ب(

1

(𝑥+2)(𝑥2+1)
=

𝐴

𝑥+2
+
𝐵𝑥+𝐶

𝑥2+1
=

𝐴(𝑥2+1)+(𝐵𝑥+𝐶)(𝑥+2)

(𝑥+2)(𝑥2+1)
  

𝐴(𝑥2 + 1) + (𝐵𝑥 + 𝐶)(𝑥 + 2) = 1   

𝑥 = −2 → 5𝐴 = 1 → 𝐴 =
1

5
 

{
𝑥 = 0 → 𝐴 + 2𝐶 = 1  → 2𝐶 =

4

5
   → 𝐶 =

2

5
   

𝑥 = 1 → 2𝐴 + 3𝐵 + 3𝐶 = 1 → 3𝐵 = −
3

5
→ 𝐵 = −

1

5

 

 

 ∫
𝑑𝑥

(𝑥+2)(𝑥2+1)
=

1

5
∫

𝑑𝑥

𝑥+2
+
1

5
∫
−𝑥+2

𝑥2+1
𝑑𝑥 =

1

5
𝐿𝑛|𝑥 + 2| −

1

5
∫

𝑥

𝑥2+1
𝑑𝑥 + ∫

𝑑𝑥

𝑥2+1
=

1

5
𝐿𝑛|𝑥 +

2| −
1

10
𝐿𝑛(𝑥2 + 1) +

2

5
tan−1 𝑥 + 𝑐 

 زیرا

∫
𝑥

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 =

1

2
∫
𝑑𝑢

𝑢
=
1

2
𝐿𝑛|𝑢| + 𝑐 =

1

2
𝐿𝑛(𝑥2 + 1) + 𝑐     , 𝑢 = 𝑥2 + 1 → 𝑑𝑢 = 𝑥𝑑𝑥 

∫:انتگرال  6مثال 
𝑑𝑥

𝑥(𝑥2+1)2
 را حل کنید.  

 حل:

1

𝑥(𝑥2+1 )2
=

𝐴

𝑥
+
𝐵𝑥+𝐶

𝑥2+1
+

𝐷𝑥+𝐸

(𝑥2+1 )2
=

𝐴(𝑥2+1 )2+(𝐵𝑥+𝐶)(𝑥2+1 )𝑥+(𝐷𝑥+𝐸)𝑥

𝑥(𝑥2+1 )2
  

𝐴(𝑥2 + 1 )2 + (𝐵𝑥 + 𝐶)(𝑥2 + 1 )𝑥 + (𝐷𝑥 + 𝐸)𝑥 = 1 → 

(𝐴 + 𝐵)𝑥4 + 𝐶𝑥3 + (2𝐴 + 𝐵 + 𝐶)𝑥2 + 𝐸𝑥 + 𝐴 = 1  

                             B=-1     پس 𝑥4  :A+B=0ضریب          A=1مقدار ثابت دوطرف تساوی:   

                      D=-1پس          𝑥2   :2A+B+D=0ضریب                  𝑥3    :C=0ضریب 

 E=0  پس     x:  C+E=0ضریب  

                                                 بنابراین داریم:
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∫
𝑑𝑥

𝑥(𝑥2+1)2
= ∫

𝑑𝑥

𝑥
− ∫

𝑥

𝑥1+1
𝑑𝑥 − ∫

𝑥

(𝑥2+1)2
𝑑𝑥 = 𝐿𝑛|𝑥| −

1

2
𝐿𝑛(𝑥2 + 1) +

 
1

2(𝑥2+1)
+ 𝑐   

 زیرا:

∫
𝑥

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 =

1

2
∫
𝑑𝑢

𝑢
=
1

2
𝐿𝑛|𝑢| + 𝑐 =

1

2
𝐿𝑛(𝑥2 + 1) + 𝑐     , 𝑢 = 𝑥2 + 1 → 𝑑𝑢 = 𝑥𝑑𝑥 

∫
𝑥

(𝑥2 + 1)2
𝑑𝑥 =

1

2
∫
𝑑𝑢

𝑢2
=
1

2𝑢
+ 𝑐 =

1

2(𝑥2 + 1)
+ 𝑐     , 𝑢 = 𝑥2 + 1 → 𝑑𝑢 = 𝑥𝑑𝑥 

∫:انتگرال   7مثال 
𝑑𝑥

𝑎2−𝑥2
 .راحل کنید 

                   حل
1

𝑎2−𝑥2
=

𝐴

𝑎−𝑥
+

𝐵

𝑎=𝑥
=

  𝐴(𝑎+𝑥)+𝐵(𝑎−𝑥)

𝑎2−𝑥2
                         

𝐴(𝑎 + 𝑥) + 𝐵(𝑎 − 𝑥) = 1 

          ,               𝑥 = 𝑎 → 2𝐴 = 1 → 𝐴 =
1

2𝑎 
 x=-a→ 2𝐵 = 1 → 𝐵 =

1

 2𝑎  
 

∫
𝑑𝑥

𝑎2−𝑥2
=

1

2𝑎
∫

𝑑𝑥

𝑎−𝑥
+

1

2𝑎
∫

𝑑𝑥

𝑎+𝑥
= −

1

2𝑎
𝐿𝑛|𝑎 − 𝑥| +

1

2𝑎
𝐿𝑛|𝑎 + 𝑥| + 𝑐 =

1

2𝑎
𝐿𝑛 |

𝑎+𝑥

𝑎−𝑥
| + 𝑐  

 6.7تمرین بخش

1) ∫
𝑑𝑥

𝑥(𝑥2 + 1)
                            2) ∫

𝑑𝑥

(𝑥 − 1)(𝑥2 + 5𝑥 + 6)
 

3) ∫
𝑥3 − 1

4𝑥3 − 𝑥
𝑑𝑥                             4) ∫

𝑥2

𝑥2 + 𝑥 − 6
𝑑𝑥        

5) ∫
𝑑𝑥

𝑥3 + 3𝑥2
                               6) ∫

𝑥2 + 4𝑥 − 1

𝑥3 − 𝑥
𝑑𝑥 

7) ∫
5𝑥 − 2

𝑥2 − 4
𝑑𝑥                              8) ∫

𝑑𝑥

(𝑥 − 2)2(𝑥 + 1)
 

9) ∫
𝑑𝑥

𝑥2(1 + 𝑥)2
                       10) ∫

4𝑥𝑑𝑥

(1 − 𝑥2)2(1 + 𝑥2)
     

11) ∫
𝑥 − 1

𝑥3 − 𝑥2 − 2𝑥
𝑑𝑥                    12) ∫

√𝑥

1 + √𝑥
3 𝑑𝑥 

13) ∫
𝑑𝑥

2√𝑥
3

+ √𝑥
 

 کمک بگیرید. u=𝑥6ازتغییرمتغیر   13و12راهنمایی درتمرین 

 انتگرال گیری ازتوابع گویای مثلثاتی 7.7بخش

  R(sinx ,cosx)که با    معروف به توابع گویای مثلثاتی cosxو   sinxدراین بخش به حل انتگرال گویا برحسب   

 نمایش می دهیم می پردازیم.

, 𝑅(𝑠𝑖𝑛𝑥∫    یعنی  دو روش برای حل این انتگرالها 𝑐𝑜𝑠𝑥) 𝑑𝑥 وجود دارد. 

 (.متغیر عمومی)کلی( وروش تغییرمتغیرخصوصی)جزئیروش تغییر 
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𝑧این تغییرمتغیر   روش تغییرمتغیرعمومی: = tan (
𝑥

2
𝑥استکه معادل آن   ( = 2 tan−1 𝑧  است.دراینصورت

 با محاسبه داریم

𝑑𝑥 =
2𝑑𝑧

1 + 𝑧2
      , 𝑐𝑜𝑠𝑥 =

1 − 𝑧2

1 + 𝑧2
   , 𝑠𝑖𝑛𝑥 =

2𝑧

1 + 𝑧2
  

می رسیم وبه کمک روش تجزیه z گویا برحسب  در انتگرال به یک انتگرال cosxو  sinxو   dxباجایگذاری  

 کسرها آن راحل می کنیم.

∫:انتگرال 1مثال
𝑑𝑥

2+2𝑠𝑖𝑛𝑥+𝑐𝑜𝑠𝑥
 را حل کنید.    

𝑧با تغییرمبغیر عمومی   حل: = tan (
𝑥

2
   داریم   (

𝑑𝑥 =
2𝑑𝑧

1 + 𝑧2
      , 𝑐𝑜𝑠𝑥 =

1 − 𝑧2

1 + 𝑧2
   , 𝑠𝑖𝑛𝑥 =

2𝑧

1 + 𝑧2
  

 باجایگذاری در انتگرال داریم 

∫
𝑑𝑥

2+2𝑠𝑖𝑛𝑥+𝑐𝑜𝑠𝑥
= ∫

2𝑑𝑧

1+𝑧2

2+
4𝑧

1+𝑧2
+
1−𝑧2

1+𝑧2

= ∫
2𝑑𝑧

2+2𝑧2+4𝑧+1−𝑧2
= ∫

2𝑑𝑧

𝑧2+4𝑧+3
= 2∫

𝑑𝑧

(𝑧+2)2−1
=  

−𝐿𝑛 |
1+(𝑧+2)

1−(𝑧+2)
| + 𝑐 = −𝐿𝑛 |

3+tan (
𝑥

2
)

−1−tan (
𝑥

2
)
| + 𝑐 = −𝐿𝑛 |

3+tan (
𝑥

2
)

1+tan (
𝑥

2
)
| + 𝑐  

     (a=1 ,x=z+2)داریم6.7بخش7زیرا طبق مثال

∫
𝑑𝑧

(𝑧+2)2−1
= −

1

2
𝐿𝑛 |

1+(𝑧+2)

1−(𝑧+2)
| + 𝑐  

∫:انتگرال 2مثال
𝑑𝑥

1−𝑠𝑖𝑛𝑥+𝑐𝑜𝑠𝑥
 را حل کنید.   

𝑧با تغییرمبغیر عمومی   حل: = tan (
𝑥

2
   داریم   (

𝑑𝑥 =
2𝑑𝑧

1 + 𝑧2
      , 𝑐𝑜𝑠𝑥 =

1 − 𝑧2

1 + 𝑧2
   , 𝑠𝑖𝑛𝑥 =

2𝑧

1 + 𝑧2
  

 باجایگذاری در انتگرال داریم

  ∫
𝑑𝑥

1−𝑠𝑖𝑛𝑥+𝑐𝑜𝑠𝑥
= ∫

2𝑑𝑧

1+𝑧2

1−
2𝑧

1+𝑧2
+
1−𝑧2

1+𝑧2

= ∫
2𝑑𝑧

1+𝑧2−2𝑧+1−𝑧2
= ∫

2𝑑𝑧

2−2𝑧
= ∫

𝑑𝑧

1−𝑧
= −𝐿𝑛|1 − 𝑧| =

   −𝐿𝑛|1 − tan (
𝑥

2
)| + 𝑐                                                                                                               

 تغییرمتغیر عمومی اغلب طولانی است ولی همواره می توان از آن استفاده کرد.توجه:روش 

 می توان  ازسه  شرط زیر کمک گرفت:    : درانتگرال مثلثاتی روش تغییرمتغیر خصوصی)جزئی(

استفاده می کنیم در ای صورت  z=tanxآنگاه ازتغییرمتغیر  R (sinx ,cosx) = R(-sinx,-cosx)( اگر    1

 :اریم ده بامحاسب

𝑑𝑥 =
𝑑𝑧

1 + 𝑧2
     , 𝑠𝑖𝑛𝑥 =

𝑧

√1 + 𝑧2
    ,   𝑐𝑜𝑠𝑥 =

1

√1 + 𝑧2
    , 𝑥 = tan−1 𝑧 

 استفاده می کنیم z=cosxآنگاه ازتغییرمتغیر  R (sinx ,cosx) =- R(-sinx,=cosx)اگر     (2

 استفاده می کنیم z=sinxآنگاه ازتغییرمتغیر  R (sinx ,cosx) =- R(sinx,-cosx)اگر    ( 3

∫انتگرال     : 3مثال
𝑑𝑥

1+𝑠𝑖𝑛2𝑥
 را حل کنید.  
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 کمک می گیریم و z=tanx( برقراراست بنابراین ازتغییرمتغیر   1حالت  حل:

𝑑𝑥 =
𝑑𝑧

1 + 𝑧2
     , 𝑠𝑖𝑛𝑥 =

𝑧

√1 + 𝑧2
    ,   𝑐𝑜𝑠𝑥 =

1

√1 + 𝑧2
    , 𝑥 = tan−1 𝑧 

∫
𝑑𝑥

1+𝑠𝑖𝑛2𝑥
= ∫

𝑑𝑧

1+𝑧2

1+(
𝑧

√1+𝑧2
)
2 = ∫

𝑑𝑧

1+2𝑧2
= ∫

𝑑𝑧

1+(√2𝑧)
2 =

1

√2
tan−1(√2𝑧) + 𝑐 =  

1

√2
tan−1(√2𝑡𝑎𝑛𝑥) + 𝑐     

∫:نشان دهید که      4مثال 𝑠𝑒𝑐𝑥𝑑𝑥 =
1

2
𝐿𝑛 |

1+𝑠𝑖𝑛𝑥

1−𝑠𝑖𝑛𝑥
| + 𝑐 

 حل:

∫ 𝑠𝑒𝑐𝑥 𝑑𝑥 = ∫
𝑑𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥
= ∫

𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥
𝑑𝑥 = ∫

𝑐𝑜𝑠𝑥

1−𝑠𝑖𝑛2𝑥
𝑑𝑥 = ∫

𝑑𝑧

1−𝑧2
=

1

2
𝐿𝑛 |

1+𝑧

1−𝑧
| + 𝑐 =

1

2
𝐿𝑛 |

1+𝑠𝑖𝑛𝑥

1−𝑠𝑖𝑛𝑥
| + 𝑐  

 

 کمک گرفته ایم.  z=cosx(استفاده  ازتغییرمتغیر 3ازحالت 

اگر ازتغییرمتغیر عمومی استفاده کنیم به انتگرالی می رسیم که محاسبه آن طولانی است. ولی  نکته:در مثال زیر

در مزدوج عبارت واقع در مخرج  بااستفاده از جدول مقدماتی )ضرب صورت ومخرج تابع زیرعلامت انتگرال

 یک انتگرال ساده می رسیم.به (

∫: انتگرال  5مثال
𝑠𝑖𝑛𝑥

1−𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑑𝑥 .راحل کنید 

 کنیم.ی ضرب م sinx-1صورت ومخرج تابع زیرعلامت انتگرال در مزدوج   حل:

∫
𝑠𝑖𝑛𝑥

1−𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑑𝑥 = ∫

𝑠𝑖𝑛𝑥

1−𝑠𝑖𝑛𝑥
×
1+𝑠𝑖𝑛𝑥

1+𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑑𝑥 = ∫

𝑠𝑖𝑛𝑥+𝑠𝑖𝑛2𝑥

1−𝑠𝑖𝑛2𝑥
𝑑𝑥 = ∫

𝑠𝑖𝑛𝑥+𝑠𝑖𝑛2𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥
𝑑𝑥 =  

∫
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥2𝑥
𝑑𝑥 + ∫ 𝑡𝑎𝑛2𝑥 = −

1

𝑐𝑜𝑠𝑥
+ ∫(1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑥) 𝑑𝑥 − ∫𝑑𝑥 = −𝑠𝑒𝑐𝑥 + 𝑡𝑎𝑛𝑥 − 𝑥 + 𝑐   

 .زانتگرال ها هستنددرپایان چند انتگرال می آوریم مرجعی برای برخی ا

. 1)  ∫
𝑑𝑢

𝑎2−𝑢2
=

1

2𝑎
𝐿𝑛 |

𝑢+𝑎

𝑢−𝑎
| + 𝑐           𝑎 > 0        

2) ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥 𝑑𝑥 = −
1

𝑛
𝑠𝑖𝑛(𝑛−1)𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 +

𝑛−1

𝑛
∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑛−2)𝑥 𝑑𝑥 

3)  ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝑛
𝑐𝑜𝑠(𝑛−1)𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 +

𝑛−1

𝑛
∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑛−2)𝑥 𝑑𝑥 

4)  ∫ 𝑡𝑎𝑛𝑛𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝑛−1
𝑡𝑎𝑛(𝑛−1)𝑥 − ∫ 𝑡𝑎𝑛(𝑛−2)𝑥 𝑑𝑥 

5)  ∫ 𝑐𝑜𝑡𝑔𝑛 𝑥𝑑𝑥 = −
1

𝑛−1
𝑐𝑜𝑡𝑔(𝑛−1)𝑥 − ∫ 𝑐𝑜𝑡𝑔(𝑛−2)𝑥 𝑑𝑥 

6)  ∫ 𝑠𝑒𝑐𝑚𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝑚−1
𝑠𝑒𝑐(𝑚−2)𝑥𝑡𝑎𝑛𝑥 +

𝑚−2

𝑚−1
∫ 𝑠𝑒𝑐(𝑚−2)𝑥 𝑑𝑥 

7)  ∫ 𝑐𝑠𝑐𝑚 𝑥𝑑𝑥 = −
1

𝑚−1
𝑐𝑠𝑐(𝑚−2)𝑥𝑐𝑜𝑡𝑔𝑥 +

𝑚−2

𝑚−1
∫ 𝑐𝑠𝑐(𝑚−2)𝑥 𝑑𝑥 

8)  ∫ 𝑐𝑠𝑐𝑥 𝑑𝑥 =
1

2
𝐿𝑛 |

1−𝑐𝑜𝑠𝑥

1+𝑐𝑜𝑠𝑥
| + 𝑐 

9)  ∫ 𝑥𝑛𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥𝑛𝑒𝑥 − 𝑛∫𝑥(𝑛−1)𝑒𝑥 𝑑𝑥 
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 7.7بخشتمرین 

 انتگرال های زیرراحل کنید.

1)  ∫
𝑑𝑥

8 − 4𝑠𝑖𝑛𝑥 + 7𝑐𝑜𝑠𝑥
          2) ∫

𝑑𝑥

1 + 𝑠𝑖𝑛𝑥 
         3) ∫

𝑑𝑥

1 − 𝑠𝑖𝑛𝑥
          

4) ∫
𝑑𝑥

1 + 𝑐𝑜𝑠𝑥
            5)  ∫

𝑑𝑥

1 − 𝑐𝑜𝑠𝑥
              6)  ∫

𝑑𝑥

𝑡𝑎𝑛𝑥 − 1
 

7) ∫
𝑑𝑥

1 + 3𝑐𝑜𝑠2𝑥
             8)  ∫

𝑑𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑠𝑖𝑛𝑥 + 3
         9)  ∫

𝑐𝑜𝑠𝑥

1 + 𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑑𝑥 

10)  ∫
𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑡𝑎𝑛𝑥
           11)  ∫

𝑑𝑥

4𝑠𝑖𝑛𝑥 − 3𝑐𝑜𝑠𝑥
         12)  ∫

𝑑𝑥

4𝑠𝑖𝑛2𝑥 − 3𝑐𝑜𝑠2𝑥
 


