
 
 

  
  
  
  
  
  

  1فصل 
  

  اثبات ومنطق 
  

 تعريـف  و كار دارد كـه بايـد بـا    علم، به ويژه رياضيات، از يك طرف با مفاهيم سر هر        
راسـت و  را، هر چنـد كـه سـر    احكامياز طرف ديگر بر آن است كه و دقيق شناخته شوند، 

  !)خوردن سوگند نه با جنگ و دعوا يا (كند  اثباتساده باشند، با استدلال 
  

  ؟كنيم چطور استدلال ،كدام است حكم، چيست تعريف

  .گذاردهاي علمي رسيدن به اين مقصود را در اختيار ميقواعد و روش منطق رياضي

تهيـه شـده    علوم رياضيمباني درس ي قصد ما در اين فصل كوتاه، كه براي دو جلسه      
ي منطق رياضـي، بـه   براي كسب اطلاعات بيشتر در باره .است، معرفي مختصر اين مطالب است

  .رجوع نماييدآمده، در فهرست منابع  كهي يهاكتاب
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  !انديشه ورزي كنيم               و                انديشيدن بياموزيم          

  منطق   1.1
به  ،آوريم كه به مرورها را ميها و مفاهيم مربوط به منطق گزارهدر اين بخش برخي از واژه      

  .كار خواهيم بردطور صريح و ضمني، به 

   تعريف چيست؟
با توجه به ، توانيم از هر شئاز همان دوران كودكي متوجه شديم كه به كمك حواس مي

  .كه دارد، تصويري در ذهن ايجاد كنيم ايشخصات ظاهريم
  .معرف آن است مشخصات هر شئ

  
 مفاهيمدرك تعريف مفاهيم علمي، به ويژه  ،علم و دانش مبتديانيكي از مشكلات       
عامل اصلي درك  عقلزيرا غالباً شاهد عيني و تصويري ندارند و  .، استرياضي مجرد

  . ها استمشخصات آن
  . دارد باشد، ولي به پرورش نياز طريفاستعداد ممكن است 

  ورزي،انديشه و كردنتمرين با
 .شودعقل نيز قادر به درك مفاهيم مجرد مي

  !مهميت ندهيهاي خود كم ابه توانايي
  

فراگيري مفاهيم علمي را به مرور و با ي يند پيچيدهاترين دانشمندان نيز فرحتي خبره      
  ! تلاش پشت سر گذاشتند

  توان فوتباليست شد،با تماشاي بازي فوتبال، نميالبته تنها 
  !ما كه نشديم 
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تر از درك سيب سادهبراي مثال، . است عقليتر از درك ساده حسيگفتيم كه درك       
تر از قبول و درك اعدادي بسيار آسان. . . ، 3، 2، 1حتي درك اعداد . درك عنصر اكسيژن است

البته ميزان و نوع نياز افراد به درك اشياء يا مفاهيم يكسان . ستا. . . ، 2ln، e ، ،- 5 ،چون
شناخت  فروش از سيب با ميزانميزان شناخت ميوه. نيست و لزومي هم ندارد يكسان باشد

نباتش نيازي به آگاهي از طول كودك براي انتخاب رنگ آب. است متفاوتشناس گياهكشاورز يا 
  . شود، نداردميع ساطموج نوري كه از آن 

از تعريف مفاهيم بسيار بيشتر  دانشجوي علوم رياضي ميزان نياز شناخت
  !از ديگران است

  
  !باشدجامع و مانع  تعريف بايد

  .ي كه مورد نظر نيست شودئمانع شمول شي گيرد و يعني بايد تمام اشياي مورد نظر را دربر

   !باشد دور مستلزم تعريف نبايد
آن است كه  نامتناهي ونباشد،  نامتناهيآن است كه  متناهيتوان گفت كه نمي

  .نباشد متناهي

  گزاره 
ترين مفاهيم منطق رياضي يعني مفاهيم آشنا شديم، يكي از اساسي تعريفال كه نسبتاً با ح 

هايي جمله نادرستييا  درستيدانان برآنند كه گفتيم كه رياضي. كنيمرا معرفي مي گزاره
بودن را داشته  نادرستيا  درست ها بايد قابليتپس اين جمله. را با استدلال اثبات كنند

  .باشند
  از دو صفت يك و تنها يكياي خبري را كه بتواند جمله

  .ناميممي گزاره را بپذيرد، نادرست يا درست
 

 بحث در كلاس   1.1.1

  گزاره همين حالا معلوم باشد؟ نادرستييا  درستيآيا بايد  - 1
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به كمك ) در صورت امكان(ها را آن نادرستييا  درستيهاي زير و گزاره بودن جمله - 2
 .به بحث بگذاريد استاد درس

  .    تر استبزرگ 3از عدد )الف(
  . تر استكوچك 4از عدد   )ب(
3.14  )پ( .  
  .ها باسوادندبرخي انسان )ت(
  .شوداگر باران بر زمين ببارد، زمين خيس مي )ث(       
  .يكشنبه بود 1389بيست و ششم ارديبهشت سال  )ج(       
  .شمسي يكشنبه است 2000پنجم اسفند سال  )چ(      
  .است 4برابر با  رقم صدم بسط اعشاري عدد )ح(      
  .ي سروداش شعري در روز اول بيست سالگيفردوس )خ(       

 )ج(تا  )الف(هاي از گزاره. اندها گزارهي اين جملهآساني متوجه شديد كه همه يقيناً به      
هاي حاسبهم )ح(و  )چ(براي تعيين درستي يا نادرستي ) چرا؟(نادرست است  )پ(تنها 

 حالت سوميو  يا نادرستهستند  درست يازيادي بايد انجام داد، ولي به هر حال 
معلوم نيست، ولي مجدداً از دو  )خ(ي همچنين، درستي يا نادرستي گزاره. نداردوجود 

  !نيست، حتي اگر تا ابد معلوم نشودخارج  نادرستيا  درستحالت 

  يايد كه درستي گزارهحتماً شنيده  

n ي معادله n nx y z  3 ابn  جواب صحيح براي, ,x y z   ندارد.  

شد و شگفتي قرن  اثباتسال  350معروف است، پس از حدود  ي فرماآخرين قضيهكه به 
  . بيستم نام گرفت

تضعيف  ، وتربيع دايره ، ليث زاويهثت احتمالاً برخي از شما با ناممكن بودن      
كه هاست ها سالبا وجودي كه ناممكن بودن آن. با خط كش و پرگار آشنا هستيد مكعب
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انرژي  ي بهتر از وقت وبه جاي استفاده دانانرياضي غير، هنوز برخي از است  اثبات شده
  .كنندها تلاش ميخود و ديگران، براي اثبات ممكن بودن آن

   بحث دركلاس   2.1.1
  .هاي زير را به بحث بگذاريددليل گزاره نبودن جمله

 .است ارزان قيمت كفش شما  -1
 .فوتباليست است او -2
3- x عددي مثبت است. 

 ي رياضياين دليل گزارههاي بالا با وجود خبري بودن، به ايد كه جملهحتماً متوجه شده      
توجه كنيد . ل شدئها قارا براي آن نادرست  يا درستتوان يكي از دو صفت نمي كه نيستند

  . كدام است x كيست، و او يعني چقدر، ارزاندانيم مين كه

  هاتركيب گزاره
اي از تركيـب چنـد گـزاره تشـكيل شـده      گونه توانند ساده يا مركب باشند، يعني بهها ميگزاره
اي مركب است گزاره" تر استكوچك 4تر و از بزرگ 3از عدد"براي مثال، . باشند

تـر  كوچك 4از  عدد " و "است تربزرگ 3از عدد"ي سـاده  يگزاره دواز  كه
 وP اگر  ؟هم تركيب كرد امي توان ب چطورها را به طور كلي، گزاره. ساخته شده است" است

Q ها به صورت زير استاصلي و متداول تركيب آنهايگزاره باشند، برخي از روش:  
 

  نماد گذاري رياضي  مي خوانيم  نام  رديف
1  

  
2  

  
3 

  نقيض گزاره
  

  تركيب عطفي 
  

  تركيب فصلي 

  Pچنين نيست كه 

  
P  وQ   

  
P  ياQ 

, ,P P P   
  

P Q  
  

P Q  
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4  

  
5  

  
  تركيب شرطي

  
 تركيب دوشرطي

  
  Q آنگاه  Pاگر

  
P اگر و تنها اگر  Q 

  
P Q  

  
P Q  

  
روشن است . آينددست مي ها بههاي ديگر با تكرار و تركيبي از اين روشاز گزاره بسياري      

اش بستگي هاي سازندههاي مركب به درستي يا نادرستي گزارهكه درستي يا نادرستي گزاره
  .دارد

دهيم، بقيه را مورد بحث قرار مي 4و ، 3، 1هاي درست و نادرست هاي بالا، حالتاز گزاره      
 .روشن هستند

 

نقيض گزاره   3.1.1              
  "P چنين نيست كه" يشود، جملهمي Pاي واقعي جانشين كنيم كه وقتي گزارهتوجه مي
  كنيم كه توجه ميهمچنين، . شود هو سليس خواندنويسيم كه روان اي ميرا به گونه
 Pباشد،  نادرست Pاست، و اگر  نادرست Pباشد،  درست  Pاگر

 .است درست
  

.جدول زير مبين اين واقعيت است  

 

P        P  
   د ن                                            

ن      د  

بحث دركلاس   4.1.1  
جاي يا به  5>2چنين نيست كه  ايجتوان بهرا مي 5>2ي آيا نقيض گزاره  -1  
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 نيز نوشت؟  5 2    به صورت 5 2 
 صورت به   5| 2 يا به جاي ۵|2 چنين نيست كهرا مي توان به جاي  ۵|2 آيا نقيض -2

  نوشت ؟  ٢|5
ي همه صورتتوان بهرا مي سواد هستندها باي انسانهمهي آيا نقيض گزاره -3

 نوشت؟ ،سواد هستندها بيي انسانهمه يا  ها با سواد نيستندانسان

 

در ! منفي است، ممكن است با لحني ادا شود كه صحيح به نظر آيد 3ال ؤس به گرچه پاسخ      
  . معني باشدبه يك  ينويسيم نزد همه و در هر شرايطمي گوييم يارياضيات بايد هر آنچه مي

 

P تركيب فصلي   5.1.1 Q  
معمولاً  اين يا آنگوييم اي وقتي ميزبان محاوره تذكر اين نكته لازم است كه گرچه در

  پس . گيردهر دو حالت را نيز در بر مي  "يا" ولي در رياضيات رابط. منظورمان هر دو نيست
Q )P" يا P"ي مركبگزاره Q (است كه هر دو نادرست  تنها وقتي

  .باشندنادرست  Qو P يگزاره
  
 

       P Q    Q             P  

  د               د        د         

  د              ن    د        

  ن                د    د        

  ن              ن  ن      

P تركيب شرطي   6.1.1 Q  
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ابتدا در بحث زير . طلبددقت و توجه بيشتري را مي Q آنگاهP اگر ي شرطيدرك گزاره
   .شركت كنيد

 

   بحث در كلاس    7.1.1
  "شودزمين ببارد، زمين خيس مي بر اگر باران"نظر شما در چه صورتي ادعاي به

  است؟ روشن است كه  نادرست
Pاست كه  نادرست" Qآنگاه  Pاگر" ي شرطيگزارهتنها در صورتي 

  !نادرست Qباشد ولي  درست
  پس جدول زير را داريم

          P Q    Q  P  

  د  د     د  

  د  ن     ن  

  ن  د      د  

 ن  ن   د  

دانان اند، نگران نباشيد، حتي رياضيآزار دهنده جدول بالا اگر قبول سطرهاي سوم و چهارم      
دن يا ي جمله ضامن خيس شوقتي باران نباريده، گوينده! ير آن بودندگها دراي نيز مدتحرفه

   نيست، هست؟خيس نشدن زمين 

  گوييم كهجدول بالا، مي 4 و 3در سطرهاي 
Pي گزاره Q درست استنتفاي مقدم ا به.  

Pمتدوال است كه وقتي . ناميممي قضيهاي درست باشد، آن را اگر گزاره      Q درست
Pاست، يعني قضيه است، آن را به صورت  Qهمچنين، با توجه به جدول بالا، . نشان دهيم
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Pي، گزارهQنظر از درستي يا نادرستي نادرست باشد، صرف Pاگر  Q پس . درست است
  .را اثبات كنيم Q، درستي Pبا توجه به سطر اول جدول، بايد از فرض درستي

 

  تذكر   8.1.1

هميشـه   اي را كـه  و گـزاره  1يـا    Tاسـت  بـا    هميشه درسـت اي را كه معمولاً گزاره
دانـيم  مـي  معادليا  برابرهمچنين، دو گزاره را . دهيمنشان مي يا  F  است  با نادرست
هـاي روشـن   اين بخش را با بيـان برخـي از ويژگـي   .  ها يكسان باشندهاي درستي آناگر ارزش

  .كنيمتنها برخي را به عنوان نمونه اثبات مي. بريمها به پايان ميگزاره
  

    قضيه    9.1.1
  در اين صورت، داريم. هايي دلخواه هستندگزاره P،Q،Rفرض كنيم             
            1 - P P P  )خودتواني(  
            2 - P Q Q P  )تعويضپذيري(  
            3 - ( ) ( )P Q R P Q R    )شركتپذيري(  
            4- P F P  )ويژگيF(  
            5 -P T T  )ويژگيT(  

  
  

   قضيه   10.1.1
            P Q اگر و تنها P Q Q  اگر و تنها اگرP Q P .  
  

  اثبات
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ي داده شده كه بر حسب هاي درستي و نادرستي سه گزارههاي ارزشيكسان بودن ستون
  :كندهاي قضيه را اثبات ميدر جدول زير محاسبه شده است حكم qو pهايهاي گزارهارزش

  
P Q P Q P Q P Q Q P Q P Q P        

  د     د          دد                        د     د                           د                      
  ن     د         ند                       نن                               ن                     
  د     ن          دد                        دن                                د                     
  ن    ن          دن                       دن                                ن                    

  
  

  قضيه   11.1.1    
  .داريمP،Q، Rهاي دلخواه براي گزاره           

  ) هاي جذبويژگي( - 1               
( )

( )

P P Q P

P P Q P

  
  

  

  )پذيريهاي توزيعويژگي( - 2              
     
     

P Q R P Q P R

P Q R P Q P R

     

       

  

  هاي سوردارگزاره
به  عددي مثبت است xو  او فوتباليست استهاي ديديم كه جمله 2.1.1در بحث 

نام شخصي، مثلاً علي  اوجاي البته اگر به. مجهول هستند xو  اواين دليل گزاره نيستند كه 
توان د كه ميآيدست مي قرار دهيم، گزاره به يا  7عددي چون  xدايي يا ابراهيمي و به جاي 

   !دش را براي آن قايل نادرستيا  درستيكي از دو صفت 
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   تعريف   12.1.1
  ي كه وقتي عضوي از مجموعه طوريباشد به ) مجهول( متغيراي كه شامل جمله     

 مي گزاره نماآيد، دست ميبه كنيم گزارهمعيني را جانشين آن متغير مي             

   .ناميم            
 

  .نيز مي توان به گزاره تبديل كرد بينيماي كه در زير ميگونهگزاره نماها را به      
 هر انساني فاني استبراي مثال . هستند بعضييا  هرها شامل الفاظ برخي از گزاره      

سور و  را با  هرسور عمومي . هستند از اين نوع سوادندبعضي انسانها با و
معني  بعضيو به ويژه  هردر زبان رياضي، الفاظ . دهيمنشان مي را با  بعضييا  وجودي

 .خاصي دارند كه خواهيم ديد
  

 اگر P x شرطي روي يعنينما، گزارهx ،براي هر "  يباشد، گزارهx،  P x " 
, صورترا به ( )x P x  از  براي بعضي" يهمچنين، گزاره. نويسيمميxها، P x " را

, به صورت ( )x P x نويسيممي.  
  

شود كه  ييبسيار كلي است و ممكن است شامل اشيا x براي هري كنيد كه جملهتوجه       
ها شرطبراي آن P x اغلب تغييرات  ،از اين رو. معني باشدبيx اي چون را در مجموعهA 

 نويسيمكنيم و ميمحدود مي ,x A P x .  روشن است كه  اگرA ي را تغيير دهيم، گزاره
  . آيددست مي ديگري به

B}علي دايي، كريم باقري، علي كريمي{يدر مجموعه xبراي مثال، اگر         
x براي هر"ي زارهگ ،تغيير كند A ،x و اگر درست ايگزاره "فوتباليست است ،x 

  يمجموعه در
  A=}دكتر ابراهيمي، دكتر محمودي، دكتر بهزاد ، دكتر كرمزاده ،داييعلي {
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به نادرستاي گزاره، ندك كه چهار نفر رياضيدان هستند و نفر ديگر فوتباليست است تغيير
  كنيم كهتوجه مي. آيددست مي

  
   

  تعريف   13.1.1
ي گزاره             ,x A P x  دست كم يك عضواست اگر و تنها اگر  نادرست  
طوري كه  وجود داشته باشد به Aدر  aچون  )حتي يك عضو(             P a نادرست 

  !باشد            
 يگزاره و             ,x A P x  عضوي چون هيچاست اگر و تنها اگر  نادرست  

           a A كه  طوري وجود نداشته باشد به P a درست باشد.  
    

   بحث در كلاس   14.1.1
هاي زير را تعيين گزارهنادرستي يا   درستي. بالا را در نظر بگيريد  Bو  Aهاي مجموعه

  . كنيد
 .وجود دارد كه فوتباليست است Bعضوي در  - 1
 .وجود دارد كه فوتباليست است Aعضوي در  - 2
 . فوتباليست هستند Bبرخي از اعضاي  - 3

 .فوتباليست هستند Aبرخي از اعضاي  -4
  
 3يولي، اگر چه گزاره. درست هستند 2و  1هاي راحتي متوجه شديد كه گزاره يقيناً به       

قدري مشكل  هااست، گاهي با اين چنين گزاره 2يهمان گزاره 4يو گزاره 1ي همان گزاره

به اين معني تعبير  برخياي اغلب لفظ شود كه در زبان محاورهمشكل از اينجا ناشي مي! داريم

بيش از يكي و در رياضيات چنين نيست و  ، كهبيش از يكي ولي نه همهشود كه مي
مورد نظر  همهيا  فقط يكي اگركه  البته ممكن است بگوييد. تواند باشدمي حتي همه
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-را بي شود؟ حق با شما است، ولي اين موضوع حقايق بالااستفاده مي برخيچرا از لفظ  ،است

  !كنداعتبار نمي
  
   

  هاي سوردارنقيض گزاره   15.1.1

ها است كه به ي نقيض كردن آني ديگري كه بايد در مورد اين سورها بيان كنيم، نحوهنكته
  .شوندهاي زير انجام ميروشي به صورت

    
    

, ,

, ,

x A P x x A P x

x A P x x A P x

      

      
  

  

  1.1تمرين 
 

 xعددي طبيعي چون ،x>  ٢، ۵>  2اند؟ ها گزارهكدام شده داده هاياز جمله - 1

  .x >  2به طوري كه   وجود دارد

ها نادرست هستند؟ براي پاسخ خود دليلي ها درست و كدامهاي زير كدامز جملها - 2
  . بياوريد

3xاگر   )الف(                2آنگاه  < x.  

1xاگر   )ب(               2ياx   آنگاه)   3(x x .  
( وجود دارد به طوري كه xعدد صحيح   )پ(               3(x x .  
x -1كه   وجود داشته باشد به طوري xاگر عدد صحيح   )ت(             2 ൌ  آنگاه  در  
  .گيرممي 18ي علوم رياضي نمره باني م  درس             
  .اگر دو خط در صفحه موازي نباشند، متقاطع هستند  )ث(            
  .دوشنبه استاگر امروز يكشنبه باشد، آنگاه فردا   )ج(            

xوجود دارند به طوري كه yو  xاعداد صحيح   )چ(             y   . عددي حقيقي است  
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 :هاي مركب زير را بنويسيدهاي ارزش گزارهجدول - 3
P )الف( P.  
) )ب( )P P Q P    و( )P P Q P  ) .هايي هميشه درست گزاره

  .)را ببينيد 11.1.1ي قضيه. هستند
 )پ(     P Q R P Q P R       و

     P Q R P Q P R     ) .اين دو نيز هميشه درست هستند .
ي مركب از  سه گزاره گزاره اين دو توجه كنيد كه، چون .را ببينيد 11.1.1ي قضيه

  ).اند، هشت حالت درست و نادرست براي هرگزاره وجود داردتشكيل شده
  :فارسي بنويسيد روان هاي زير را به نثرگزاره -4

) )الف( ) ( ) ( )[| | | ( ) | ]x x a f x L                . آيا
)اين گزاره معرف )lim

x a

f x L


 است؟  

) )ب( ) ( ) ( )x x x x            .آيا اين گزاره درست است؟  
) )پ( ) ( ) ( )x x x x x x            .آيا اين گزاره درست است؟  
) )ت( ) ( ) ( )k x x k k x          .آيا اين گزاره درست است؟  

  .)تر دقت كنيدبيش. (را بنويسيد 4هاي تمريننقيض گزاره  - 5
 

  اثبات رياضي      2.1

  !هنر رياضيات خلق اثباتها است

به . ناميممي قضيهاي را كه درستي آن اثبات شده باشد، كنيم كه هر گزارهيادآوري مي      
  بيان ساده، 
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آن، به  ناز درست بود نمايشي قانع كنندهاثبات درستي يك گزاره يعني 
  .ي مورد قبول هاي استاندهروش

    

 هاياطلاع بيشتر به كتاببراي كسب . ريموآهاي اثبات را به اختصار در زير ميبرخي از روش    
  .نماييدرجوع  در فهرست منابع داده شده ؟؟؟

  روش اثبات مستقيم   1.2.1
 هاييضفرهستند، يعني داراي  Q آنگاه Pاگر هاي شرطيصورت گزارهها اغلب بهقضيه

ي دو مرحله ،هادر روش اثبات مستقيم اين گونه قضيه .دهندرا نتيجه مي حكميهستند كه 
  .دهيمزير را انجام مي

   
 . درست است Pكنيم فرض مي - 1

، Pدرستيهاي قبلي و ها، قضيهي مستقيم از اصول موضوع، تعريفبا استفاده - 2
 . كنيمرا اثبات ميQدرستي

 

   بحث دركلاس     2.2.1
  . اين روش اثبات كنيمي زير را بهخواهيم قضيهبراي مثال، مي

  

   قضيه   3.2.1
  . مجموع دو عدد زوج، عددي زوج است              
  
  

   اثبات
  .دهيماثبات را مرحله به مرحله انجام مي

 .زوج هستند y و  xاعداد  كه كنيمفرض مي - 1
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- وجود دارند به bو  aاعداد زوج، اعدادي صحيح چون  تعريف در اين صورت، بنابر  - 2

a 2xطوري كه  و b2.y= پذيري جمع روي ضرب توزيع ويژگي ل، بنابرحا
  b  +a (2 =b2  +a2( اعداد، داريم x y . 

xبنابر تعريف زوج بودن اعداد، چون  ،دوباره - 3 y  ז. است، پس زوج است 2مضرب  
  

  تذكر   4.2.1
  .هاي زير مفيد استبيان نكته

به خودي خود درست  Pيلزوماً به اين معني نيست كه گزاره "Pاگر" يجمله  - 1
براي مثال، ممكن است استاد درس   .كنيمفرض مي درستست، بلكه ما آن را ا

 بگويد كه 

 

  بيشتر باشد، 15در امتحان از  معدل كلاساگر 
  !كنمضرب مي 1.1دانشجو را در  هري نمره آنگاه

  
  !بيشتر خواهد شد 15يقيقاً منظور او اين نيست كه معدل كلاس از 

خودي خود  به Qياين معني نيست كه گزاره نيز لزوماً به "Q آنگاه" يجمله  - 2
ي هر بالا لزوماً به اين معني نيست كه نمره يگزاره درست است و لذا منظور استاد در

بلكه قول او همان است كه !  كندضرب مي 1.1نظر از معدل كلاس، در دانشجو را، صرف
 !گفته است

! بيشتر شود 15بكوشيد به يكديگر كمك كنيد كه معدل كلاس از 
 !كنمميارفاق هم  نمآنوقت 

   

   روش عكس نقيض   5.2.1
QP هايهاي مربوط به گزارهبه ستونبا توجه    وPQ  در جدول زير  
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Q P   P Q P Q  Q  P  

  د  د  د  ن  ن  د

  د  ن  ن  د  ن  ن

  ن  د  د  ن  د  د

  ن  ن  د  د  د  د
  

توانيم براي پس مي. كنيم كه اولي درست است اگر و تنها اگر دومي درست باشدمشاهده مي
Pاثبات درستي  Q درستي ،Q P  عكس وم را ي دگزاره. را نشان دهيم

 .ناميممي روش عكس نقيضي اول و اين روش اثبات را گزاره نقيض
 

   كلاس بحث در    6.2.1

 .را بنويسيد 3.2.1ي ي مذكور در قضيهعكس نقيض گزاره - 1
، بايد فرض 1با توجه به پاسخ بند  .روش عكس نقيض اثبات كنيدرا به 3.2.1ي قضيه - 2

aكنيد كه  b فرد است و نشان دهيد كهaياb فرد است.  
  

  روش برهان خلف   7.2.1
دهيم كه اين كنيم و نشان مينادرست فرض ميگزاره، آن را در اين روش براي اثبات درستي 

  .در بحث زير شركت كنيد. كندمي نقضاي را حقيقت دانسته ،فرض خلف
  

 بحث دركلاس    8.2.1

 ،برخلاف حكميعني فرض كنيد كه، . اصم است √2 ثابت كنيد كه برهان خلف به روش

a گويا است، و مثلاً  √2

b
2√  توانيدمي. برسيد تناقضبه و

b

a اي بهرا به گونه
n

m  ساده
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)1 كنيد كه , )m n  .1 سپس با عملياتي به اين نتيجه برسيد كه( , )m n  متناقض، كه 
)1 با , )m n  است.   

! برهان خلف اثبات كنند ها را به روشاند كه درستي قضيهبرخي از دانشجويان عادت كرده      
  !چرا با برهان خلف؟تر به نتيجه رسيد، توان راحتولي اگر به روش مستقيم مي

  

   روش اثبات وجود   9.2.1
اين كار به دو . هايي خاص است اثبات كنيمرا كه داراي ويژگي يئيگاهي لازم است وجود ش

  براي مثال، براي اثبات وجود. دهيممي ارائه در يكي مثالي واقعي از آن شئ. شودروش انجام مي
  . زنيمرا مثال مي  √2 اعداد اصم، 

وجود آن را اثبات ي دستورالعملي براي پيدا كردن آن عضو، تنها هئدر روش ديگر،  بدون ارا      
 ab  با اين ويژگي كه bو  aبراي اثبات وجود دو عدد اصم براي مثال، . كنيممي

  :كنيمبه صورت زير عمل مي ،با ويژگي مورد نظر bو  a، بدون ذكر مثالي از گويا باشد

٢√ اگر عدد      
a√2 با قرار دادن(گويا باشد، آنگاه حكم ٢√  b  (شوداثبات مي .

٢√ اگر
٢√ اصم باشد، آنگاه با قرار دادن٢√ 

 √٢
a  2 و√b  زيرا. شودحكم اثبات مي      

2   √٢
 √٢

ሻ√2  ൌ √٢
2

ൌ(ba  عددي گويا است.  
          

  هاروش حالت اثبات به   10.2.1
طور جداگانه  كنيم و هر حالت را بهدر اين روش، حكم را به تعدادي متناهي حالت تقسيم مي

-براي مثال، اثبات اوليه. ها ممكن است بسيار زياد باشدالبته گاهي تعداد حالت. كنيمبررسي مي

البته بعدها . حالت اثبات شد 1936به اين روش و با در نظر گرفتن  هار رنگچ يي قضيه
  . حالت تقليل داده شد 600ها به حدود تعداد حالت
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  اثبات به روش استقرا   11.2.1
ــيم  ــرض كن ف P n ــزاره ــارهگ ــداد طبيعــي اســت و مــي نمــايي درب خــواهيم درســتي ي اع

n ،براي هـر عـدد    " يگزاره P n  در واقـع بايـد   . كنـيم را اثبـات   "اسـت درسـت
ــه   ــيم ك ــان ده ــي و ا 2(P ،)3(P(، P)1(نش ــتند آل ــت هس ــر درس ــن  . خ ــداد اي ــي تع ول

ي ايـن كـار را در دو مرحلـه   ! تـوانيم همـه را بيازمـاييم   هـا نامتنـاهي اسـت و يقينـاً نمـي     گزاره
  :دهيمزير انجام مي

   
درست است؛ يعنيP)1( دهيم كهنشان مي - 1 P n1 به ازاي = n  درست است. 
با فرض درستي  - 2 P n 1( به درستي(P n  رسيممي. 

  
گوييم كه بنابر استقرا سپس مي       P n

 
. درست است nبراي هر عدد طبيعي 

  . گوييممي استقرا اثبات به روش اين روش اثبات را
 

  بحث در كلاس    12.2.1
  داريم ،nبه روش استقرا نشان دهيد كه براي هر عدد طبيعي 

  
2)/1(n n n    +2+1( ) :P n  

  
1n روشن است كه به ازاي       سمت چپ ، P n 1 و سمت راست آن نيز برابر با 1برابر با 

حال فرض كنيد .درست است P)1( پس. است P n درست است، يعني داريم  
2)/1(n n n     +2+1  

P)1( براي اثبات درستي n نشان دهيد كه ،  
  

2)/2(n )1(n  )1(n 2)/1(n n )1) (n n    +2+1(  
   

،استقرا رببناپس،  P n
 

  .درست است nبراي هر عدد طبيعي 
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         را  QEDها عبارت بريم كه گاهي در پايان اثباتاين بخش را با بيان اين نكته به پايان مي      
 "Quad Evat emonstrandun" ي لاتينهاي جملهاول كلمه اين حروف، حروف. بينيدمي

 تـر عبـارت  نمادهاي متداول. است  خواستيم نشان دهيمآنچه مي هستند كه به معني 

ז، ند ازا  ، ،.  

براي خلق  ضمانتيبا آگاهي از روشها و فنون اثبات،  تنهاتوجه كنيد كه 
  .اثبات نيست

آيد؛ خودي خود و با بالارفتن سن به دست نميها بهي اثباتهئتبحر در ارا
 و براي آموزشرا با دقت  هاي ديگراناثبات بلكه دست كم بايد !آيد؟مي

اين  و با تمرين و پشتكار ها مطالعه كردها و ترفندهاي آنپيچ و خم
  .ترفندها را آموخت

  .شما مي توانيد                                 

  تنها با تماشاي فوتبال، نمي توانالبته، 
   !توان؟مي! فوتباليست شد
  
  

  2.1تمرين 
هاي به دست آمده را بـا دليـل   هاي زير را بنويسيد و درستي جملهعكس نقيض جمله - 1

  :تعيين كنيد
  .مربع آن فرد استانگاه  فرد باشد،  ݔاگر   )الف(            
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) )ب(             ) sinf x x  آنگاه ( ) cosf x x .  
  .پذير باشد، پيوسته استمشتق ݂اگر تابع )پ(            

  .باشد زوج 2ݔزوج است اگر و تنها اگر  ݔعدد طبيعي  )ت(           
  درست است؟) ها(كداماز جمله هاي زير   -2

.  )الف(       , ( ) , ( )x P x x P x    
.   )ب(       , ( , ) , ( , )x y P x y x y P x y     

)آيا براي اثبات درستي  -3 )P Q R     مي تـوان درسـتي( )P Q R    را اثبـات
  كرد؟ چرا؟  

  
  
  
  
  



 

 

 

 

 

 

  2فصل 
  

  هااعمال روي آن وها مجموعه
  

در سراسر رياضيات و بسياري از علوم ديگـر، بنيـادي تلقـي مـي     مجموعهمروزه مفهوم ا       
  .شدكه در گذشته اساس كار شمرده مي عددحتي بنيادي تر از مفهوم  -شود
در دوره  شـهودي طـور  از آنجا كه با ايـن مفهـوم و برخـي از مفـاهيم مـرتبط بـا آن بـه             

كنيم و بيشتر بـه مطالـب    تر گذرتر سريعكنيم از مطالب سادهمي ، سعيايددبيرستان آشنا شده
و شـما را بـراي    ترعميقهايتان را سعي ما بر اين است كه دانسته. تر بپردازيمتر و مجردجديد

آماده كنيم و از شما نيـز چنـين انتظـاري     دروس ديگراين كتاب و  مجردتردرك مطالب 
  .داريم
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 زيرمجموعه ومجموعه       1.2

شـما در   دقـت شـود كـه   ، تلاش ميمجموعهيادآوري مفهوم  مناسبتدر اين بخش، به       
ي قسمتي از مطالب ايـن  استادان درس معمولاً مطالعه. شود تقويتهاي رياضي برخورد با واژه

  .گذارند تا بتوانند آن را در يك جلسه به پايان برساننددانشجويان مي يبخش را به عهده
 تعريف نشدهنيز مفهومي به اصطلاح  مجموعهدر هندسه،  نقطه مانند مفهوم بنيادي     

كـه   دهـد به دست ميساده و قابل استفاده از اين واژه  توصيفيبا وجود اين، عبارت زير . است
   .براي خوانندگان اين كتاب مقدماتي مناسب و كافي است

 

  .است دو متمايز به دوو  مشخص اشياي اي ازدستهمجموعه 
 

طـور  ولي همـان . كندي شما را برآورده مياي شما از اين مفهوم، نيازهاي اوليهدرك مدرسه      
  .براي تقويت ذهنتان، خواندن مطالب تشريحي زير آموزنده استكه گفتيم، 

نيـز بيـان    را كـار بـا آن   قراردادهـاي شود، بايد اي علمي معرفي ميهرگاه مفهوم يا واژه     
كـار رفتـه بـراي     هاي بـه ها و واژهابتدا كلمه. كتاب چنين خواهيم كردكنيم، كه به مرور در اين 

. بخشـيم مـان را بهبـود مـي   كنيم، و به اين وسيله دقت علميتر ميرا روشن مجموعهتوصيف 
ها ويژه رياضي، با معني لغوي و متداول آنهاي علمي، بهواژه معنيكنيم كه گاهي يادآوري مي

  .هايي داردتفاوت
استاد درس و ما نيز ( و نبايد باشد ها نيستاز آنجا كه هدف شما تنها به خاطر سپردن واژه      

هـاي  هاي زيـر را بـا همكلاسـي   الراهنمايي استاد درس، سؤ، با )كنيمنمي ي را دنبالچنين هدف
  !كار ننشينند هاي خاكستري مغز شما بيبگذاريد تا سلول خود به بحث

  !سخن نگفته باشد                عيب و هنرش نهفته باشد ردفتا   
 

، تنها )!ما كه نشديم( فوتباليست شد توانفوتبال، نميكه تنها با تماشاي بازي  طورهمان     
  .شد خلاقو  سازندهداني توان رياضيويژه رياضي، نميبا شنيدن و خواندن مباحث علمي، به
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  .فكر كنيد و بحث كنيد
  

 بحث در كلاس   1.1.2

 :ها آمده است كهنامهدر برخي لغت مجموعهي در معرفي واژه -1
  .باشند خواص مشترك داراياي از اشياء است كه مجموعه دسته

  براي مثال، آيا آيا در توصيف رياضي اين واژه كه در بالا داده شد، چنين شرطي وجود دارد؟ 
  استان و ،ملانصرالدين، ميدان آزادي سه شئ  ي متشكل ازدسته رياضيات در

  ناميد؟  وعهمجمتوان را مي گلستان
     جان اسـت؟ آيـا بـا    بي ئييش منظوربرديم،  ركاكه در توصيف مجموعه به ئشي آيا واژه -2

 ماش صندليو  ،شما ،مني متشكل از جان نيستيم، دستهاشيايي بي شماوجودي كه من و 
 ناميد؟ مجموعه را مي توان

آيا به ايـن دليـل    چيست؟ ،كار برديمكه در توصيف مجموعه به مشخصي نظور از واژهم -3
نيست كه فلان عدد هزار رقمي اول است يـا نيسـت، نمـي     مشخصكه در اين لحظه برايمان 

 بناميم؟ مجموعهرا  ي اعداد اولدستهتوانيم 

تـوان  را مـي  هـاي ارزان كفـش  يدسـته  يا دانشجويان قدبلند يدستهآيا  -4
 ناميد؟ مجموعه

 چيست؟ آيا اگر اين قيد را برداريم، مفهوم با معني ديگري به دو متمايز به دومنظور از  -5
و  باشـند  2 ،5 ،2دست آمده در سه آزمايش علمـي اعـداد    آيد؟ اگر اطلاعات عددي بهدست مي

 اي ديگـر بجـز  كـافي اسـت ايـن دسـته را بـا واژه      باشد كه هر سه نتيجـه را ثبـت كنـيم،    مهم

 را خيـار  سـبز  ناميم، يا حتـي خيـار  را گلابي نمي ي سيبطور كه ميوهبناميم، همان مجموعه
 .ناميمنمي چنبر

نام بردن اشياي مجموعه مهم اسـت؟ بـه    ترتيب ،مجموعه در توصيف داده شده براي آيا -6
دسـت   ي ديگري بهموعهديگر آيا اگر ترتيب نام بردن اشياي مجموعه را تغيير دهيم، مج عبارت

 باشـند  20،30،10 به ترتيبآمده در سه آزمايش علمي دست  اگر اطلاعات عددي بهآيد؟ مي
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؟ ماننـد خيارسـبز و   دكني ـچه پيشنهاد مـي  و ترتيب ثبت و رجوع به اين خروجي ها مهم باشد،
و ناميـدن آن بـا    مرتبهاي سبز و چنبر استفاده شد، استفاده از صفت صفت خيار چنبر كه از

 چطور است؟ ي مرتبمجموعهي مركب واژه

 ييئشداشته باشد؟ آيا اصلاً لازم است حتماً  بيش از يك شئ لازم است مجموعهآيا  -7
 داشته باشد؟

 

  ريانمادگذ    2.1.2

هـا را  اگرچه معمولاً مجموعه. را دارد خود گذاري خاصزبان رياضيات، مانند هر زبان ديگر، نماد 
 ،نمايش خـواهيم داد  ،...، a،bها را با حروف كوچكاشياي آن ،...، A،Bبا حروف بزرگ لاتين

  .رعايت اين قرارداد الزامي نيست

-باشد مي Aي وعهمعضو مج a ئناميم و اگر شآن مجموعه مي عضومجموعه را  هر شئ      

گـر  ا. هر عبارتي كه به اين معنـي باشـد  با يا  ،است A  عضو aخوانيم مي و Aaمينويس
شكل تغييـر    چه نماد عضويتتوجه كنيد كه اگر ( .Aaمينويسمي باشدن A عضو a شئ
  .).است، آن را اپسيلون نخوانيد) اپسيلون( εي حرف يوناني يافته

ها اسامي و نمادهايي خاص نسـبت  ها به دلايلي، خاص هستند و به آنبرخي از مجموعه      
 براي مثال، . دهيممي

-مي تك عضوياي مجموعه اي را كه تنها يك عضو دارد،هر مجموعه

 .ناميم
- در آن شرط صدق نمي ييئش عرف يك مجموعه طوري است كه هيچگاهي شرط مهمچنين، 

    .عضوي ندارد متر 100هاي با قد ي انسانمجموعهبراي مثال، . كند
ناميم و مي) پوچيا (تهي  يمجموعه اي را كه هيچ عضوي ندارد،مجموعه

  .دهيمنمايش مي  را با نمادآن
مجموعـه و  خواهيم ديد كه ايـن  . ستااهميت نبايد چنين تصور شود كه اين مجموعه بي    
-را گروه بورباكي، بـه   نماد. (اندها مفيدكم براي بيان اختصاري برخي از واقعيتدست  نماد
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گرفتـه    اين نماد از حـرف دانمـاركي و نـروژي   . دمعرفي كردن 1939ويژه آندره وايل، در سال 
فـي   راآن نـدارد و آن   هيچ ربطي به) في( φرغم شباهت آن به حرف يوناني شده است، و علي

  .)خوانيمنمي
  

  هامجموعهنمايش     3.1.2
  .توان نمايش دادزير ميهاي روش مجموعه را بر حسب مورد و نياز، به

 

  فهرستييا  نمايش تفصيلي
ترين روش مشخص كردن يك مجموعه، فهرست كـردن عضـوهايش درون آكولادهـا    شايد ساده

        براي مثال. باشد
 دانشگاه شهيد بهشتي, 1- √ 3{ ,  2 ,  √3{=A 

و يـك   1-√ 3،   ٢√،3اي است كه سه عضوش اعـداد  مجموعه فهرستييا  يليصتفنمايش 
  .، هستندو تنها اين چهار عضو ،دانشگاه شهيد بهشتيعضو ديگر آن، 

  عضو اين مجموعه هستند؟ رياضي گروه يا√ 3  آيا عدد

 نموداريا  اويلر يدايره، به نام منحني بستهگاهي عضوهاي يك مجموعه را درون يك       
  :كنيم، فهرست مي)Venn( ون

  
  
  
  

        3 √ -1       ٢ ඥ٣ 

 دانشگاه شهيد بهشتي 
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  شرطي يا نمايش توصيفي

. مناسـب نيسـت   ي هسـتند،  داراي عضوهاي زيادي كه هايمجموعه روش فهرستي براي نمايش 
شـود تـا بـه صـورت     با همين توصيف بهتر مشـخص مـي   ي اعداد اولمجموعه براي مثال

چون طبق قـرارداد،   ، كم به اين دليل كهدست. }13,11,7,5,3,2,...{ فهرستي و ناقص
-صورت زير نيز مي شويم، فهرست بالا را بهبراي عضوهاي داخل آكولادها هيچ ترتيبي قايل نمي

  :توان نوشت

} ...,3,2,11,13,5,7{  
مي تواند از اين آشفتگي سردر آورد و با اطمينان بگويد كه عضوهاي نانوشته چه  يحال چه كس
 اذعـان البتـه بايـد   ! ؟ استي اعداد اول ي هستند و اين مجموعه همان مجموعهئاعداد يا اشيا

  .برندمي كار هايي نيز بهگذاري فهرستي را براي چنين مجموعهدانان گاهي نمادكنيم كه رياضي
  .هاي زير را ببينيدمثال

}...,3,2,1{    .اعداد طبيعيي مجموعه ;  =

                    }...,3,2,1,{    .اعداد حسابيي مجموعه ;  =

    }...,3,2,1 , ,1-,2, ‐   ...{ = ; عدادصحيحاي مجموعه. 

 }...,6,4,2 ,{; E  .زوج )حسابي( اعدادي مجموعه  =

   } ...,5,3,1{; O=    فرد )طبيعي( اعدادي مجموعه. 

}999  ,...,3,2,1{=A 

كاملاً و بدون ابهام مشـخص   ،با تحميل شرط يا شرايطي   Aاي چوناگر عضوهاي مجموعه      
 :نويسيمشوند، آن را به صورت زير مي

   A={x | x  يشرط يا شرايطي درباره{
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در شـرط يـا شـرايط داده     كه يي)اشيا( ها xي همهي مجموعه يمنو مي خـوا 
  براي مثال،. يا با هر عبارتي كه به اين معني باشد ،كنندشده صدق مي

}  x ي طبيعي استعدد x|  ={ 

x }تعددي حسابي و زوج اس  E ={ x| 

                 x} دانشجوي دانشگاه شهيد بهشتي است  x|{  A=  

 Yي مشخص ديگري چون يطي از عضوهاي مجموعهبا تحميل شرط يا شرا Aاگر عضوهاي       
 .توانيم بنويسيمانتخاب شوند، مي

Yx   =x  x|{  A  يباره و شرط يا شرايطي در                  {

  :را در سمت چپ خط عمودي بنويسيم Yxتر است كه شرط البته متداول

x Yx  يباره شرط يا شرايطي در                               { |{  A=   

يا با  . . . كه Yي از مجموعه xعضوهايي چون  يهمهي مجموعهيم نخواو مي
  .هر عبارتي كه به اين معني باشد

شرطي اين است كه بدون اينكه حتي يك عضو از مجموعه را نام  ي جالب در نمايشنكته       
و  بدون ابهام مجموعه بايدالبته شرايط معرف . توانيم آن را كاملاً توصيف كنيمببريم، مي

  .هاي زير نيز توجه كنيدبه مثال. باشند با معني  Yي براي عضوهاي مجموعه زمينه
           

n}  زوج است  |E ={ n  
}n است فرد |n{O= 

                              } 999 x 1 A= { n |  

                         }  2 -5ݔ ‐ 3 2ݔB={ x|  
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 ياست كه در معادله يصحيحي اعداد ي همهمجموعهآخري كه  2 -صـدق   5ݔ ‐ 3 2ݔ
البته  .A2/1و A1ولي چرا . .  . .است و طبيعي ، زيرا عددي A2 براي مثال،. كنندمي

  يرا بيابيم، بايد معادله  Aيعضوهاي مجموعهي باشد، كه همه پذيرو امكان اگر بخواهيم،
 2 -هاي آن را كه دري جوابرا حل كنيم و همه 5ݔ ‐ 3 2ݔًهستند، بيابيم، كه لزوما 

  . اي نيستكار ساده
  ي مجموعه      

  { | / , , , }x x m n m n n      

  باشد، آنگاه اعداد حقيقيي ي مجموعهشان دهندهن اگر. ي اعداد گويا استمجموعه
    }1-݅ ൌ  √={  a+bi | a, b ,  

݅-1 ممكن است با .است اعداد مختلط يمجموعه ൌ  معنـي بيو آن را  آشنا نباشـيد  √ 
س ديگـر رياضـي بـا آن    ودر اين لحظه آن را صرفاً يك نماد در نظـر بگيريـد تـا در در   . بپنداريد

  .بيشتر آشنا شويد
   و} =Y 7,5,2 { فرض كنيد. نيز توجه كنيد اي زيربه مثال نمونه      

x}                                نصف عضوي ازY  است  x |{  A=  
                                    } , }k k Y)2/1({ |x x   

   1{          )چرا؟(                                                    { 

   هاتساوي مجموعه   4.1.2
الي را كه بايد پاسخ داد ايـن  ؤبه نام مجموعه معرفي شدند، اولين س يحال كه اشياي جديد     

كـه پاسـخ بـه ايـن      گيريم؟ شايد بگوييـد در نظر مي مساوياست كه چه وقت دو مجموعه را 
ي عضـوهاي  فهرستي با نوشتن همـه به صورت   Bو Aهاي البته اگر مجموعه. ال روشن استؤس
 اسـت پـر  هـا، گرچـه ممكـن    ها نمايش داده شده باشند، تشخيص تساوي يا عدم تسـاوي آن آن

و بـا شـرايط متفـاوت     شـرطي  بـه صـورت   B يـا   Aولي اگر. زحمت باشد، چندان مشكل نيست
در  .هـا گـاهي سـريع يـا آسـان نيسـت      معرفي شده باشند، تشخيص تساوي يا عـدم تسـاوي آن  

هـا بعـد از   د كه تشخيص تسـاوي يـا عـدم تسـاوي آن    نهايي از اين نوع وجود داررياضيات نمونه
  :آوريمحال تعريف رسمي زير را مي. ميسر نشده استصدها سال هنوز 
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  تعريف   5.1.2
باشد، و  Bعضوي از  Aگوييم اگر هر عضو مي مساويرا  Bو  Aهاي مجموعه     

  :ي زير درست باشندبه زبان نمادهاي  منطقي،  دو گزاره .برعكس
a A a B

a B a A

  
  

  

        
Aنويسيم مساوي باشند، مي  A   ،Bاگر  Bنويسيمميصورت ، و در غير اينA B.  
   

   بحث در كلاس   6.1.2
}توانيد بگوييد كهمي چند دليلبه  - 1 , , } { , }a f d g d ي اين آيا لازم است همه؟

 دلايل را بياوريم؟

Aيا شرايطي شرط چهدر   - 2 B ؟ آيا بايد هيچ عضو مشتركي نداشته باشند؟ 

 نشان داد كه  ،زير هايمجموعه ي عضوهايتوان بدون محاسبهمي چطور - 3

         }1- ,1{ } 2x2 { |x 

     }4222ݔ { |x }212ݔ { |x   

  
           }42ݔ |x2{}x4 3ݔ { |x

  
 

{نشان دهيد كه -4  1{ |x x   } x   متر است 100انساني با قد x| {.      

 ي تهي وجود دارد؟شود كه تنها يك مجموعهچطور ثابت مي - 5

  
حال قدري، نه چندان  .ها پرداختيماغلب به معرفي و تفسير واژه ،در اين بخش ،تا اينجا       

  .شوداز اين رو دقت و تفكر بيشتري از خواننده طلب مي. پردازيمزياد،  به استدلال نيز مي
به  ها، به ويژه مبتديان، اين است كههاي ما انسانيكي از ضعف

اين  .بنويسيمدانيم بيان كنيم يا را كه مي توانيم آنچهخوبي نمي
   .شودمرور زمان برطرف نمي ضعف به خودي خود و در اثر
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  .بايد تلاش كنيم آن را بهبود بخشيم
كـردن   اصـرار خـوردن يـا    سـوگند توان بـا  ، نميرياضيات در به ويژهدر علوم،       

 اثبـات  منطقي استدلالقبولاند، بلكه بايد آن را با  اندرستي يا نادرستي مطلبي را به ديگر
  .كرد

 ويژهو بهفن استدلال كردن  تلاش كنيد از هر فرصتي استفاده كنيد تا
  !!از ما گفتن .ها را در خود بهبود بخشيداثباتنوشتن 

  
 يي همـه بـراي مثـال، گـاهي مجموعـه     .گاهي قسمتي از يك مجموعـه مـورد نظـر اسـت          

اين . ها مورد نظر استانساني و گاهي تنها مجموعه ي جانداران،وعهمموجودات، گاهي فقط مج
  .كندموضوع تعريف زير را پيشنهاد مي

  

    تعريف   7.1.2
  B يم كهيگوباشد، مي Aي عضو مجموعه Bي اگر هر عضو مجموعه             

B است و مي نويسيم A يزيرمجموعه             A .با نمادهاي رياضي،  
  x B x A  

 

  :دهدنمودار ونِ زير اين حالت را نشان مي

  

    

  

  

 ـ Bيـا   Bشامل  Aگوييم كه گاهي مي      همچنـين، نمادگـذاري  . اسـت   A ول درممش
BA  به معنيAB  لازم است كه برخي از نويسندگان نمـاد  بيان اين نكته . است  را

A

B
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 Aي مجموعـه زيـر  B اگـر   .يمده ـمـي  حرا تـرجي  برند، ولي مـا نمـاد   كار ميبه به جاي 
B، مي نويسيم نباشد A.  

 .گـذاريم شما ميي ي چند نمونه را به عهدههئبسيارند و ارا مجموعهزير ممفهوهاي مثال      
  .هاي زير را به بحث بگذاريمالؤدهيم سترجيح مي

   بحث در كلاس   8.1.2
 .هاي خود مورد بحث قرار دهيدراهنمايي استاد درس، با همكلاسي هاي زير را، بهالؤس
Bصورتي  چهدر  - 1 Aبايد هيچ عضو  آيا ؟B در A نباشد؟ 

Aاگر آيا - 2 B ي ، مي توان نتيجه گرفت كه هر دو رابطـهBA و AB   رخ مـي-

 برعكس چطور؟ دهند؟

Aاگر  آيا - 3 B       مي توان نتيجه گرفـت كـه دسـت كـم يكـي از دو حالـت ،B A   يـا
A B دهد؟رخ مي 

Aيكي از دو حالتآيا همواره   -4 BياB A ؟دهدمي  رخ  
Aهاي، عبارتAبراي هر مجموعه چون  آيا - 5 A وA مجموعه ميزير در تعريف-

  چطور؟گنجند؟ 
YXكنيد كه اگراستدلال مي چطور -6 وZY   آنگاهZX ؟ 
 

   ي دبيرستان آمده است كه هاي درسي دورهدر يكي از كتاب      
هاي ديگري به ، مجموعه Aي غير تهيحذف برخي از اعضاي مجموعه از

  .ناميممي Aي ها را زير مجموعهآيند كه اين مجموعهدست مي
 .هاي اين تعريف را با تعريف داده شده در اين بخش به بحث بگذاريدتفاوت

ي هر مجموعه ديديم كه براي. كنيم، مفاهيم جديد زير را معرفي مياين مطلببا توجه به    
Aداريم ،A  دلخواه A  وA .  
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   تعريف   9.1.2

B اگر             A Bولي    Aگوييم كه ، ميB حقيقي( ي سرهزيرمجموعه،  
                                                                    نويسيماست و مي A) واقعييا  داكي، محض           

AB  ياAB

  

  
  .اعداد است در>   با  شبيه به تفاوت  و  تفاوت نمادهاي 

Bاگر        A  وB  گـوييم كـه  ، مـي B  ي نـاتهي زيرمجموعـه A   اسـت، اگـر
B A، B  و AB كه  مگويي، گاهي ميB ي نابديهيزيرمجموعه A   اسـت؛

  .است A يناتهي و سره يمجموعهيرز  Bبگوييم كهتر روشن شايد بهتر باشد
  

 ي توانيمجموعه   

-اي ديگر باشد و تنها ميتواند عضو مجموعهممكن است چنين تصور شود كه يك مجموعه نمي

عـدد،   مشـخص، چـون   شئكنيم كه هر ولي، يادآوري مي. اي باشدي مجموعهتواند زيرمجموعه
  براي مثال. ي ديگر، مي توانند عضو مجموعه باشندهاحتي مجموعهانسان، حرف، كلمه، و 

}5{{ },{ , },A x x y اي با سه عضو مجموعه x، ,x yآن خود  ست كه دو عضوا 5 ، و
توجه كنيد كه گرچه . اندمجموعه ,y x y  و ,x y A ولي. y A  نمونـه به عنوان-

، ديگر اي  , aهمچنـين ، . انـد اي با دو عضو است كه هر دو عضـو آن مجموعـه  مجموعه
  تهي است يمجموعهاي تك عضوي است كه تنها عضو آن مجموعه.  

  

  تعريف   11.1.2
  اي ازمجموعه اي خود يك مجموعه باشد، آن رااگر هر عضو مجموعه               

  .گوييممي هاجموعهم             
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هاي غير بسيط، بـه ويـژه   ا مجموعهبتجربه نشان داده است كه گاهي مبتديان  !هشدار      
. پس دقت و توجه بيشـتري لازم اسـت  . شوندمي مانوس ، ديرترهااي از مجموعهمجموعه

  .دهيمنمايش مي . .. ،A، Bها را با نمادهاي تحريري براي تاكيد، اين نوع مجموعه
  

  بحث در كلاس   12.1.2
درستي يا نادرستي عبارت  - 1    را به بحث بگذاريد. 

كمي ! (نيز باشد Aي مجموعهكه هر عضو آن زيربنويسيد  A اي سه عضوي چونمجموعه - 2
 .بگيريد را A  يك عضو!) بيشتر تلاش كنيد

  
اي مجموعـه  Aفـرض كنـيم   . هاي از نوع تعريف زير را بسيار به كار خواهيم بـرد مجموعه        

  :دلخواه است
  

     تعريف   13.1.2
  ناميم و آنمي A ي توانيمجموعهرا  Aهاي ي زيرمجموعهي همهمجموعه               

را با نماد                AP پس . دهيممي نشان  
   A X X A P  

  
عضو  و  Aكه  توجه كنيد AP هستند.  

  

   بحث در كلاس   14.1.2
aA}{فرض كنيد - 1  .هايمجموعه AP  و  AP P را مشخص كنيد. 
فرض كنيد - 2 A   .هـاي  مجموعه AP و  AP P   را مشـخص كنيـد .

 !مقايسه كنيد 1 الؤهاي سرا با پاسخي خود هاپاسخ
هـر  . هايي يك، دو، و سه عضوي باشـند مجموعه، به ترتيب، A،B،C فرض كنيد - 3

 تواني هاييك از مجموعه AP، BP، CPد؟ نشان دهيد عضو دار چند
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عضو باشد، آنگاه nداراي  Aكه اگر  AP  2دارايn يكـي از دلايـل   . (عضو است
 !)ي تواني همين استنامگذاري مجموعه

  
  خانواده

اگر به هر دليلي عضوهايي تكرار شـوند  . نباشدها مجاز قرارداد كرديم كه تكرار عضو در مجموعه 
 خانواده ي حاصل را به جاي مجموعه،كنيم، دسته ثبتتعداد تكرارشان  ها را بهو بخواهيم آن

  تر عبارت دقيقبه . ناميممي

  
  تعريف   15.1.2

   .ناميممي خانواده، اي از اشياي مشخص را كه لزوماً دو به دو متمايز نيستنددسته                
  
گاهي لازم است اشياي . گيردمفهوم مجموعه را نيز دربر مي ،روشن است كه مفهوم خانواده      

بـزنيم يـا بـه زبـان رياضـي       سـب چبر مجموعـه يـك  يك مجموعه يا خـانواده را بـا اعضـاي    
  .كنيم انديسدار

  

   تعريف 16.1.2
iرهمجموعه است و متناظر با  Iفرض كنيم                Iئ، ش ia ايندر .وجود دارد  

                                                                              نمايش  ي بهصورت خانواده              
 i i I

F a


  
  .ناميمآن مي هايي انديسمجموعهرا  Iو اي انديسدارخانوادهرا               

    
:مـثلاً بـا خـودش انديسـدار كنـيم     تـوانيم  را مـي  Aي مجموعـه  هـر كنـيم كـه   توجه مـي        
AaaxA  axكه در آن }{ a .تـر  نگران نباشيد به مرور برايتان روشـن . قدري پيچيده شد

   .مي شود
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  پارادكس راسل   17.1.2
 اگـر بـار  . از مطالب قبلي باشـد  تررك مطالب زير ممكن است براي برخي از شما قدري مشكلد

بـه   ،)نويسندگان اين كتاب نيز مانند شما بودنـد (متوجه نشديد، نگران نباشيد  اول
  ال را به بحث بگذاريم كه خواهيم اين سؤمي  .دست خواهيد آورد بهتري از آن به مرور درك

  ناميد؟مجموعه  توانرا ميها ي مجموعههمه يدستهآيا 
  

   كلاس بحث در   18.1.2
در . بناميم ها راي مجموعههمه يمجموعه بالا مثبت باشد وال ؤس به پاسخ مفرض كني

  اين صورت 
 X X X  R  

  
اسـت   Xهايي چون ي مجموعههمه يمجموعه Rرگبه عبارت دي. باشدمجموعه نيز بايد 

  :سخ دهيداپهاي زير الؤتلاش، به سبا كمي حال  !كه به خودشان تعلق ندارند
R آيا - 1 Rآيا ؟ يعني R ي در شرط معرف مجموعهR كند؟صدق مي!  
Rآيا - 2 R؟!  
نتيجه . معروف است پارادكس راسلشود؟ اين پارادكس به چه پارادكسي حاصل مي - 3

ي ، و بايد واژهدر نظر گرفت  يدسته توان برايرا نمي مجموعهي بگيريد كه واژه
 .، را به آن نسبت دادكلاسديگري، براي مثال 

 

  ي مرجعمجموعه   19.1.2
ولـي وقتـي موضـوع    . توان مجموعه ناميدرا نمي ءي اشياهمه يدسته ،با توجه به مطالب بالا 

-بـراي مثـال، گيـاه   . ي مشخص مورد نظر هستنداكنيم، عضوهاي مجموعهخاصي را مطالعه مي

 اري بـه بـرج آزادي يـا   ، ك ـننـد و مـثلاً  كي گياهـان را مطالعـه مـي   شناسان عضوهاي مجموعـه 
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مـورد   ي مرجعمجموعهي گياهان گوييم كه مجموعهدر اين صورت مي. ملانصرالدين ندارند
عنوان مثالي ديگر، ممكن است در مبحثي از رياضـيات تنهـا اعـداد     به. شناسان است هابحث گي

 در اين صـورت  . صحيح مورد بحث باشند و به اعداد كسري يا به گياهان كاري نداشته باشيم
 بنابراين،. گيريممورد بحث در نظر مي ي مرجعمجموعهرا به عنوان 

خاص بايد هاي مرجع متفاوتي وجود دارند كه در هر بحث مجموعه
  .مشخص شود

  بحث در كلاس   20.1.2
 باشد كافي است؟ ه اندازهي مرجع بايد خيلي بزرگ باشد؟ چآيا به نظر شما مجموعه -1

و}3,2,1,...,25{هايآيا مجموعه -2 , , ,...,a b c z ي مرجـع بحـث   تواننـد مجموعـه  مي
  معيني باشند؟

  
  

  تعريف   21.1.2
  هاي يكزيرمجموعه بحث، هاي موردكنيم كه مجموعههميشه فرض مي ن پساي از               

                      . هستند) Mگاهي ( Uنمايشبه  ي مرجعمجموعه مجموعه به نام                
  
 يمجموعه: اند ازروند عبارتمرجع به كار مي يهاي ديگري كه براي مجموعهصطلاحا        

  .و از اين قبيل، سخنعالم ، جامع، جهاني، مادر ،اصلي، عام
 

براي حل كردن  تلاشها را بالا بزنيد و با حال نوبت شماست كه آستين
هاي خود را اگر كاملاً موفق نشديد، آموخته حتي، اين بخشهاي تمرين

  .شوندبه آساني حل مي هابسياري از اين تمرين. تقويت كنيد
  !هاي خود كم اهميت ندهيدبه توانايي
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  1.2 تمرين
 .ها مجموعه هستند؟ براي پاسخ خود دليل بياوريدهاي زير كدامز دستها .1

  .هاي معروف استاد كمال الملكسه تابلو از نقاشي )الف(    
  .هاي استان گلستانشهر )ب(   
  .هاي خوب استان گلستانشهر )پ(   
  .هاي پر جمعيت ايرانشهر )ت(   
  .هاي با بيش از صد ميليون نفر جمعيت در ايرانشهر )ث(   
  .نمايش دهيد شرطيهاي زير را به روش مجموعه .2
  .ي حروف الفباي فارسيمجموعه )الف(    
 } = 1A,14,12,...  { )ب(    

  .هاي زير را به صورت تفصيلي نمايش دهيددر صورت امكان، مجموعه .3
  } = x  A|حرفي از پنج حرف اول حروف الفباي فارسي است  x{ )الف(    
 = x{ B| هاي ايران است نام شهري از شهر  x{  )ب(    

4. . { | }E x x     
  ها نامتناهي هستند؟ها متناهي و كدامهاي زير كداماز مجموعه .5
  .ي اعداد طبيعي فردمجموعه) الف(    
  .ي اعداد اول زوجمجموعه )ب(    
  .ي اعداد اول فردمجموعه )پ(    
  .ي دانشجويان سال اول در جهانمجموعه )ت(    
كنيم كه، براي اثبات نادرسـتي  يادآوري مي .هاي زير را تعيين كنيددرستي يا نادرستي حكم .6

 .حكم، بايد مثالي بياوريد
. )الف(     {{ },{ , }}x x x y  
}. )ب(     } {{ },{ , }}x x x y 
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}. )پ(     } { }x x  
 .هاي نادرست، مثال بياوريدبراي حكم .هاي زير را تعيين كنيددرستي يا نادرستي حكم .7
 

xاگر ) الف(     A وA B آنگاه ،.x B 

Aاگر) ب(     B وB C،   آنگاه.A C  
Aاگر) پ(     B  وx B   آنگاه.x A  
 پاسخ دهيد؟  12.1.2بحث  2به سؤال  تيدستوان آيا. 8

Aثابت كنيد كه اگر .9 B  آنگاه. ( ) ( )A BP P 

,فرض كنيد .10 , }n     2,1{A .  نشان دهيد كه( )AP 2داراي  عضو است.  
  باشد، تعداد زيرمجموعه 32 برابر با عضوي k +2 1ايهاي مجموعهاگر تعداد زيرمجموعه .11

  عضوي چند است؟   + 3kايهاي مجموعه     
  هايتر از تعداد زيرمجموعهعضو بيش 48عضوي  kاي هاي مجموعهتعداد زيرمجموعه .12
 چند است؟ kعدد . عضوي است 4اي مجموعه     

)ي مجموعه اگر .13 ( ))AP P  عضو باشد،  16دارايA چند عضو دارد؟  
  هشت برابر يكيهاي  اگر تعداد زيرمجموعه. عضو دارند 15روي هم  Bو   Aي دو مجموعه .14
  چند عضو دارد؟ دو مجموعه اين باشد، هر يك از  ديگريهاي تعداد زيرمجموعه      
         هـاي  برابر تعـداد زيرمجموعـه   32عضوي k +2 1ايهاي مجموعهتعداد زيرمجموعه .15

  ؟چند است kعدد . عضوي است  kايمجموعه

  112هاي آنعضو افزايش دهيم، تعداد زيرمجموعه 3اي را اگر تعداد عضوهاي مجموعه .16
 اين مجموعه چند عضو دارد؟. عضو افزايش مي يابد       

  اين مجموعه چند عضو. است ି3 16 عضوي برابر با nايهاي مجموعهتعداد زيرمجموعه .17
  دارد؟     
  هايي باشد كه با كمتر از چهل كلمه توصيفي مجموعههمه يمجموعه"  Aفرض كنيم  .18
  ؟ A A  آيا ".شوندمي     
  خود را اصلاح نميصورت كند كه فقط صورت كساني را اصلاح مي xفرض كنيم آرايشگر .19
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اشخاصي باشد كه صـورت خـود را اصـلاح    " يدستهA   فرض كنيـد . كنند     
  ؟A x  آيا ".كنندنمي

  كند كه خود را معرفي نميهايي را معرفي مياي است كه كتابكتابنامهx فرض كنيم .٢٠
-هايي باشد كه خود را معرفي نميكتابنامه" يدسته  Aفرض كنـيم  . كنند       

  ؟Ax   آيا ".كنند

 

  اجتماع و اشتراك    2.2
هـاي  در بخش قبل، پس از معرفـي و شـناختن مفهـوم مجموعـه، توانسـتيم بـا معرفـي مفهـوم        

شـده   ي دادههـاي جديـدي از يـك مجموعـه    ، مجموعـه ي توانيمجموعهو  زيرمجموعه
 ي ازيـد هـاي جد ها و ابزارهاي ديگري براي ساختن مجموعـه اين فصل، روش يدر بقيه. بسازيم

با اين اعمـال در دبيرسـتان بـه صـورت شـهودي آشـنا       . كنيمهاي داده شده معرفي ميمجموعه
 ايـن بايـد   شـما و  سعي ماپس، مطابق معمول اين درس و دروس ديگر دانشگاهي، . ايدشده

  فاهيم و مطالب،م خاطر سپردن و علاوه بر به يمانهادانسته تقويتباشد كه ضمن 
  !انديشه ورزي كنيم                 . . . ووووووو        بازي شويم فعالانه وارد

  
  عمل اجتماع

مثل اين است كه اشياي دو پاكت را در يك پاكت  اجتماعبه بيان ساده و غير رسمي، عمل    
  به زبان رياضي. بريزيم، و قرارداد عدم تكرار عضو در مجموعه را اعمال كنيم

   تعريف   1.2.2
   B يا به A هايي است كه بهوي عضهمهي مجموعه B و A هايمجموعه اجتماع            
Aنماد با مجموعه را اين. تعلق دارند) دو هربه   يا(              B دهيم، و مينمايش مي  
  .خوانيم            

           A  اجتماع B.  
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A}3,2,1{ اگر از شما بخواهيم كه، براي مثال، اجتماع                5,4,3{و{B   را پيدا
A}5,4,3,2,1{نويسيدمي راحتيكه به كنيد، شك نداريم B .  پس سعي كنيم به قضـيه

براي مثال، تمرين كنيد كه بتوانيد . توجه كنيم به اين عمل بيشتر هاي مجرد مربوطها و مسئله
ــاع   ــف اجتم ــايي تعري ــيد،  B و Aروش انش ــرطي بنويس ــه روش ش ــي را ب ــارت يعن عب

 ...,...A B x 
  .را كامل كنيد  

كه قبلاً نيز گفتـيم، گـاهي معنـي     طورهمان. در تعريف اجتماع قابل توجه است نكتهدو        
گـوييم  اي وقتـي مـي  در زبان محاوره. ها متفاوت استآنرياضي لغوي و متداول كلمات با تعبير 

تواند نيز مي دوهر  آن دو است، ولي در زبان رياضي از تنها يكيمعمولاً منظور  آن يااين 
-پس، مـي . است " " رود به صورتدر رياضيات به كار مي يا نمادي كه گاهي به جاي. باشد

 مينويس

x Bاي x A )يا هر دو(  A B x   
{ | }x x A x B     

اگـر  . در تعريف انشايي اجتماع است همهي است، كلمه بيانديگري كه لازم به  مهم ينكته
هـاي  مجموعه اجتماع :بنويسيم هاي دبيرستاناز كتاب ياين كلمه را ننويسيم و مانند يك

A  وB است كه اعضايش متعلق بـه  ) توجه كنيد "اي" به( ايمجموعهA  و
B 5,4,3,2,1{ي ديگر، و البتـه ، و چند مجموعه}3,2{يمجموعه ثالمبراي  ،آنگاه ،باشند{ ،

A}3,2,1{در شرط داده شده در اين عبارت براي  5,4,3{و{B  ايـن  ! كننـد صدق مـي
  كنيم كه بايد دقت كنيم كه در رياضياتيادآوري مي 1فصل؟ از طور نيست

  .باشد مانع و جامع تعريف بايد                                          
  

Aنمايش تصويري            B با نمودار ون به صورت زير است.  
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  B      A 

  

 

 

A B است سايه زدهي ناحيه.  

  بحث در كلاس   2.2.2
اجتماع  - 1  ,A     و   , , ,B      را پيدا كنيد. 

x <2-A> 5{اجتماع - 2 {x |       2{و >x A {x |  درا بيابي. 

 {عضوهاي تعيين بدون - 3 5 -x4 - 2ݔ{A  x|  و 

 }   3x5 - 2 2ݔ {B  x| ، كه  دهيد نشانA B  1, 1- 
Aولي  B 2.

 
 

  

  هاي عمل اجتماعويژگي
تعريـف   از ها را كه حاصـل هاي ديگر آنگيژشوند، لازم است ويوقتي اعمال جديدي معرفي مي

اگر چه گاهي اثبـات  . كار ببريم ها را بههستند، بررسي كنيم تا بهتر بتوانيم در مباحث مجرد آن
آيند سرراست و آسان اسـت،  مي) نتيجه، يا قضيه ،لمكه تحت عنوان (ها درستي اين ويژگي

  .بعدي لازم استي ها براي استفادهآوردن آن
را در خود  فن نوشتن حل كنيد، تابه عنوان تمرين  ها راشما برخي از آن

  .تقويت كنيد
  

    قضيه   3.2.2
,فرض كنيم              ,C B A در اين صورت، داريم. هايي دلخواه هستندمجموعه  
            1 - A A A  )خودتواني(  
            2 - A B B A  )تعويضپذيري(  
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            3 - ( ) ( )A B C A B C    )شركتپذيري(  
            4- A A  )ويژگي (  
            5 -A M M  )ويژگي M(  

    اثبات
  ז .همگي سرراست هستند

           
دهـد كـه حاصـل اجتمـاع     پذيري اجتمـاع نشـان مـي   است كه ويژگي شركت توجهبه  زملا      

A B C  قراردادن پرانتزها است و معمولاً هيچ پرانتزي در ايـن عبـارت   ي مستقل از نحوه
  .نويسيمنمي

  با   ارتباط 
اهميت دارد، بررسي ارتباط بين  ،با ترتيبو  اصلي، ارتباط بين چهار عمل اعداددر كه  طورهمان

هـاي عمـل   در زير ويژگـي . اهميت دارد ،ها تعريف خواهيم كردروي مجموعهاعمالي كه به مرور 
  .كنيممطالعه مي اجتماع را نسبت به 

همتاي آن را به كرات در اين درس  .ي زير آموزنده استصورت و اثبات قضيه        
 ييژگي مشخصهو اين قضيه در واقع. خواهيد ديد ،براي مفاهيم مختلف ،هاي ديگرو درس

 ـايـن نـوع ارا  . دهـد ه مـي ئجتماع اراااجتماع است، به اين معني كه حكمي معادل با تعريف  ي هئ
  .ناميد تعريف براساس ويژگيتوان مجرد تعريف را مي

  

  قضيه   4.2.2
Aي مجموعه                    B شاملي مجموعه كوچكترين  A  وB است؛ به عبارت  
  ديگر             

         1 - A B اي شامل مجموعهA  وB است، يعني,A B A B  و  
A,باشد، يعني  1اي با ويژگي هر مجموعه C اگر - 2                B C ،  

Aآنگاه                    B Aاست، يعني   C تر ازچككو    B C .  
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   اثبات

اسـت و   Bو A شـامل   Cفـرض كنـيم   . توجـه كنيـد   2حكـم  بـه اثبـات  . روشن اسـت  1حكم 
x A B  .دهدتنها دو حالت زير رخ مي:  

  
Aزيرا ( C(  
  
Bزيرا ( C(  

Aدر نتيجه     B C . ז  

-اثبات آن سر. تعريف كرد توان با استفاده از را مي دهد كه ي زير نشان ميقضيه      

  .راست است

   قضيه   5.2.2
           A B ا اگراگر و تنهA B B .  

       
يا با  كندحفظ ميرا به اصطلاح  ياجتماع رابطهكند كه عمل ي زير بيان ميقضيه      

  .راست استاثبات آن سر .است سازگارآن 
  

  قضيه   6.2.2
  .درست است هميشهي زير گزاره            

 ,A C B D A B C D       
  

  بحث در كلاس   7.2.2
اگر حكمي دو طرفه نادرست است، كدام همواره درست هستند؟ ) ها(هاي زير كدامبارتعاز 

  .همان طور كه قبلاً نيز گفتيم، براي حكم نادرست مثالي بياوريد طرف آن نادرست است؟

يѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧا

.

.

x A x C

x A B

x B x C
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1-  .A B A C B C      
2-  .C A B C A C B       
3-  .C A B C A C B       
  

  عمل اشتراك
عمـل  دسـت آورد،  داد و مجـدداً مجموعـه بـه   هـا انجـام   مجموعـه توان با عمل ديگري كه مي 

  .نام دارد مقطعيا  اشتراك

 

    تعريف   8.2.2
  عضوهايي است كه به هر دوي همه يمجموعه Bو  Aهاي مجموعه كاشترا            

Aاين مجموعه را با . مجموعه تعلق دارند             B خوانيم دهيم و ميمي نشانA  
  .B اشتراك             

  
  در نمودار ون داريم

    B    A 

  

  

                        A Bاست سايه زدهي ناحيه.  

. آوريمها را ميبا اين حال آن. هاي عمل اجتماع استهاي اين عمل همتاي ويژگيگيويژ        
برايتـان   ،دو مجموعه كه عضـوهايش داده شـده باشـند    ابتدا بايد بگوييم كه پيدا كردن اشتراك
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عبـارت  بحـث،  ي قبـل از ادامـه  . شـويم اسـت، پـس روي مـوارد مجـرد متمركـز مـي       آسـان 
 ......A B x  را كامل كنيد.  

در تعريف انشايي اشـتراك   همهي كلمه كه در قسمت عمل اجتماع نيز گفتيم، طورهمان       

و  Aي اشتراك دو مجموعه در همان كتاب دبيرستاني آمده است كه. استاهميت  نيز با
B ي است كه اعضايش به هر دو مجموعه) توجه كنيد "اي" به( ايمجموعه
A  وB چطور؟( كنداين نيز ايجاد شبهه مي. تعلق داشته باشند(   

 

   بحث در كلاس   9.2.2
 .را براي عمل اشتراك نيز حل كنيد 2.2.2 بحث در كلاس 2 و 1بندهاي  - 1

Aنشان دهيد كه ،زير هايتعيين عضوهاي مجموعه بدون - 2 B 1- وA B 1 , : 

}  5 -x4 - 2ݔ{A  x|   و}  1 - 2ݔ{A  x| .  
 .را براي عمل اشتراك بنويسيد 6.2.2، و 5.2.2، 4.2.2 هايضيهق همتاي - 3

  

   هقضي   10.2.2 
  داريم A ،B، Cهاي دلخواه براي مجموعه               

   )هاي جذبويژگي( - 1               

ABAA

ABAA




)(

)(  

  )پذيريهاي توزيعويژگي( - 2              
     
     

A B C A B A C

A B C A B A C
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     اثبات

ABAبا توجه به اينكه  - 1  شودات ميبثاحكم اول  ،5.2.2ي و با استفاده از قضيه .
 .حكم دوم مشابه است

  
ــه   از -2 ــا كــــــــــ CABAAآنجــــــــــ  ,، CACCB  ، و
BABCB  ،كه گيريم نتيجه مي)()()( CABACBA  .

)()(كنيم ،  فرض مياين رابطه عكسبراي اثبات  CABAx  .  در ايـن صـورت،
x A B  وx A C  .حــال دو حالــتAx وAx اگــر. گيــريما در نظــر مــير

Ax  ــاه )(آنگ CBAx  ــر ــاه Ax، و اگ x، ازآنگ A B  وx A C  
)(در نتيجــه . Cxو  Bx گيــريم كــه نتيجــه مــي  CBx  . بــاز هــم  پــس

)( CBAx  شده است اثبات و حكم تساوي اول .  
دومي را از اولي نتيجـه   :البته راه ديگري نيز وجود دارد. اثبات تساوي دوم مشابه اولي است      

گيـري نيـز   هـا را بـا عضـو   كنيم براي تمرين، اين حكمهمچنين، پيشنهاد مي )چطور؟(بگيريد 
  ז .اثبات كنيد

  

  اشتراك وتعميم اجتماع 
اعمال قسمت  اين در. مجموعه را آموختيم اعمال اجتماع و اشتراك دو يا تعدادي متناهيبالا در 

  فرض كنيم. دهيمتعميم مي) نامتناهييا  متناهي(را به تعدادي دلخواه اجتماع و اشتراك 
A  ها باشداي متناهي يا نامتناهي از مجموعه) يا خانواده(مجموعه.  
   

  تعريف   11.2.2
يا A به نمايش، A  اجتماع              

A

A



A
  ي عضوهايي استي همه، مجموعه 

   .تعلق دارند Aي  هاي خانوادهكم به يكي از مجموعهكه دست            
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  بحث در كلاس   12.2.2
  :روش انشايي تعريف بالا را به روش شرطي بنويسيد - 1

 
A

A x


      A
A

  

 .را تعريف كنيد Aي مشابه تعريف بالا، اشتراك خانواده - 2

 
A

A x


     
A

A 

  
n{{ي مجموعهاجتماع و اشتراك  - 3 N1{{n A را بيابيد.

 
 

كنيم كه اگر توجه مي       i i I
A


A تـوانيم  ها باشـد، مـي  اي انديسدار از مجموعهخانواده

  بنويسيم

 

 

,

,

i i
i I

i i
i I

A x i I x A

A x i I x A





    

    








A

A
  

iمثلاً به جاي   نادرستمبتديان گاهي به 
i

A



I

    نويسندمي  

1 2 .....A A   

برابر با  Iها يعنيي انديسالبته اگر مجموعه 1,2,...,n     يـا برابـر بـا   تـوانيم  باشـد، مـي
  بنويسيم

  

  .ها باشيمگذاريمراقب نمادپس . و به همين صورت براي اشتراك

1 2

1 2

1

1

...

...
i

ni

i

n

i

A

A

A A A

A A








   

   



 

A

A
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  بحث در كلاس   13.2.2

حدس بزنيد . است M يزيرمجموعه iAيمطابق معمول، فرض كنيد كه هر مجموعه - 1
i

i

A

  وi

i

A

 يكي . ( هايي هستندچه مجموعهM  و ديگري است.( 

هاي مجموعه. مجموعه است Xفرض كنيد  - 2 XP و XP را مشخص كنيد . 

  

  2.2 تمرين
توجه كنيد كه، براي اثبـات نادرسـتي يـك     .هاي زير را تعيين كنيددرستي يا نادرستي حكم .1

 A،B،Cهـايي چـون   يعني، در اين مورد، مجموعه .ارائه دهيدمثال نقض حكم، كافي است 
  !مثال بزنيد به طوري كه در فرض صدق كند ولي در حكم صدق نكند

Aاگر )الف(    B A C     آنگاه.B C  
Aاگر  )ب(    B A C     آنگاه.B C  
Aاگر  )پ(    B A C   وA B A C    آنگاه.B C  

Xفرض كنيد   .2     Y T S    وX Y T S     .ثابت كنيد كهX     
.اگر و تنها اگر             ( ) ( )T X S Y T     

  ها همواره درست هستند؟ اگر حكمي دو شرطيهاي زير كدامتعيين كنيد كه از عبارت .3
  طرف برقرار است؟ برقرار نباشد، آيا از يك    
C) الف(     A B C A C B     .  
C )ب(     A B C A C B     .  
A) پ(     B C A C B C     .  
A.) ت(     B C A C B C       
  .تمرين مهمي است .هاي زير معادل هستندنشان دهيد كه حكم .4

A. )الف(     B  
A. )ب(    B A   
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A. )پ(     B B   
  .)فكر كنيد. (دارد Xهاي زير دقيقاً يك جواب برايثابت كنيد كه دستگاه معادله .5

A X A B

A X

  
  

  

  .را مرور كنيد 1توضيح داده شده در تمرين  .هاي زير را اثبات كنيددرستي يا نادرستي حكم .6
. )الف(     ( ) ( ) ( )A B A B  P P P  
. )ب(     ( ) ( ) ( )A B A B  P P P  

فـرض كنيـد   ! كنـد هـاي جديـد تقويـت مـي    اين تمرين توانايي شما را در برخورد با تعريـف  .7
B A .كنيم كهتعريف مي  

  ( : ) { ( ) | }A B X A B X  P  
)ي مجموعه )الف(     : )A B  را براي{ , }B a b  و{ , , , , }A a b c d e بيابيد.   
).نشان دهيد كه  )ب(     : ) ( )A A P  
Bعضو و  nداراي  Aفرض كنيد  )پ(     A  دارايm تعداد عضوهاي. عضو است  

        ( : )A Bرا بيابيد.  
|فرض كنيد كه  .8 |X ي متناهينمايانگر تعداد عضوهاي مجموعهX نشان دهيد كه . باشد  

| | | | | | | |A B A B A B      
  .هاي زير را مشخص كنيدمجموعه  .9
]n/1[ )الف( ,

n
         ]n/1[ ,     )ب(  ]n/1[ ,

n
  

n/1[ )پ(
99

1

[ ,
n

                )ت( ]n/1
99

1

[ ,
n

  

)n/1,n/1( )ث(
n



        )ج( )n/1,n/1(

n



  

  

  متمم وتفاضل    3.2
  .هستند متمم گيريو  تفاضل ها انجام داد،توان با مجموعهدو عمل اساسي ديگر كه مي

  



 
 مباني علوم رياضي 52

   تعريف   1.3.2
  تعلق Bاست كه به  A ي عضوهايي ازهمه Aي از مجموعه B يمجموعه تفاضل         

 .Bمنهاي Aخوانيم مي دهيم ومي نشان  A\Bيا  A-B اين مجموعه را با. ندارند            
  

  .نمودار ون متناظر به صورت زير است      

      A  B                                  A  B 

 

  

  

B\A است سايه زدهي ناحيه                        A\B است سايه زدهي ناحيه  

-ي ما كمي متفاوت باشد، توجه بيشتري را مـي چون اين عمل ممكن است با تصور اوليه        

A}4,3,2,1{براي مثال، اگر. طلبد و},a,b,c3,1{B  آنگاه ،  

}4,2{BA و  \ \ , ,B A a b c  

كه  موثرند  Yتنها آن عضوهايي از Xي از مجموعه Yي كنيم كه در تفاضل مجموعهملاحظه مي
. كـاري نـداريم   Yي عضـوهاي  شوند و با بقيهحذف مي Xنيز هستند و تنها اين عضوها از  Xدر 

  X يزيـر مجموعـه   Yلزومي ندارد كه   X از Yديگر اين است كه براي تعريف تفاضل  ينكته
  .باشد

  بحث در كلاس   2.3.2
 .را به روش شرطي بنويسيد Aاز  Bروش انشايي تعريف تفاضل  - 1
ي مجموعه - 2 ,{ } \{ }  را بيابيد.  
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} x< 2> 8 {فرض كنيد - 3 |C x  4{و < { |D x x  .نادرستي درستي يا 

\C D  5 ،\C D9،\C D3  ا بررسي كنيدر . 

  
 را در برخـي . عمالي كه قبلاً ديديم بسيارنداهاي عمل تفاضل و ارتباط اين عمل با ويژگي        

هـا چنـدان ضـروري    ي آنچه به خاطر سپردن همـه  گرا. آوريمها ميمرينت زير و تعدادي را در
-برخـي از اثبـات  . ها تمرين خوبي برايتان استآن از نيست، ولي تلاش براي اثبات كردن برخي

يگر را دزبـان رياضـي يك ـ   آياهايتان مقايسه كنيد و ببينيـد  هاي همكلاسيهاي خود را با اثبات
  !دهيدب نمرههاي يكديگر را قبول داريد؟ شايد حتي به هم اثبات آياكنيد؟ درك مي

   

   قضيه   3.3.2
  داريم Bو  Aهاي دلخواه براي مجموعه            

          1-   . \ \A B A B A   

          2 -    . \ \A B B A   

        3-        . \ \ \A B B A A B A B     

           4 -      . \ \A B A B A B B A      

 

    اثبات

 .شما نيز يكي را انتخاب و اثبات كنيد .كنيمرا اثبات مي 3حكم 
عضوي از طرف راست آن است، و بر  ،3عبارت بايد ثابت كنيم كه هر عضو طرف چپ       

توانيد شما نيز اوايل كار چنين كنيد، ولي بعدها مي. آوريميل ميصاين اثبات را به تف. عكس
  .بنويسيد ترها را خلاصهاثبات

كنيم  فرض )يك(      \ \x A B B A  . بنا به تعريف اجتماع، دو حالت\x A B 
x\يــا  B A در حالــت . دهــدرخ مــي\x A B داريــم ،x A  ولــيx B . بنــابراين
BAx   وليBAx  )(در نتيجـه  ) چرا؟(\)( BABAx  .   بـه همـين

x\روش از حالت دوم  B A گيريم كه نيز نتيجه ميx است 3ف راست عبارترمتعلق به ط.  
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)(\)( كنـيم مـي  فـرض  حـال  )دو(    BABAx .  ـ بنـا  تعريـف تفاضـل، داريـم     رب
x A B   ولــــيx A B  .ازx A B    دو حالــــتx A   يــــاx B  و از
x A B   نيز دو حالتx A  ياx B حالـت  202 =4 بنـابراين بايـد  . شوندنتيجه مي 

)x A  و(x A،  )x A  و(x B ،)x B  و(x A و ،)x B  و(x B 
  كنيم مي پس فرض. دهندآخر رخ نمي روشن است كه دو حالت اول و. را در نظر بگيريم

)x A  و(x B  كه در نتيجه\x A B  بنابراينو    \ \x A B B A  . به
x(همين صورت، از حالت  B  و(x A بنابراين، . شود در نهايت همين نتيجه حاصل مي

  ז .است و حكم اثبات شده است 3چپ عبارتمتعلق به طرف  xدر هر حالت 
  

  بحث در كلاس   4.3.2
A\روشن است كه  A  .ي آيا اين حكم معادل تعريف مجموعه است؟  

  

  متمم مجموعه
ي مرجع است و مجموعه Mفرض كنيم . اين عمل حالت خاص عمل تفاضل است        

A M.  
  

   تعريف   5.3.2
M\ يمجموعه             Aعضوهاي ي همه يمجموعه ، يعنيM  كه درA  نيستند، را  

  .دهيمنشان مي CAيا  Aناميم و با مي A متمم            
  

A\با توجه به ارتباط تعريف متمم با تعريف تفاضل، گاهي تفاضل          B متمم نسبيرا 

B  درA و ،\B M B   نامندنيز مي متمم مطلقرا .  
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   بحث در كلاس   6.3.2
A\آنجا كه از  M A هاي عمل تفاضل گيري حالت خاص ويژگيمتممهاي عمل ، ويژگي

  .احكام زير را اثبات كنيد. است 
  1-  M     وM . 

  2-A A  كه در آن ، A A  متمم اگر. است توانخودم گيري م؛ يعني عمل مت    
A B آنگاهB A . ي گيري رابطهمميعني، عمل مت كندرا عكس مي. 

A\داريم  - 3 B A B  . رض دانستن تعريف متمم استفحكم،  تعريف تفاضل با اين.         
 هاي مقدماتيتر مفهوم متمم نسبت به مفهوم تفاضل، در كتاب، و با توجه به تجرد كمرو از اين

  .شوداز تفاضل تعريف ميمفهوم متمم قبل ) دبيرستاني(
   

،  يعني گيژتعريف براساس وي ومسحكم در واقع . ي زير بسيار آموزنده استقضيه      
 .كنده ميئها، براي متمم ارابدون اشاره به عضو مجموعهتعريفي 

 
 

   قضيه   7.3.2
  داريم Bو  Aهاي براي مجموعه             
            1 -A A    و اگرA B   آنگاه داريم ،B A ؛ يعنيA  

Aمجموعه با ويژگي  ترينبزرگ                       A   است.  
           2 -MAA  Aو اگر  ' B M  آنگاه ،A B يعني ؛Aترينكوچك  

Aمجموعه با ويژگي                        A M  است.  
Aداشته باشيم Bاي چون اگر براي مجموعه - 3             B   وA B M آنگاه  

                   B A ؛ يعنيA هاي با ويژگيA A   وA A M كه در ،  
  .آمدند، منحصر به فرد است  2و 1بندهاي                      
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  اثبات
را  1حكم . ابتدا توضيحات داده شده در احكام قضيه را به كمك استاد درس به بحث بگذاريد

  .كنيمكنيم و بقيه را به شما واگذار مياثبات مي
Aيعني  ،1براي اثبات قسمت اول بند         A  ، حكم، خلافكنيم، بر فرض مي 

A A    عضوي چون  نتيجه،در وx  درA A پس بايد . وجود دارد)x A  و
(x A يعني ،)x A و(x A  پس فرض . است تناقضكه يكA A   

Aنادرست است، يعني بايد  A  .  
A، بايد از1 براي اثبات قسمت دوم حكم      B   نتيجه بگيريم كهB A .فرض 

xكنيم مي B .كه كنيممي ادعاx A .بايد، آنگاه نباشدچنين  اگرAx  و لذا از
x B و x A بايد ،x A B    از اين رو . است تناقض، كهB A. ז  

  
  .هستندمعروف  قوانين دمورگانزير به ي احكام قضيه       

  

  )قوانين دمورگان( قضيه   8.3.2
  ، داريمBو  Aهاي دلخواه مجموعهبراي              

             1- BABA  )(.   

             2 -  A B A B    .  
  

  اثبات
  .ي زير را بنويسيددليل هر مرحله. نويسيمتر ميها را كوتاهبه مرور اثبات - 1

               &x A B x A x B        

 

&x A x B

x A B

x A B
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  )چطور؟(اثبات شده است  1حكم  ،بنابراين
گرچه ممكن است درك آن . توان به صورت بالا يا به روش زير اثبات كردرا مي 2 حكم        

  . كندمعرفي مي جديد يترفندبيشتري بخواهد، ولي  هوشمندي
نيز  Bو Aي دلخواه درست است، به ويژه برايبراي هر دو مجموعه 1از آنجا كه حكم        

  پس. برقرار است

      )چرا؟( A B A B A B         
  داريم. گيريمحال از دو طرف اين تساوي متمم مي

   A B A B      
Aگيري، يعني ممكنيم كه خودتواني عمل متملاحظه مي . است 2 حكمهمان كه  A  در ،
  ז .اثبات بسيار با اهميت است روش اين
  

  تفاضل متقارن
. دهـيم ها ادامـه مـي  مجموعه متقارنتفاضل اين بخش را با معرفي عمل ديگري به نام        

A\اجتماع دو تفاضـل   Bو  A خواهيم دهيد كه تفاضل متقارن B و\B A   اسـت و ويژگـي-

مـانع   ايهدر زبان محـاور  ياي كنيم كه واژهيادآوري مي. دارد تفاضلهاي هايي بهتر از ويژگي
بـر   تواند هـر دو حالـت مـورد بحـث را در    كه در رياضي چنين نيست و مي جمع است، در حالي

  .در زبان محاوري توجه دارد ياتفاضل متقارن به . گيرد

  تعريف   9.3.2
  يا  Aي عضوهايي است كه به ي همهمجموعه Bو  Aهاي موعهمج فاضل متقارنت            

           B آن را به صورت  .ولي نه به هر دو تعلق دارندA B دهيممي نشان .  
  

  .زير گوياي اين تعريف است نمودار ون
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A B  است سايه زدهناحيه.  

  بحث در كلاس     10.3.2
 .را بيابيد }a2,1{},b5,1,{تفاضل متقارن  - 1
Aيمجموعه - 2 B را با استفاده از هر سه عمل اجتماع، تفاضل، و اشتراك بنويسيد.  
Aيمجموعه - 3 Bتفاضل و اجتماع بنويسيد و ادعاي خود را  را تنها با استفاده از دو عمل

  .اثبات كنيد
 

   بحث در كلاس   11.3.2
ينشان دهيد كه مجموعه. تعريف بر اساس ويژگي: ايدنيز ديده  حتماً اين حكم را قبلاً

X A B اي است كه در تساويترين مجموعهكوچكA X B X  كند صدق مي
  ).بنويسيد 4.2.2ي قضيهمانند  2و  1صورت ابتدا حكم را به (

  
  .را نشان مي دهد عمل  يسهاي اساي زير برخي از ويژگيضيهق

  

  قضيه   12.3.2
  ، داريمA، B ،C  هاي دلخواهبراي مجموعه           
                 1-  .A A   
                2-.A A    
                3-.A B B A    
                4 -   .A B C A B C      
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                5-      .A B C A B A C       
  

   اثبات
هاي اعمال كنيم از ويژگيولي سعي مي. اثبات كرد توان به روش عضوگيريرا ميها اين حكم

  .ديگر استفاده كنيم
  
  1 -  

   \ \A A A

A A

    

     

 
  

2 -    . \ \A A A A A A       
  .راست استسر  -3
سعي . وقت خود را در كلاس نگيريد. قدري طولاني است 5و 4مراحل اثبات احكام          

  ז .كنيد در منزل انجام دهيد
  
  

  3.2 تمرين 
 را شما اثبات كرديد؟ 3.3.2ي دام حكم قضيهك .1

 نشان دهيد كه .2

\ )الف( ( ) ( \ ) ( \ )X A B X A X B  .  
\ )ب( ( ) ( \ ) ( \ )X A B X A X B  . 

Aثابت كنيد كه   .3 B A B         اگر و تنها اگر.A B  
 .هاي زير را اثبات كنيدتساوي .4

). )الف( ) \ ( \ ) ( \ )A B C A C B C   
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). )ب( ) \ ( \ ) ( \ )A B C A C B C   

. )پ( ( \ ) ( ) \ ( )A B C A C A C     
  نشان دهيد كه  .5
A  )الف(     B  راگر و تنها اگ.B A از اين رو ،A  بزرگ ترين مجموعه با

Aويژگي  A   است.   
A )ب(     B U  راگر و تنها اگ.A B   تعبير اين حكم چيست؟  

Aبا ويژگي هاي  Aنشان دهيد كه  )پ( A   وA A U  منحصر به فرد است.   
Xنشان دهيد كه  .6    اگر و تنها اگر.T X T  ،يعني  
   . ( ) ( )T X T X T       
Aثابت كنيد كه  .7 B A   اگر و تنها اگرB .  
)درستي يا نادرستي  .8 \ ) ( ) \ ( )A B A BP P Pرا اثبات كنيد.  
  نشان دهيد كه. اي دلخواه باشدمجموعهXها واي از مجموعهخانواده Aفرض كنيد .9
.) الف( \ ( \ )

A

X X A


 
A

A  

.) ب( \ ( \ )
A

X X A


 
A

A  

.) پ( \ ( \ )
A

X X A


 
A

A  

. )ت( \ ( \ )
A

X X A


 
A

A  

  

  همضرب وضرب    4.2
 عمـل ها انجام داد و حاصل آن يك مجموعه باشد، توان با مجموعهرا كه ميديگري عمل       

اين عمل قـدري بـا   . ، معروف استيدكارتضرب به  ي آن،است كه به نام ابداع كننده ضرب
را  مرتـب  جفـت  يا زوجبراي معرفي اين عمل، ابتدا بايد مفهوم . اعمال ديگر متفاوت است

با اين مفهوم نيز از قبـل آشـنا هسـتيد و حالـت خاصـي از آن را بـراي نمـايش        . كنيم ييادآور
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ي معرفي مجـدد ايـن مفهـوم، چنـد نكتـه      خاطربه از اين رو، . دياكار برده ي مختصات بهصفحه
  .كنيممجرد رياضي را بيان مي

  تعريف    1.4.2
 "عبارت"             ,a b  اًًًًًلزومنه ًٌٌَ( ئاز دو ش بتدوتايي مر يا ،جفت ،زوجرا  

  
  :شودزير تعريف مي ايلفهؤم به صورت هاتساوي آنكه ناميم ميb  و a )متمايز             

                (*)             , , &a b c d a c b d     
 

بـردن آن   كـار  نـدهيم، مشـكلي در بـه    عبـارت ي ايـن  اگر حتي هيچ توضيحي درباره        
طـور كـه بـدون آگـاهي دقيـق      نداشتيد؛ همان ي دبيرستان،، در دورهنخواهيد داشت، و قبلاً نيز

 ولـي خوانـدن  . ، مشكلي براي تشخيص آن نداريـد آبييا  سبزاز تعريف رنگ ) فيزيكي(علمي 
  .ير مفيد استمطالب ز

هايي كـه  رياضيات به چنين جملهنيز ديديم، در  مجموعه كه در معرفي مفهوم طورهمان      

-مـي  ))a,b( عبـارت (يا نمادگذاري  مرتب جفت يواژه توصيفآمده صرفاً  در كادر بالا

را به كمك مفهوم  مرتب جفت مفهوم كوراتوفسكي. دقيق علمي آن تعريفگوييم و نه 
  :كندمجموعه به صورت زير تعريف مي

  

  تعريف   2.4.2
به نمايش  مرتب جفت           ,a b عبارت است از  

      , , ,a b a a b  

  .است(*)  دهد كه تعريف كوراتوفسكي داراي ويژگيي زير نشان ميقضيه  



 
 مباني علوم رياضي 62

  قضيه   3.4.2
  .تعريف كوراتوفسكي داراي ويژگي زير است          

   , , &a b c d a c b d     

  
  اثبات 

aروشن است كه اگر  c  وb d آنگاه ،  
  

           , , , , , ( , )a b a a b c c d c d    
، فــرض كنــيم، بــا توجــه بــه تعريــف كواتوفســكي، بــرعكس         , ,a b c d يعنــي ،

         , , , ,a a b c c d .دهدحالت زير رخ مي دو.  

aكنــيم فــرض ):1 حالــت(      b. صــورت، ايــن در   ,a a b نتيجــه  در و

    ,a b a ــه ــك عضــوي اســت مجموع حــال چــون . اي ت   , ,a b c d نتيجــه ،              

ي كوراتوفسكي معرف گيريم كه مجموعهمي ,c d   يعني    , ,c c d     نيـز تـك عضـوي

پس . است   ,c c d  در نتيجهو c d . حال تساوي   , ,a b c d    به ايـن معنـي
است كه    a c و در نتيجهa c .س پb a c d  .   

ــت( . فــرض كنــيم  :)2حال ba  ايــن صــورت، در{ , } { }a b b .ي مجموعــه در نتيجــه
( , ) {{ },{ , }}a b a a b  يبنـــــــابراين، مجموعـــــــه . داراي دو عضـــــــو اســـــــت
( , ) {{ },{ , }}c d c c d   ــت ــوي اسـ ــز دو عضـ ــه  . نيـ ــاوي مجموعـ ــال، از تسـ ــاي حـ هـ

{{ },{ , }} {{ },{ , }a a b c c d نتيجــــه بگيريــــد كــــه}{}{ ca   و},{},{ dcba  
caبنابراين  )چطور؟(  و db  )ז  )چرا؟  
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شـدند، از ايـن    هموج ئياشيا ،هاي مرتبجفتكوراتوفسكي، تعريف حال كه با توجه به          
گذاريم و صرفاً از نماد مي پس تعريف كوراتوفسكي را به حاشيه ,a b  اسـتفاده   (*) و ويژگـي 

  .كنيممي
  

   تعريف   4.4.2
Aرا با  Bي در مجموعه Aي مجموعه) دكارتي( ضربحاصل            B نشان 

  .كنيمو آن را به صورت زير تعريف مي دهيممي            
  , ,A B a b a A b B     

  
  

  .شودتوجيه مي 11در فصل  ضربحاصلي واژه      

  بحث در كلاس   5.4.2
Aدر هر يك از حالت هاي زير،  B وB Aرا مشخص كنيد.  

1 -   }{aA   و}{bB .  
2 -   A  وB باشد )تهي يا ناتهي( دلخواه.  
3 -  }2,1{A B .  
  

هاي يكي از نمايش. ها را شايد نتوان به خوبي با نمودار ون نمايش داداين عمل مجموعه      
مي ي مختصات دكارتيي آن از نمايش نقطه در صفحهها كه ايدهمجموعهضرب متداول حاصل

  .آيد، به صورت زير است

              A B       
 AAَ B   

  
  

  A           
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  كلاس حث درب   6.4.2
 .هاي زير را در دستگاه مختصات دكارتي نشان دهيدمجموعه -1
      ]٢,١[]4,3[ )الف(
    }٢,١{}٣,٢,١{ )ب(

 

Aيهر زيرمجموعه آيا. ال با دقت و بدون عجله پاسخ دهيدؤبه اين س -٢ B زوماً ل
Sبه صورت T  است كه در آنS A وT Bاگر پاسخ منفي است، مثالي  ؟
  برعكس چطور؟ . ارائه دهيد

هـاي ديگـر كـه    را بـا عمـل   عمل ضرب و ارتباط آن هايويژگيحال برخي از         
  .آوريمبيشتر استفاده مي شوند، مي

   قضيه   7.4.2
  داريم A ،B ،Cهاي دلخواه براي مجموعه            
           1-     A B C A B A C     .  
           2 -       A B C A B A C     .  
           3 -     \ \A B C A B A C   .  

  
   اثبات

  .شما نيز يكي ديگر را اثبات كنيد. كنيمرا اثبات مي 3حكم
    \ , \A B C x y x A y B C      
  ,x y x A y B y C       

      , , ,x y x y A B x y A C      

    \A B A C    



 
65  هاها و اعمال روي آنمجموعه  

  بحث در كلاس   8.4.2
.ها را اثبات كنيدو سپس آنهاي زير را كامل عبارت  

  
i

i I i I

i
i I i I

A A

A A

 

 

  

  

 
 

 

 

مجموعـه را   دلخـواه ضرب دكارتي تعـدادي  مرتب، حاصل جفتمفهوم در زير با تعميم         
  .تعريف زير را ببينيدابتدا . كنيممعرفي مي

  تعريف    9.4.2
، عبارت nبراي هر              1,..., na aرا يك nاز تايي مرتب n نه ( ئش

 تايي مرتبnام اين i يمولفه ياجمله را  iaهر . ناميميم )متمايز لزوماً
  همچنين،.  ناميممي

1 1( ,..., ) ( ,..., ) ,n n i ia a a a i a a      
  

                  بارت است از ع nA،. . . ،  1ܣ هايدكارتي مجموعه ضربحاصل      

1ܣ   1... ,..., ,n n i iA a a i a A        
A...ها با هم برابرند، به جاي iA يكه همه در حالتي     A  نويسيمب توانيم ميnA.  
  .تعميم بعدي اين مفهوم به صورت زير است      
  

   تعريف   10.4.2
عبارت  1 2, ,...a a همچنين، . ناميممي متناهيي نادنبالهرا يك

   1 2 1 2, ,... , ,... , i ia a a a i a a     .  
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 يدنباله       1 2, ,...a a  ي هاي فشردهرا به صورت i i

a


يا  
1i i

a



. دهيممي نشاننيز  

  .دهيمترين صورت آن تعميم ميبه كلي حال اين مفاهيم را
  

   تعريف   11.4.2

Iي دلخواهبراي هر مجموعه                 عبارت صوري ،Iiia )( را يكIمي تايي    
  همچنين،   . ناميم               

    ,i i i ii I i I
a a i I a a

 
      

  

يخانواده )دكارتي( بضرحاصل       i i I
A


  :عبارت است از  

  ,i i i ii I
i I

A a i I a A




     

,البته اگر }n   ...,2 ,1{I   ياI مي نويسيم ،  

     nA1ܣ 
1

n

i
i

A


 

2ܣ 

 

1ܣ

 
1

i
i

A




  

طور كه عبارت صوري همان     ,a b  ًكـه   ،اسـت  مرتب جفتبراي نمايش   نماديصرفا
Iiiaه داد، عبارت صوري ئيك تعريف دقيق آن را كوراتوفسكي ارا )( گـذاري  نيز صرفاً يك نماد

-ضرب دكارتي خانوادهاين مفهوم و حاصل 7.2.8تعريف در . تايي استIيبراي معرفي واژه

ي  i i I
A


   .كنيمتعريف مي  تابعرا مجدداًً به كمك مفهوم  
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 دوگان ،به تعبيري ،تابع خواهيم ديد كه فصل كنيم كه درحال عمل ديگري را معرفي مي      
  .ضرب استمفهوم حاصل

  تعريف   12.4.2
  هاياي به نمايشمجموعه  1ܣ، 2ܣهاي مجموعه اجتماع مجزاي                

  .و با تعريف زير است  1ܣ  2ܣ يا   1ܣ   2ܣ 1ܣ،ي                         2ܣ
})2{2ܣ }) (1ܣ { 1(2ܣ   1ܣ  

     
كنيم كه هر عضو مي توجه      *

i iA A i  به صورت ,x i است، كه در آنix A 

ي ي ساخته شدهمجموعه، دو مجزا نباشند  2ܣو 1ܣهايحتي اگر مجموعه، همچنين
1ܣ { 1} 1ܣ

2ܣ  2ܣ}2{و  כ
اجتماع ي مطلب واژهاين . مجزا هستنديقيناً   כ

 دوگانطور كه گفتيم، خواهيم ديد كه اجتماع مجزا به تعبيري همان.  كندرا توجيه مي مجزا
  .توانيد با اجتماع مقايسه كنيددر حال حاضر آن را مي. ضرب استمفهوم حاصل

  

  بحث در كلاس    13.4.2
رض كنيد ف - 1 1 , ,A a b c و 2 ,A a d .1هايمجموعهA1يA 2 وA1يA را

1ها را به ترتيب با تعداد عضوهاي مشخص و تعداد عضوهاي آن 1A A  1و 2A A مقايسه
 . ها را بيابيدهاي آنو تفاوت كنيد

ي دلخواه تعريف اجتماع مجزا را به خانواده  - 2 i i I
A


 A تعميم دهيد. 

  

  4.2  تمرين
 پاسخ داديد؟ 6.4.2بحث  2آيا به سؤال  .1

 .را اثبات كنيد 7.4.2ي هاي قضيهيكي ديگر از حكم .2
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 .را اثبات كنيد 8.4.2هاي بحث يكي از حكم .3
 .را اثبات كنيدتساوي هاي زير  .4

1 2 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A A B B A B A B A B A B          
  

1 2 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A A B B A B A B A B A B          
  

  نشان دهيد كه  .5
 

{ | , }

{ | ( , ) }

i j i j
i I j J

ji

A B A B i I j J

A B i j I J

 

    

   

  


  

  .را بنويسيد 5تمرين حالت اشتراك . 6
  .هاي زير را اثبات كنيددرستي يا نادرستي عبارت. 7

) )الف(     ) ( ) ( )A B C A B A C     .  
)  )ب(     ) ( ) ( )A B C A B A C     .  
  .هاي زير را اثبات كنيددرستي يا نادرستي حكم .8

) )الف(     )i j i i
i I i I i I

A B A B
  

    .  

. )ب(     ( )i j i i
i I i I i I

A B A B
  

      

.  )پ(     ( )i i i i
i I i I i I

A B A B
  

      

I}2,1{را براي حالت 8هاي درست تمرين حكم  .9  بنويسيد .  
)درستي يا نادرستي عبارت  .10 ) ( ) ( )A B A B  P P P را نشان دهيد.  
به صورت انديسدار داده نشده باشد،  13.4.2بحث  2در بند  كه A ي  اگر خانواده  .11

  كنيد؟تعريف مي چطوراجتماع مجزا را 
  



 

  
  3فصل 
 

  ترتيبو  رابطه
  
هـايي  مجموعـه ها به كمك زيـر آن علوم رياضي و كاربردهايبسياري از مفاهيم مهم در  

ها را آغاز مجموعهي اين زيردر اين فصل مطالعه. شونددكارتي معرفي مي ضرباز حاصل خاص
و  تـر جديـد كنيم كه بـه مـرور مطالـب كتـاب     توجه مي. گيريمهاي بعدي پي ميو در فصل
  .لازم است دقت و وقت بيشتري صرف كنيداز اين رو . شوندميتر جدي

  

  رابطه  1.3
ضرب دو مجموعه هاي خاص حاصلمجموعهاز زير برخي  تنها يگرچه قصد ما مطالعه      

كنيم و با برخي از مفاهيم مربوط به آن آشنا است، ولي ابتدا حالت كاملاً كلي آن را معرفي مي
 .شويممي
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 تعريف   1.1.3

Aاز  Rي دلخواه چون مجموعههر زير             B  يا به طور )دوتايي(اي رابطهرا ،
  .ناميممي Bبه  A از ،ايرابطه              ساده 

  

. وجود دارند Bبه  Aاي چون از مجموعه بسياريهاي دهد كه رابطهين تعريف نشان ميا      
، يعني Bبه  Aهاي از عضو باشد، آنگاه تعداد رابطه 7داراي  Bعضو و  5داراي  Aي مثال، اگر برا

Aهاي تعداد زيرمجموعه B  و بينهايت رابطه از  ،)چرا؟(است    بابرابر  به  وجود
  .كنيمچند مثال آشنا را يادآوري مي !ددار
 يعني،  ،به خودش Aي دلخواه از مجموعه هماني يا  تساويي رابطه -1

{( , ) | } {( , ) | }x y A A x y x x x A      
 يعني،  به خودش، از  كوچكتراز يا مساوي با يرابطه - 2

  ,m n m n   
 

 از ساوي بابزرگتر از يا مي رابطه - 3  يعني،  ،به خودش 

  ,m n m n     
از 5ي به پيمانه همنهشتيي رابطه -4  يعني، ،خودشبه   

 
 .ها به خودشي مثلثاز مجموعه همنهشتيي رابطه - 5
 .ديگر شما بياوريد آشناي يكي دو تا مثال -6
 

  .كنيممعرفي مي نمادگذاري مفيد زير را ،ي بحثقبل از ادامه                

  نمادگذاري    2.1.3
هاي بالا، معمولاً به جاي با الگو قراردادن مثال , a b R سيمنويميaRb خوانيممي و a  با

b ي رابطه درR و اگر است ، ,a b Rنويسيم، ميaRb.  همچنين اگرR A A  ،
  .است A در يا  روياي رابطه Rگوييم كه مي
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 هم را تنها وقتي با Sو Rي رابطهه لازم است بگوييم اين است كه دو ديگري ك ينكته      

Aي يك كنيم كه هر دو زيرمجموعهمقايسه مي B باشند .   
      

 بحث در كلاس   3.1.3

A}5,3,2{ كنيد فرض ، }6,3{B  و  ,R a b A B a b    كه در آن
a b  يعنيb  مضرب طبيعيa است.  
را مشخص  Rي عضوهاي همه . ٢|6است، زيرا  )6,2( جفت Rيكي از عضوهاي  )الف(      

   .كنيد
  .يسيدبنو Bبه  Aي ديگري از رابطه )ب(      

Aو  ، })3,2(,)6,2({آيا  )پ(       B   هايي از ز رابطهنيA  به
B   

  هستند؟
  

  :ندروخاص زير بسيار به كار مي يدو رابطه    
  

   تعريف   4.1.3
ي رابطه) الف(              

  ,A a a a A    
، زيرا   ناميممي  A   در قطرييا  ،تساوي ،هماني يرا رابطه            
yx   Ayx ),(  

A  )ب(          A A  ) نمادبخوانيد  نابلا  را(.  
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  انواع رابطه
اي از اسـت و هـر زيرمجموعـه    كليبسيار  Bبه  Aطور كه متوجه شديم، تعريف رابطه از همان

A× Bها را در اين يـا آن  هايي هستند كه آنويژگيها داراي برخي از رابطه. گيردرا دربر مي

ي چند نمونهي ديگـر  اهدر اين بخش و بخش. سازدز رياضيات و كاربردها مفيدتر ميحث امب
هـاي  از بين ويژگـي  .كنيممعرفي مي ،گيرندهاي بعدي مورد استفاده قرار ميويژه را كه در درس

كنـيم، كـه   به موارد زير اشـاره مـي   ، شوندمطرح مي A در بسياري كه در ارتباط با مفهوم رابطه
  .كنندمعرفي مي Aرا در  خاصهايي ها رابطهي از آنتركيب

  

   تعريف   5.1.3
   : Aدر   Rي رابطه              

   است اگر  بازتابي يا انعكاسي )الف(             
,x A xRx   

x,است اگر براي متقارنيا  تقارني )ب(               y A  
xRy yRx  

x,است اگر براي دمتقارنپايا  ادتقارنيپ )پ(             y A، 
   &  xRy yRx x y  

,است اگر براي ايارتيا  متعدي )ت(             ,x y z A،  
   & xRy yRz xRz  

,است اگر براي هر زنجيري اي خطي )ث(             ,x y A،  
 xRy

 

 
 yRx  

 

هاي بالا ه دهيد كه داراي برخي از ويژگيئتوانيد ارامي  Aروي ياز رابطه بسياري هايمثال      
 .شويمها آشنا ميبه مرور با تعدادي از آن. را نداشته باشند هاباشند و برخي ويژگي
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   بحث در كلاس   6.1.3

فرض كنيد   , ,A a b c.  
   .را بنويسيد Aي انعكاسي روي رابطه) عضو ترينكمبا (ترين كوچك -1
)},,(),,(),{(كنيد فرض -2 cbbaaaS  .بـه  را  تعداد عضـو  ترينكمS   بيفزاييـد كـه           

  .دست آيد به A يرو Rچون  تقارني ايرابطه
  .آن پاسخ دهيد بنويسيد و به متعديجاي تقارني، به 2ال ؤدر س -3

      
معرفـي   خـاص ي يهاهاي بالا، رابطهتركيبي از ويژگيبا در نظر گرفتن طور كه گفتيم، همان      

پـردازيم كـه حتمـاً    مي مهمو  خاصهاي هدر اين كتاب به ويژه به سه تا از اين رابط. شوندمي

 ،آمار، رياضي، علوم كامپيوتر( هاي علوم رياضيدانشجويان رشتهي همه كه لازم است
  .آشنا شوندها با آن.)  . .و 

  1.3    تمرين
پذيري در اعداد صحيح داراي كدام ويژگي مذكور در ي بخشتحقيق كنيد كه رابطه .1

 است؟ 5.1.3تعريف 

ويژگي مذكور در تعريف  راي كدامهاي زير در اعداد حقيقي داه رابطهتحقيق كنيد ك .2
 است؟ 5.1.3

xRy.) الف( x y    
xR.) ب( y x y     

ــه   .3 ــه رابط ــد ك ــق كني ــر در تحقي ي زي  \{ }A P    ــذكور در ــي م ــدام ويژگ     داراي ك
  است؟  5.1.3تعريف

            متقارن و متعدي Rنشان دهيد كه. استAياي انعكاسي در مجموعهرابطهRكنيد فرض .4
  است اگر و تنها اگر

 ( ) ( )aRb aRc bRc 
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در nي به پيمانه nي همنهشتي ، رابطهnبراي هر عدد طبيعي كنيم كه آوري ميياد .5
 شودبه صورت زير تعريف مي :   

nx y  اگر و تنها اگرx y  مضربn يعني، . باشد|n x y .جاي گاهي بهnx y 
mod)نويسيم مي )x y n  ي به پيمانه(يا(x y n.  

  است؟ 5.1.3تحقيق كنيد كه اين رابطه داراي كدام ويژگي مذكور در تعريف 

به ويژه (شوند طرح ميها مه در بحث در كلاسهايي كسؤال به كنيم كهآوري ميياد .6
  .حتماً پاسخ دهيد) 6.1.3

  ترتيبي يرابطه   2.3
 هاي علمي و غير علمي را بادر زندگي روزمره نيز اغلب پديده. اعداد آشنا هستيم ترتيببا      
هيم دمي تعميمهاي ديگر دراين بخش مفهوم ترتيب اعداد را به مجموعه. كنيممقايسه ميهم 

 ممكن استاين بخش  بسياري از مطالب. كنيمو اين مفهوم را به صورت مجرد مطالعه مي
  .بيشتر دقت كنيدد، نتازگي داشته باش برايتان

و  42دانيم كه مثلاً ايم و ميبا ترتيب اعداد از همان كودكي آشنا شدههمان طور كه گفتيم،       
62 .2كندكه اعداد خطور نمي كرمانفهوم آنقدر عميق در ذهنمان قرار گرفته است كه به فم اين ،
  را بتوانيم جز به صورت صعودي  6، 4

  6  
4  

2  

  ولـي ٢|6، ٢|4به اين دليل كـه   ، براي مثال، ها راكه ممكن است لازم باشد آندر حالي! بچينيم
6|4 4و|6  زير بچينيمبه صورت:  

      6     4                            

                                                       2      
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زي آنقدر عميق در ذهنمان قرار گرفته است كه اگر با با يمفهوم ترتيب عدددر واقع،        
ممكن است افراد تيم را با توجه به ، كم آشنا باشيم ) مانند ابراهيمي(يا  يمفوتبال آشنا نباش

در ! ها در زمين بچينيموزن آن) عددي(ي اندازه قد، يا ) عددي(ي سن، اندازه) عددي(ي اندازه
ها ي آنكه به هر دليل ديگر عدديحالي كه اغلب لازم است اشياء را نه لزوماً برحسب ويژگي 

در اين بخش قصد داريم مفهوم ترتيب معمولي اعداد را به . كنيم مرتباصطلاح  به را

 طور كه گفتيم، همان .مطالعه كنيم مجردرا به صورت  هاي دلخواه تعميم دهيم و آنمجموعه

  .بيشتر دقت كنيد :بسياري از مطالب اين بخش ممكن است برايتان تازگي داشته باشد

  :هايكنيم كه داراي ويژگيدر اعداد، مشاهده مي  يرابطه دقت بهبا كمي       
ــي انعكاســـــــــــــــــ x x،ــا -دپـــــــــــــــــ

)(تقارني yxxyyx تعـدي و)( zxzyyx  از . اسـت
  .كنيممجرد سازي آن را به صورت زير تعريف مياين رو، تعميم و 

  
  

   تعريف  1.2.3 
R، يعنيPيدر مجموعه Rي رابطه             P P  كه( ي ترتيبي جزئيرابطه، را  

                     ، و تقارني ادپ، انعكاسيگوييم اگر مي) ترتيبي يرابطهما آن را به اختصار،             

  .باشد  متعدي          
  

    بحث در كلاس   2.2.3
 .تقويت كنيدحال درك خود را از تعريف بالا 

 كـدام ! ، ترتيبي نيسـت   معمولي اعداد، يعني كوچكتريي كنيم كه رابطهمي توجه - 1
 ادپ ـكه  كنيدمي لاستدلا چطور ؟را ندارد تقارني، و متعدي ادپ، انعكاسي ويژگي از سه ويژگي

  ).از استاد درس كمك بگيريد !در آن است) از اصول منطق( اي فنينكته(است؟ تقارني 
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  يبخشپذيري توانيد نشان دهيد كه رابطهه آساني ميب  - 2
mRn m n  

  چطور؟ در. ترتيبي است در
  :ترتيبي است Pزير در ي رابطه. = P }گرگان ,اصفهان,شيراز {نيد رض كف - 3

  =R})گرگان,گرگان( ,) اصفهان,اصفهان( ,) شيراز ,شيراز( ,)اصفهان,گرگان({
  :داريم  2.1.3كه در نمادگذاري 
   اصفهان  Rگرگان  شيراز، Rاصفهان، شيراز R گرگان، اصفهان Rگرگان 

  .بنويسيدي ترتيبي ديگر يك رابطه  Pشما در    
  

  نمادگذاري   3.2.3
ي رابطه ي، واژهيعني  ،ي ترتيبي معمولي اعدادطوركه با الگو قراردادن رابطههمان 

پاد ، انعكاسي هايكه داراي ويژگي P ي دلخواهدر مجموعه ايهر رابطه را براي ترتيبي
را  Pهاي ترتيبي دلخواه روي دانان معمولاً رابطهباشد به كار برديم، رياضي متعدي، و تقارني

اي از مجموعه Pدهند، حتي اگرنمايش مي Rبه جاي  ) يا از قبيل(  نماد آشناينيز با 
كه قرار  ،2.1.3توجه به نمادگذاري با  ،حتي. ي ترتيبي معمولي اعداد نباشدرابطه اعداد و 

شد به جاي  ,x y  بنويسيمx y ،براي خواندن عبارتx y هاي از همان واژه
براي مثال،   !!است yكوچكتر از يا مساوي با  xخوانيم كنيم و ميعددي استفاده مي

اصفهان خوانيم و مي اصفهان  گرگان نويسيمميبحث در كلاس  بالا،  3با توجه به بند
اين قراردادها ممكن است در اوايل كار قدري !! كوچكتر از يا مساوي با گرگان است

  . كنيدها عادت ميد، ولي به مرور به آنناشتباه برانگيز باش
ي ترتيبي اعداد داراي ويژگي ي ديگري كه لازم است مطرح كنيم اين است كه رابطهكتهن      

 yو  xاست، زيرا براي هر دو عدد حقيقي  5.1.3تعريف  )ث(خطي يا زنجيري مذكور در بند 
xداريم y  ياy x .ي مثال، بخشپذيري در اعداد برا(هاي ترتيبي رابطه ولي بسياري از

  .تعريف زير را ببينيد. دنكندر اين شرط صدق نمي) طبيعي يا زيرمجموعه بودن
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   تعريف   4.2.3
x,است و  Pاي ترتيبي دلخواه روي رابطه كنيم  فرض            y P  .كماگر دست  

xحالت كي از دو ي            y  ياy x گوييم كه رخ دهد، ميx  وy  ) نسبت به(  

  نويسيممي گاهي ندهد، رخ التـاگر هيچ يك از اين دو ح ،انـدقابل مقايسه           
         x y.  

  
و همچنـين   6و  2نگـاه  آدر نظر بگيـريم،   را در يبخشپذيري ثال، اگر رابطهبراي م      

همچنـين توجـه   ! قابل مقايسه نيسـتند . . .  و . . . در حالي كه ) چرا؟( اندقابل مقايسه 4و  12
در نظر بگيريم، آنگـاه هـر دو عـدد     را روي  معمولي ترتيبيي كنيم كه اگر رابطهمي

  ! هستند قابل مقايسه nو  mطبيعي دلخواه 
  
  

   تعريف   5.2.3
  ي ترتيبي به رابطه Pگوييم كه باشد، گاهي مي Pاي ترتيبي در رابطه اگر              

),( جفتشده است، يا  مجهز              P است اي مرتبمجموعه.   
  نيز باشد، خطي اگر . ناميمآن مي يي زمينهمجموعه را Pدر اين صورت             
  گوييم كهمي             ),( Pاست زنجير.   

 

براي مثال        ,ي مرتب ير است در حالي كه مجموعهزنج( ,|) در ( چنين نيست
  .) تا اشتباه برانگيز نباشدايم استفاده  كرده ، به جاي |اينجا از نماد متداول بخشپذيري، يعني 

ي متعددهاي ترتيبي تحت رابطهممكن است  Pبديهي است كه يك مجموعه چون        
ي ثحدر ب براي مثالامكان اشتباه نباشد، اگر ) اين طور نيست؟( باشد اي مرتبمجموعه

 جفت نظر باشد، به جاي اينكه بگوييم مد Pروي  ي ترتيبي صرفاً يك رابطه ,P  
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-كنيم و صرفاً ميينم را به طور صريح ذكر رتيبي ي ت، رابطهاي مرتب استمجموعه

  !اي مرتب استمجموعه Pگوييم كه 
  

  بحث در كلاس   6.2.3
ترتيبي خطي علاوه بر  يرابطه يك - 1            , , , , , , , , , , ,a a b b c c a b a c b c و 

},,{ ي غير خطي رويرابطه يك cbaP  مثال بزنيد.  
خطي است؟ در  P({a,b})ي توانيدر مجموعه  ي ترتيبي شموليهرابط آيا - 2

}},{},{,{ baaP  چطور؟  
)ي توانياي نامتناهي از مجموعهزيرمجموعه - 3 )P ي شمولي مثال بزنيد كه تحت رابطه
 زنجير باشد. 
  
ي مرتب مربوط به مجموعهديگر ي در زير چند واژه       ,P   را كه مورد استفاده قرار

نمادگذاري  ،ي ترتيبي معمولي اعدادالگو قراردادن رابطه ابتدا، با. كنيمخواهند گرفت، معرفي مي
xمتداول  y ي تاكيد بر اين كه توان برارا ميyx   وليyx  كار بردبه. 

 
 

   تعريف   7.2.3

  نويسيماست و مي y مقدم بر xاست، يا  x تالييا  پوشش yگوييم كه مي          
          x y   اگرy < x ولي هيچ عضوي چونPz  به طور سره بينx  وy وجود  
با ويژگي  zنداشته باشد؛ يعني، عضو             x z y وجود نداشته باشد.                 

  
xكه وقتي توجه كنيد        y  zyx، آنگاه از    گيريم كه نتيجه ميy z  يا

y x.  
تبحر خود را در . شوندسريع درك نمي هاطور كه گفتيم و ديديم، تعريف برخي از واژههمان      

  .زير افزايش دهيد
  



 
79   رابطه و ترتيب

  بحث در كلاس   8.2.3
است  4تالي  5باشد، روشن است كه، براي مثال،  ي ترتيبي معمولي رويرابطه اگر   - 1

  .تالي هيچ عدد طبيعي نيست 1و البته عدد ) چرا؟( نيست 4تالي  8ولي 
تنها يك مقدم دارد،  5در اين صورت، . در نظر بگيريد ي بخشپذيري را رويحال رابطه  - 2

 12عدد . تنها مقدم هر عدد اول است 1 ددعپذيري، نسبت به بخشآن كدام است؟ در واقع، 
چند تالي  12عدد . بنويسيد 12همچنين، سه تالي براي . ها را بيابيدداراي دو مقدم است، آن

  دارد؟
  .زنجيري مثال بزنيد كه هر عضو آن داراي پوشش باشد - 3
  .زنجيري مثال بزنيد كه هر عضو آن هم داراي پوشش و هم داراي مقدم باشد -4
 .يري مثال بزنيد كه هيچ عضو آن تالي نداشته باشدنجز - 5
  

بالا ديديم كه يك عضو ممكن است بيش از يك پوشش يا بيش از يك مقدم  1در بند       
  .دهددهد كه اين پديده در زنجيرها رخ نميزير نشان ميي قضيه. داشته باشد

   

   قضيه   9.2.3
اگر              ,P البته در صورت وجود(هر عضو ) و مقدم(نجير باشد، آنگاه پوشش ز(  

  .است) يعني يكتا(منحصر به فرد             
  

    اثبات
  .خواهيد برد كار ي اثبات اين حكم را به كرات بهروش ساده

Pcbچون داراي دو پوشش Paعضو كنيم كهفرض مي        , يعني. دباش b   a و  

c   a.  چونP ،داريم زنجير استb c  ياc b .اگرb cخواهيم ، 
داشت a b c يجه و در نتb=c ) صورتبه همين ). را ببينيد 7.2.3جمله بعد از تعريف ،
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cاز b كه  توانيم نتيجه بگيريمميb=c . يكتا )البته در صورت وجود(پس پوشش هر عضو
البته در (عنوان تمرين، يكتايي مقدم هر عضو را در زنجيرها به  !جالب بود، نبود؟. است

   .كنيدثابت ) صورت وجود

   نمودار ترتيبي   10.2.3
جام مراحل زير به صورت تصويري در ان توانيم بارا مي Pي مرتب گاهي عضوهاي مجموعه

 مراحل زير كاملاً گويا نبود، در اگر. (شودكه  بسيار مفيد واقع مي) بچينيم(صفحه نشان دهيم 

  .) ها خواهيد شدعمل متوجه آن
 .دهيمنشان مي) پر خالي يا تو تو(اي كوچك دايره) يا بدون(را با  Pxهر عضو - 1
y باشد، يعني  xپوشش  yاگر  - 2  x ي ، و تنها در اين صورت، پاره خطي از دايرهx 

 ).كنيمميرسم  yي تر از دايرهرا پائين xي دايره( .كنيمرسم مي yي به دايره
ضو بايد دست كم بالاتر از يك عضو در سطح زيرين خود باشد، يا سطح زيرين هر ع - 3

 .براي آن وجود نداشته باشد
 

   بحث در كلاس   11.2.3
},,,{كنيد فرض dcbaP  .ي رابطه ترتيبي نمودار  

         1 , , , , , , , ,R a a b b c c d d a b a c  
  : به صورت زير است
                                       c                          b  

   

        

                         d                   a         
   

 .ي زير را رسم كنيدنمودار ترتيبي رابطه - 1

                2 . , , , , , , , , , , , , , ,R a a b b c c d d a b b c a c a d  
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انعكاسي بودن را ( .ي زوج هاي مرتب مربوط به نمودار ترتيبي زير را بنويسيدمجموعه  - 2
 .)فراموش نكنيد

                                                        d                          

                                                                          

                               b        c                     

 

                a                              

},{فرض كنيد - 3 baX  .نمودار ترتيبي( (X), )P  .را رسم كنيد  

  2.3   تمرين
}ي ي ترتيبي روي مجموعهرابطه چند .1 , , }P a b c هـا  هاي ترتيبي آنبنويسيد، و نمودار

 ها خطي هستند؟كدام. را رسم كنيد

 پاسخ داديد؟ )3(6.2.3و  )1(2.2.3هاي ثبح هايسؤال به آيا .2

 !آن را دوباره ببينيد 4پاسخ داديد؟ بند   8.2.3 هاي بحثبه سؤال آيا .3

طوري كه هر عضو آن تالي داشته باشد ولي تعدادي نامتنـاهي   اي مرتب بسازيد بهوعهممج .4
 .از عضوهاي آن مقدم نداشته باشد

)فــرض كنيــد    .5 , )PP   و( , )QQ  باشــند، يعنــي،   مجــزاي مرتــب دو مجموعــه
.P Q  ي ي زير روي مجموعهكه رابطه نشان دهيدR P Q  ترتيبي است:  

( , & ) ( , & )P Qx y x y P x y x y Q x y        

ي مرتـب  اين مجموعـه  !در رابطه نيست Qهيچ عضو با  Pكنيم كه  هيچ عضو توجه مي      
( , )R P Q    اجتماع ترتيبيراP  وQ ناميممي.  
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)فرض كنيد  .6 , )PP  و( , )QQ  نشـان دهيـد كـه    . باشـند  مجـزا مرتب ي دو مجموعه
Rي ي زير روي مجموعهرابطه P Q  ترتيبي است:  

( , ) ( , ) ( , )P Qx y x y P x y x y Q x y x P y Q             

ايـن  . اسـت  Qعضـو   هـر تر از يا مساوي با كوچك Pعضو  هركنيم كه  در اينجا، توجه مي
ــه ــب  يمجموع )مرت , )R P Q    ــيرا ــوع ترتيب ــي Qو  Pمجم ــاميم م ــا  ن و ب
P Qدهيمنشان مي.   

Pهايي براي با رسم نمودار ترتيبي، مثال .7 Q  وP Q ارائه دهيد.  

1فرض كنيد  .8 1( , )P  ،. .  . ،( , )n nP  ي نشان دهيد كه رابطه. هايي مرتب باشندمجموعه
1زير روي   nP P P  ترتيبي است:  

1 1( , , ) ( , , ) ( )n n i i ix x y y i x y          

  .ناميميم ايلفهؤمي ترتيبي را اين رابطه

Rثابت كنيد كه . زنجير باشند Qو  Pنيدفرض ك .9 P Q   اي زنجيـر  لفـه ؤبا ترتيـب م
  .بيش از يك عضو داشته باشد Qيا  Pاز  حداكثر يكياست اگر و تنها اگر 

)فرض كنيد. 10 , )PP   و( , )QQ  ي زير نشان دهيد كه رابطه. هايي مرتب باشندمجموعه
Rوير P Q  ترتيبي است:  

( , ) ( , ) ( ) ( & )P Qx x y y x y x y x y          

  . )چرا؟( ناميممي ايلغتنامهيا  قاموسياين ترتيب را ترتيب 

Rثابت كنيد كه . زنجير باشند Qو  Pفرض كنيد .11 P Q      با ترتيـب قاموسـي زنجيـر
  .است
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 ي بهنشان دهيد كه رابطه. است Pروي) جزئي(اي ترتيبي رابطه فرض كنيد كه  .12
)و با تعريف  نمايش  )x y y x   ي مرتب مجموعه. نيز ترتيبي است( , )P   را
)دوگان  , )P  ناميم و آن را با ميopP نمودار ترتيبي.  دهيمنمايش ميopP  چه تفاوتي با
  .دارد؟ مثالي ارائه دهيد Pنمودار

  هاي مرتبعضوهاي ويژه در مجموعه   3.3
     
  براي مثال. خاص هستند ،هاي مرتب به دلايليبرخي از عضوها در مجموعه   

  

   يفتعر   1.3.3
فرض كنيم                ,P در اين صورت، . است) جزئي(اي مرتب مجموعه 

  گوييم اگر از هرمي )نسبت به ( Pعضو  ترينبزرگ را Paعضو )الف(            
  تر باشد؛ يعني، بزرگ  Pرديگ عضو             

 
ax  )( Px  

  گوييم اگر از هرمي)  نسبت به ( Pعضو  ترينكوچكرا  Pbعضو) ب(           
   تر باشد؛ يعني،كوچك  Pعضو ديگر             

xb  )( Px  
            .ناميممي كراندارترين عضو باشد، آن را وچكترين و كبزرگداراي Pاگر )پ(            

  

ها همان معني لغوي خود را است، زيرا واژهنسبت به تعريف بعدي آسان بالا درك تعريف       
ي مرتب اترين عضو در مجموعهترين يا كوچكاين نكته نيز لازم به ذكر است كه بزرگ. دارند

. است منحصر به فردها شد، ولي در صورت وجود، هر يك از آنممكن است وجود نداشته با

اثبات كنيد، اثبات جالب آن را در   9.2.3ي قضيه اثبات اگر نتوانستيد اين واقعيت را به روش
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ترين عضو با توجه به يكتايي مذكور، معمولاً بزرگ. ببينيد 3.3.3 يقضيه ,P   يا  1را باT 
 ترين عضو آن را با و كوچك يا البته در صورت وجود(دهيم نمايش مي.(  

   بحث در كلاس   2.3.3
ترين عضو در كوچك -1    ,در  و( ,|) ترين عضو دارند؟ اند؟ آيا بزرگكدام  
ترين عضو در ترين و بزرگوچكك -2     ,X Pاند؟كدام  

مشخص ) در صورت وجود(هاي مرتب زير را مجموعهعضو ) ترينكوچك(ترين و بزرگ  -3   
  : كنيد

  
aكه در آن   b  يعنيb  مضرب طبيعيa است.  
مشخص ) در صورت وجود(ترين عضو را گترين و بزردر نمودارهاي ترتيبي زير، كوچك -4

  .كنيد
  

|

| |

a a a b

b c b c

d c d

  

  
  )  پ)                 (ب(          )          الف(                               

 

  قضيه   3.3.3
عضو) ترينو كوچك(ترين بزرگ             ,P يكتا( د، منحصر به فرد، البته در صورت وجو (  

   .هستند            
  

  اثبات
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سوگند كنند، ولي قرار شد هيچ حكمي را با اصرار يا مي خودي خود يكتايي را القاها بهالبته واژه 
  ! خوردن بر كسي تحميل نكنيم

كنيم كه هر دو ، فرض مي9.2.3ترين عضو، مشابه اثبات قضيه براي اثبات يكتايي بزرگ      
Pbaضو ع , براي هر عضو  پس، . . . حال چون. ترين عضو باشندبزرگP از جمله ،b  ،

bداريم  a .پس . . . ي مشابه، گونه از طرفي به ،a b . حال ازb a وa b  و
 !جالب بود؟! شودو حكم اثبات مي. . . گيريم كه هاي ترتيبي، نتيجه ميادتقارني بودن رابطهپ

   .ترين عضو را اثبات كنيدحال يكتايي كوچك
  
  .دارد دقت بيشتريدرك تعريف زير نياز به       

  

   تعريف   4.3.3
فرض كنيم              ,P  در اين صورت، . اي مرتب استهمجموع  

  گوييم اگر از هيچمي) بيشينيا ( عضو ماكسيمالرا يك  Pa عضو) الف(             
  طوري كه وجود نداشته باشد به Pxتر نباشد؛ يعني،كوچك P ديگر عضو             

            a x .ها، زبان گزاره به  
a x a x    

Pbوعض )ب(               گوييم اگر هيچ عضو ديگرمي) كمين( عضو مينيمالا يك ر   
            P تر نباشد؛ يعنياز آن كوچكPx كه وجود نداشته باشد به طوري x a .به  
  ها،زبان گزاره            

x a x a   

  
بينـيم دچـار   را مـي  مينيمالو  ماكسيمالنخستين باري كه تعريف عضـوهاي   معمولاً      

دو موضوع  .ترين هستندترين و كوچككنيم كه همان مفاهيم بزرگشويم و تصور مياشتباه مي
چندان تفاوتي بـا   كمينو  بيشينهاي يكي اين كه واژه. شوديباعث پديد آمدن اين اشتباه م

 هـاي لاتـين  رو تـا مـدتي واژه   نندارنـد، و از اي ـ  تـرين كوچـك و  تـرين بزرگهـاي  واژه
ي هرگـاه صـحبت از ترتيـب و رابطـه    دوم اينكـه  . بـريم كار مي را به مينيمال و ماكسيمال
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شـود،  مجسم مـي  ي معمولي داد و رابطههاي اعشود، در ذهن ما بلافاصله مجموعهترتيبي مي
شته باشـد،  تر وجود ندااز آن بزرگ يعضوكه  ينتيجه هر عضودر كه ويژگي زنجير را داراست و 

بحث زيـر    .داديم هشدارعداد در ا قبلا نيز در مورد خاص بودن  .تر استخود از همه بزرگ
   .كندتر ميماكسيمال و مينيمال را روشنمفاهيم 

  
  بحث در كلاس   5.3.3

},,,{نمودارهاي ترتيبي زير را براي. تر استدرك اين مفاهيم با نمودارها آسان dcbaP  در
   .نظر بگيريد

  
  

|

|

| |

a a b a

a

b c b c

b c

c d d

 

                                                                              

)ت(          )پ(                 )ب(                    )الف(        

    

|

| |

| |

| | |

a

b a x

c d b y

e c z

f d u

 

    
  )ج(                      )  ث(                                          
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با  )ج( و ،)ت( ،)الف( رترين و ماكسيمال را دترين، مينيمال، بزرگعضوهاي كوچك      
  .كنيددليل مشخص 

ها را با دليل آن. ترين عضو ندارد ولي داراي دو عضو ماكسيمال استبزرگ )ب(نمودار       
  .مشخص كنيد

ولي يك عضو آن هم ) چرا؟( ترين عضو نيستترين يا كوچكداراي بزرگ )پ(نمودار       
  .خص كنيدآن را با دليل مش. ماكسيمال است و هم مينيمال

را با دليل مشخص ها آن. داراي دو عضو ماكسيمال و دو عضو مينيمال است )ث(نمودار       
  ترين عضو وجود دارد؟ترين يا كوچكآيا در اين نمودار بزرگ .كنيد

  
ترين عضو نيست، و اگر عضوي متوجه شديم كه اگر عضوي ماكسيمال باشد، لزوماً بزرگ      

  عكس اين احكام چطور؟. ترين عضو نيستكوچك مينيمال باشد، لزوماً
  

   قضيه   6.3.3
ترين عضوبزرگ )الف(          ,P  ،عضو ماكسيمال آن استتنها  اًيقين، در صورت وجود.  

ترين عضوكوچك )ب(             ,P ،آن استتنها عضو مينيمال   يقيناً ، در صورت وجود.  
    

  اثبات
عضو  ترينبزرگ a كنيم فرض )الف( ,P  براي اينكه نشان دهيم .باشد a  عضو ماكسيمال

)ي دهيم كه گزاره، نشان مياستنيز  )a x a x    براي هرPx پس . درست است
aكنيم فرض مي x بايد. . . چون . درست است ،x a . حال ازa x  وx a  و . . .

aگيريم كه هاي ترتيبي، نتيجه ميبودن رابطه x.  را شما بعد از كلاس اثبات  )ب(حكم
   .كنيد
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  تعريف   7.3.3
ي مرتبمجموعه            ,P ي ناتهيگوييم اگر هر زير مجموعهمي ترتيبخوش را  

           Q ازP  يعني . ترين عضو باشدكوچك ود دارايخ  
, ,q Q x Q q x      

  

    كلاس بحث در   8.3.3
رتبي كه ناتهي باشد و داراي كوچكترين عضو نباشد، يقيناً ي مروشن است كه مجموعه - 1

  چرا؟ .نيست ترتيبخوش
  چرا؟. ترتيب نيستندهاي مرتب خوشنمودارهاي زير معرف مجموعه  - 2
  

     

   

      

  )پ(                                         )ب(                                 )الف(                

  

  چرا؟. ترتيب نيست خوش  ]), ]1, ( ي مرتبمجموعه - 3

a، كه در آن  )}۶,۴,٢{;|( نشان دهيد كه  -4 b  يعنيb  مضرب طبيعيa است، خوش -

 .استترتيب خوش )}٨,۴,٢{;|( ترتيب نيست ولي
مرتب  يآيا مجموعه - 5 , كنـيم كـه اگـر    ترتيب اسـت؟ توجـه مـي   خوشQ   

1aزيرا اگر . استترين عضو كوچكداراي  Qآنگاه ) و ناتهي باشد(متناهي  Q تـرين  كوچك
2aنباشد، آنگاه  Q  2وجود خواهد داشت كه 1a a  2و اگرa تـرين نباشـد، آنگـاه    كوچك
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3a Q   3وجود خواهد داشت كـه 2a a .         اگـر ايـن رونـد بـدون وقفـه ادامـه يابـد، زنجيـر
 نامتناهي 

1 2 2 1... ...n n na a a a a       

 اگـر ! اسـت  Qآوريـم كـه متنـاقض متنـاهي بـودن      دست ميبه Qرا در  Q    ،دѧاهی باشѧنامتن

  چطور؟

 ،بالا پاسخ دهيد 4و  2 هاي بندهايالؤتوانستيد به سميراحتي ي زير بهبا استفاده از قضيه      
  ! تر شوندفعالشما هاي خاكستري ولي مخصوصاً آن را قبلاً مطرح نكرديم تا سلول

 قضيه   9.3.3

ترتيب خوش يهر مجموعه             ,P البته عكس آن درست نيست( ، زنجير است.(  

  اثبات
Pyxبراي هر دو عضو. بسيار ساده است   ,ي، زير مجموعه },{ yxQ  ازP   را در نظر

  . بگيريد و اثبات را كامل كنيد
     

   هاي علوم رياضي به كار زير، كه در بسياري از درس مهماين بخش را با معرفي مفاهيم       

  .بريمروند، به پايان ميمي     
  

  تعريف   10.3.3
فرض كنيم                  ,P  اي مرتب است و مجموعهQ P . ،در اين صورت  

   است اگر  Qبراي كران بالايك ) Qu نه لزوماً( Puگوييم كهمي )الف(               
uxQx  )(  

 است اگر  Q سوپريمم) Qa نه لزوماً( Paوييم كهگمي )ب(               

   باشد؛ يعني، Q كران بالاي ترينكوچك                  
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  و  باشد، Qيك كران بالاي  Pa)يك(                        

a، داشته باشيم Puچون Qبالاي براي هر كران   )دو(                         u. 

توانيد مفاهيم مجرد را درك مي ترراحت، حال به دست آورديدهايي كه تاكنون تجربه با      
  .كنيد

  بحث در كلاس   11.3.3
داشـته   Pكران بـالا در  يك بيش از، يا تنها يك،  هيچاست  ممكن Qوشن است كه ر

البتـه  (تواند بيش از يك سوپريمم داشته باشـد  ولي يقيناً نمي ،)در هر مورد مثالي بياوريد(باشد 
از ايـن رو،  . اثبـات كنيـد   3.3.3ي ن مطلـب را بـه روش اثبـات قضـيه    اي ـ!). اگر داشـته باشـد  

  .كنيمزير را معرفي مي نمادگذاري

                        نمادگذاري   12.3.3
  نويسيموجود داشته باشد، مي Pدر Qاگر سوپريمم    

P P Pa sup Q lub Q Q    
زيـرا،  . هـم اسـت  در نمادگذاري بالا گـاهي م   Pانديسدهد كه نوشتن بحث زير نشان مي      

فقـط   ثيحالبته اگر در ب. متفاوت باشد 2Pدر  Qممكن است با سوپريمم  1Pدر  Qسوپريمم 
، همچنين .ف كردتوان حذرا مي Pمورد نظر باشد، انديس  Pي مرتبسوپريمم در يك مجموعه

}مي نويسيم  , }x y x y   .  
  

  بحث در كلاس   13.3.3
 .نمودار ترتيبي زير را در نظر بگيريد - 1

  
  d 

 

  c 

  a  b   
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},{هاي بالايي كرانمجموعه       baQ در را{ , , , }P a b c d بنويسيد و سپسsupP Q  را
}را در Qبالاي هايكران هايمجموعه حال. بيابيد , , }P a b d  بنويسيد و سپسsupP Q  را
  .بيابيد

در نمودار ترتيبي  ،براي مثال. ممكن است وجود نداشته باشد QPsupتوجه كنيد كه   - 2
زير، سوپريمم  ,a b

 
},,,{ در dcbaP  چرا؟(وجود ندارد( 

  
  b    a   

                                                             
                                   

   c 

  d 

ريمم پ، سو1 براي مثال در بند. باشد Qممكن است در خود  QPsupتوجه كنيد كه  - 3
 ,a b را در , , ,a b c d بيابيد. 

ترين عضو همان بزرگ Qسوپريمم  ترين عضو باشد،داراي بزرگ Qروشن است كه اگر  -4
Qحتي اگر اين است كه در ي جالبنكته ولي. استآن  نداشته ترين عضو بزرگ  

  .مثال بياوريد. باشد داشتهسوپريمم  Pمي تواند در  Q باشد،
  .هاي بالا، مفهوم سوپريمم را با مفهوم عضو ماكسيمال مقايسه كنيدبا استفاده از مثال - 5
 .را بيابيد }6,4{درنظر بگيريد و  در ي ترتيبي بخشپذيري رارابطه -6

  !آشنا است، نيست؟       
  
ي اعداد حقيقي با ترتيب معمولي مطرح شد، ولي اگر چه مفهوم سوپريمم ابتدا در مجموعه      
تر بودن اين مفهوم ا مطرح كرديم تا نظر شما را  به كليهاي كلي ديگر رمخصوصاً ابتدا مثال ما

هاي زير مثال .ايد هاي بسياري از اين مفهوم را در دروس رياضي عمومي ديدهثالم. جلب كنيم
  .را نيز ببينيد

 

 بحث در كلاس   14.3.3
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مرتب معمولي اعداد حقيقي ي عهمجمو , را در نظر بگيريد.  
            را بنويسيد و سپس ],1[و ) ,1( هاي هاي بالاي بازههاي كرانتدا مجموعهاب  - 1
)1,(supR  1[و,[supR را بيابيد. 

supكدام است؟ آيا  در هاي بالايي كرانمجموعه  - 2  وجود دارد؟ 

بزرگترين ( اينفييم ،ينيكران پاعني زنيم كه بتوانيد دوگان مفاهيم بالا، يحدس مي      
P به نمايش را ،)ينيپا كران P pinf Q glb Q Q   )خودتـان  )البته در صورت وجود  ،

و  انجـام دهيـد  ايـن كـار را    تكليف شببه عنوان . ه كنيدئها اراهايي از آنمثال. تعريف كنيد
و ايـن مـورد نيـز مـي نويسـيم       در .هاي خود را به استاد حل تمرين درس تحويل دهيـد نوشته

{ , }x y x y  .  

  

  بحث در كلاس   15.3.3
Qاگـر   :ال سهل و ممتنع پاسخ دهيـد كـه  ؤبه اين س تلاش كنيد        تهـي باشـد، آنگـاه

P وP )از چگونه عضوهايي ) در صورت وجودP ي هستند؟ البته، ابتدا بايد مجموعه
 .را مشخص كنيد ي تهي هاي پايين مجموعهكران يهاي بالا و مجموعهكران زيـر را   مفهوم 

  .دهيممورد برسي قرار مي 4در فصل 

 

   تعريف   16.3.3
)ي مرتب مجموعه -1          ; )L   ناميم اگر براي هرمي كهمشبرا,x y L ،  

           sup{ , }x y x y   وinf{ , }x y x y  درL وجود داشته باشند.  
ي مرتب مجموعه  -2         ,P  داراي) يتهي يا ناته(ي آن مجموعهرا كه هر زير  

Pتوجه مي كنيم كه،  .ناميممي كاملباشد،  اينفيممو  سوپريمم                 
.1 و         P    
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 3.3 تمرين 

تـرين و  جـز كوچـك  طوري كه هـر عضـو آن بـه     زنجيري كراندار و نامتناهي مثال بزنيد به .1
 .باشدترين عضو داراي مقدم بزرگ

هاي نمودار ترتيبي زير را در نظر بگيريد و سوپريمم و اينفيمم هر يك از مجموعه .2
 c، ,d f، ,b c، , ,b c f، ,a e در صورت وجود، مشخص كنيدرا ،. 

d f

b c e g

a

  

 .، هر دو عضو داراي سوپريمم و اينفيمم استزنجيرنشان دهيد كه در هر  .3

  . هاي زير را، در صورت وجود، مشخص كنيدعضو. نمودار ترتيبي زير را در نظر بگيريد .4

, ( ), ( ) , { , , }, ( ),

, , ( ) ,

j k j l k h l k c d e c d e

d e c e l e k l e

       
      

  

k l m

i j

f g h

c d e

a b





  

  .را اثبات كنيد 6.3.3 يقضيه )ب(بند  .5



 
 مباني علوم رياضي 94

 .كنيد هرا يك بار ديگر مطالع 8.3.3بحث در كلاس  .6

 چطور؟ 14.3.3بحث  2پاسخ داديد؟ سؤال 11.3.3به سؤال بحث  آيا .7

 !پاسخ داديد 14.3.3هاي پاراگراف زير بحث حتماً به سؤال .8

 !جالب بود 15.3.3بحث  .9

)يد فرض كن! طلبدحل كردن اين تمرين هوشمندي و دقت بيشتري مي  .10 , )P  مجموعـه-

 در اين صورت،. اي مرتب است

-مي) پايينيي زيرمجموعهيا ( ايدآل ترتيبيرا  Pاز Dيزيرمجموعه )الف(       

xگوييم اگر براي هر D و هرy P،  

y x y D    

-مـي ) بالاييي زيرمجموعهيـا  ( فيلتر ترتيبيرا  Pاز  Uيزيرمجموعه  )ب(       

xگوييم اگر براي هر U و هرy P،  

  
                                                     :را در نظر بگيريد ي مرتب زيرحال، مجموعه

  

d

b c

a

  

}هــاي از مجموعــه )يــك( , }a b ،{ , }c d ،{ , }b c ،{ }a ،{ }d ،{ , , , }a b c d ،
كدام ها ايدآل ترتيبي هستند؟ كدام ها فيلتر ترتيبي هستند؟ البته، براي پاسـخ خـود   

  .دليل بياوريد

}كمترين تعداد عضو به  )دو( , }c d  و{ , }b c هاي ترتيبي به دست بيفزاييد و ايدآل
  . آوريد

x y y U  
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}ن تعداد عضو به كمتري )سه( , }a b  و{ , }b c     بيفزاييد و فيلتر ترتيبـي بـه دسـت
  .آوريد

)فرض كنيد كه  .11 , )P اي مرتب است و مجموعهQ P  .ي نشان دهيد كه مجموعه
{ | , }Q x P z Q x z       

   ، واست Q  شامل ترتيبي ايدآل  )يك(

 ايـدآل نيـز   Tيعني اگر  .است ترينوچكك، )يك(بند  ويژگي دو با اين) دو(
Q، آنگاه باشد Qشامل ترتيبي T .                     

Q.ايدآل ترتيبي است اگر و تنها اگر   Q نشان دهيد كه ن،همچني  )سه( Q   

)فرض كنيد كه . به صورت زير است 11تمرين  دوگان  .12 , )P  اي مرتـب اسـت و   مجموعـه
Q P  .ي نشان دهيد كه مجموعه{ | , }Q x P z Q z x       

   ، واست Q  شامل ترتيبي فيلتر  )يك(

 فيلتـر نيـز   Tيعني اگـر   .است ترينوچكك ،)يك(بند  ويژگي دو با اين) دو(
Q، آنگاه باشد Qشامل ترتيبي T .                     

Q.ترتيبي است اگر و تنها اگر   فيلتر Q نشان دهيد كه همچنين،  )سه( Q   

}اگر  . 13 }Q x  تك عضوي باشد، مي نويسيمQ x   وQ x  .هدر مجموع-
}، b ،d، ايدآل ها و فيلتر هاي 10تمرين  مرتب ي , }b c ،b ،a ،{ , }b c را

  .مشخص كنيد

)فرض كنيد  .14 , )P  اي مرتب باشد و مجموعه. ,x y P هـاي زيـر   نشان دهيد كه حكم
 .معادل هستند

x. )الف( y  
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. )ب( x y   
y، اگر  Pدر Q براي هر ايدآل ترتيبي )پ( Q  آنگاه.x P  

باشد  Pي مرتبهاي ترتيبي مجموعهي ايدآلمجموعه IdPفرض كنيم . 15
.و , IdA B P ي مرتب نشان دهيد كه در مجموعه(Id , )P  آلداريم كه  ايدB  پوشش

P\در bاست اگر و تنها اگر عضو مينيمالي چون Aايدآل  A  وجود داشته باشد به طوري
.كه  { }B A b   

  



  
  
  
  

  
  

  4فصل 
  

  جبر بول و مدارها
  
  

بنـدي  سـازي و فرمـول  براي مجـرد  جرج بولي اول قرن نوزدهم ميلادي، تلاش در نيمه
ايـن   .ناميده شـد  جبر بولشد كه از آن پس ي منجر به يافتن مفهوم هامنطق گزاره

   و مدارهاي الكتريكي دارد؟ ،ها، منطقمفهوم چيست و چه ارتباتي با مجموعه
  

  جبر بول   1.4

ها و منطق كنيم و ارتباط آن را با مجموعهكوتاه، جبر بول را معرفي مي در اين بخش بسيار
  .كنيميادآوري مي 3از فصلدر آغاز تعريف زير را . مي آوريم

  

  تعريف   1.1.4
)ي مرتب مجموعه             ; )L   ناميم اگر براي هرمي مشبكهرا,x y L،   
           sup{ , }x y  وinf{ , }x y درL وجود داشته باشند .  
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  بحث در كلاس   2.1.4
  .ي مشبكه هستندهاي استاندهزير از نمونه 2و  1ي دو نمونه

)ي مرتب مجموعه -1 ( ); )X P و كدام بحـث از بخـش    كدام قضيه. را در نظر بگيريد
A,گوياي اين مطالب هستند كه براي هر  2.2 B X،  

  sup{ , }A B A B   وinf{ , }A B A B   
)بنابراين،  ( ); )X P اي كامل استمشبكه است، و در واقع مشبكه.  

Pي ترتيبـي  هـا بـا رابطـه   ي گـزاره ي ديگـر، مجموعـه  ي استاندهنمونه -2 Q    بـراي
P Q ــد    . اســت ــه نشــان دهي ــدان مشــكل نيســت ك }supچن , }P Q P Q   و

inf{ , }P Q P Q  .ها مشبكه استي مرتب گزارهاز اين رو، اين مجموعه .  
  ها معرف مشبكه هستند؟هاي زير، كدامنموداراز  -3

|

|

|

c d

c d a

cb b

b

a b a a

  

  ) ت)                (پ)               (ب)                      (الف(                   
  ها معرف مشبكه هستند؟  هاي مرتب زير، كداممجموعهاز   -4 

)ي مرتب مجموعه )الف(        ; ).  
)ي مرتب مجموعه)  ب(        ;|) كه در آن ،|m n  يعني عددm  عددn  را در 

  .كندبخش مي
  ي ترتيبيحقيقي مقدار همراه با رابطههاي ي تابعمجموعه) پ(       

( ) ( ) ( )f g x f x g x      
  

هـاي مشـبكه، يكـي    تـرين مثـال  گفتـيم،  اسـتانده    2.1.4 همان طـور كـه در بحـث        
( ( ); )X P ي ترتيبـي  ها با رابطهي گزارهو ديگري مجموعهP Q  در ايـن  .  اسـت

، بـه  2و 1 هـاي فصلي مشـبكه از  ي استاندههاي اين دو نمونهادآوري ويژگي، با يبخش
  . رسيمي مورد نظر جورج بول ميمرور به مشبكه
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)ي ي بـالا، در هـر مشـبكه   هـاي اسـتانده  توجه بـه نمونـه   با       ; )L   هـاي  نمادگـذاري
sup{ , }x y x y  وinf{ , }x y x y   ــار  12.3.3را در ــه ك ــرديمب ــا . ب  ايــن  ب

و  3.2.2، 15.1.1، 13.1.1ي هـا قضـيه  هـايي از  ي زير همتـاي بنـد  قضيه ، هانمادگذاري
  .است 10.2.2

  

    قضيه   3.1.4
)فرض كنيم كه                 ; )L  در اين صورت، . است مشبكه  
))    يريپذشركت(                 ) ( )x y z x y z      و  
               ( ) ( )x y z x y z    .  

x)   پذيريتعويض(                 y y x          وx y y x  .  
x)   خودتواني(                 x x          وx x x .  
))     جذب(                 )x x x y            و( )x x x y  .  

  
هاي اينفـيمم همتاي ويژگي هاي سوپريمم ي قابل توجه اين است كه، ويژگينكته      
 ي زيـر  قضـيه . كننـد ارتباط بين اين دو را بيان مي جذب قوانينهمچنين، . هستند

  .براي اثبات آن، قوانين جذب را به كار ببريد .است 5.2.2و   14.1.1ي هاهمتاي قضيه
  

  قضيه   4.1.4
)اگر                  ; )L   باشد، آنگاه  مشبكه  

x y x y y x y x        
  

  سبحث دركلا   5.1.4
هر مشبكه به خودي خـود  نشان مي دهند،   4.1.4و  3.1.4هاي همان طور كه قضيه -1

هميشـه   هـاي گـزاره  ولـي، همتاهـاي  . ها هسـتند ي بيان شده در اين قضيههاداراي ويژگي
بـه خـودي    Mمرجـع و  هاي تهي هاي مجموعهو همتا هميشه نادرست و 1درست 

كرانـدار، يعنـي   ي اكه اگر مشـبكه البته، روشن است  !!وجود ندارندخود در هر مشبكه 
x، x، براي هـر باشد آنگاه ،ترين عضوترين و بزرگداراي كوچك x    ،x    ، 

11x   وx1.x   
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-قضـيه   2آمده در بند توزيع پذيري هايويژگي د كهندهي زير نشان ميهانمونه  -2

   !ندبر قرار نيستي دلخواه د در هر مشبكهبه خودي خونيز  10.2.2 و 15.1.1 يها
  

|

|

|

e

e

d

c b c d

b

a

a

  

  
  )ب)                                          (الف(                            

  
)داريــم   )الــف(مشــاهده مــي كنــيم كــه،  در           )b c d b a b      و

( ) ( )b c b d e e e      .محاسـبه كنيـد،  نيز  )ب(گر همين دو عبارت را در ا 
-، تعريـف زيـر را مـي   اين بحـث با توجه به  . آوريدرا به دست مي dو bدو عضو متفاوت 

  . آوريم
 

  تعريف   6.1.4

)ي مشبكه              ; , )L    گوييم اگر  براي هر يم پذيرتوزيعرا, ,x y z L،  
  :دو شرط زير برقرار باشند             

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x y z x y x z

x y z x y x z

     
     

  

  

  بحث در كلاس   7.1.4

هـا كـه در   تـرين دسـته از مشـبكه   ترين و پرفايدهخوب است بدانيم كه، يكي از معروف -1
پذير هاي توزيعربردي مفيد هستند، مشبكهي نظري و كاپيشرفت اين نظريه از هر دو جنبه

جبـر  هاي كلي و پـس از مفهـوم   ها از نظر تاريخي نيز قبل از مشبكهاين مشبكه. هستند
  . مطرح شدند بول
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   6.1.4 پذيري داده شده در تعريـف هاي توزيعتوان نشان داد كه اگي يكي از شرطمي -2
  .اهد بود، ديگري نيز به خودي خود برقرار خوبرقرار باشد

پنج عضو بـا سـوپريمم و    ايمشبكهدر مي توان نشان داد كه اگر بدون بيان جزييات،  -3
بـالا وجـود داشـته باشـند، بـه         5.1.4 در بحث 2يهاي نمونهاينفيمم به يكي از  صورت

   !!توزيع پذير نيستيقين آن مشبكه 
)هاي،  مشبكه10.2.2 و 15.1.1 يهاقضيه 2با توجه به بند -4 ( ); )X P هـا،  و گـزاره

   .هستند پذيرتوزيعي مشبكه يدو مثال استانده آورديم،  2.1.4كه در بحث 
) يهاي مشـبكه آخرين ويژگي -5 ( ); )X P  ي گـزاره هـا، كـه مـورد نظـر      و مشـبكه

تعريـف مجـرد ايـن     .ها هسـتند ها و نقيض گزارهبودند، وجود متمم مجموعه جورج بول
  .  ها به صورت زير هستندمفهوم

       

  تعريف   8.1.4
)يمشبكه             ; )B   ناميم اگرمي جبر بولرا:  

)ي مشبكه - 1            ; )B  ترينترين و بزرگيعني، داراي كوچك. باشد كراندار  
 .،  باشد1و  عضو                

)ي مشبكه - 2            ; )B  باشد پذيرتوزيع. 
xبراي هر -3            B،  به نمايش) الزاماً يكتا(عضويx  متممو به نامx با  

  هاي زير وجود داشته باشدويژگي              
1,x x x x      

  
   بحث در كلاس    9.1.4

ها است كه متمم گـزاره  ي گزارهيكي مجموعه، جبر بولي و اوليه اصليي هااز نمونه -1
)گرياست، و دي ، همان  نقيض آنP، يعنيPي ( ); )X P  است كه در آن متمم هر

A Xيمجموعه\A X A است .   
  هستند؟ جبر بول هاكداممشبكه هاي توزيع پذير و كراندار زيراز  -2



 
 مباني علوم رياضي 102

|

|

| | |

|

|

T

T T

d e f T

b b c

a b c 
 



  )ت(                )    پ)                 (ب(                    )     الف(         

هـا مجـرد   اين ويژگـي . آوريمهاي بول ميم را در جبرمدر زير برخي از ويژگي هاي مت      
  . ها هستندها و مجموعههاي گزارهويژگيي شده

1Ԣ ൌ ሖ. 

  قضيه   10.1.4
  .ول برقرار هستندهاي زير در هر جبر بگزاره            

           1-  1   و  . 1ᇱ
ൌ   

           2- ( )x x x   .  

           3-( )x y x y    . 

           4-( )x y x y    .  

           5-x y y x   .                      
  اثبات

ها ها و مجموعهكه در مورد گزارههستند  قوانين دمورگانهمان  4و  3هايحكم

جزييات استفاده از ( كنيماثبات مي به اختصار را به عنوان نمونه 3ي رابطه. ديديمنيز 
  .)هاي بول را بنويسيدها و جبرمربوط به مشبكه يهاها و قضيهويژگي
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( ) ( ) [( ) ] [( ) ]

&

( ) ( ) [( ) ] [( ) ]

[( ) ( )] [( ) ( )]

x y x y x y x x y y

x y x y x y x x y y

x x y x x y y y

             
  

             
          

    

                      1 ( ) ( )y x x y       
  

  مدارهاي الكتريكي   2.4

، كنتـرل  )در مهندسـي بـرق  (از جمله مواردي كه جبر بول كاربرد دارد، مدارهاي الكتريكي 
در (هـا  هـا و درخـت  ، پل)در مهندسي كامپيوتر(ها ، طراهي سيستم)در مهندسي مخابرات(
  .كنيمها صحبت ميي مداردر باره در زير مختصري. است) لوم كامپيوترع

  مدارهاي الكتريكي   1.2.4
سـاده  . توسط مدار هاي الكتريكي منتقل مـي شـود  در دستگاه هاي الكتريكي، جريان برق 

  . خاموش است -ترين مدار، شامل يك كليد روشن

                                                              a     

و در حـالتي كـه    كنـد جريان برق عبور ميكه كليد بسته باشد، در حالتي روشن است كه، 
. ناميممي و حالت  1اين دو حالت را، به ترتيب، حالت . كندكليد باز است، برق عبور نمي

  :بست موازييا  سريتوان به دو صورت تشكيل شده اند را ميمدارهايي كه از دو كليد 

                           a                                           b        a  

                           b  

  )سري(                                         )موازي(                       
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aبولي همتاي عبارت  موازيحالت  b    و حالت سـري همتـايa b  زيـرا اگـر   . اسـت
 ـكنـد مـي وازي جريان برق عبور ها بسته باشد، از مدار مكم يكي از كليددست ت ، و در حال

      :اين مطالب را مي توان در جدول زير جمعبندي كرد. سري بايد هر دو كليد بسته باشد

a b a b a b   

    1         1       1    1   

                                           1              1                                 

                                          1                1       

                                                                 

}1{به بيان ديگر، جدول بالا توصيف منطقـي جبـر بـول دو عضـوي      ,  چگـونگي  . اسـت
كند، عين حال كه هدف مورد نظر را برآورده مي اي باشد كه درطراحي مدارها بايد به گونه

! شـود هاي جبر بول انجام ميويژگيين مهم با استفاده از ا. ترين كليدها استفاده شوداز كم
   .در بحث زير شركت كنيد

  بحث در كلاس   2.2.4

خواهيم در كنار هر ورودي يك كليد برق قرار مي. ورودي مجزا است 3سالني داراي  - 1
روشن و خاموش  x،y،zكليد  3ن اي كه چراغ اصلي سالن با هر يك از ايگونه دهيم به

خواهيم با هر تغيير وضعيت هر كليد وضعيت روشن يا خاموش چراغ به علاوه، مي. شود
  :بايد از جدول زير پيروي كند Sرد نظردر اين صورت، مدار مو. اصلي تغيير كند

  

                 1     1      1     1     x  

          1     1             1     1    y  

      1          1         1          1    z  
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     1      1      1                  1    S  

  :در نتيجه

( ) ( ) ( ) ( )S x y z x y z x y z x y z                 

  مدار عبارت بولي -2

( ) ( ) ( ) ( )T a c a b a b c b c           

   :كنيمهاي جبر بول ساده ميابتدا آن با استفاده از ويژگي. را رسم كنيد

[ ( )] ( ) [ ( )] [( ) ( )]

( ) ( )

T a b c b c a b c b c b c

a b c b c a b c

            
        

  

  :بايد به صورت زير باشد Tپس  مدار الكتريكي 

   a  

        b     

 c  



 
 
 
 
 
 
 
 

 5فصل 
 
 

 ارزيهمو  زاراف
 

  
ي ترتيبي در واقـع تعمـيم و مجردسـازي    طور كه در فصل قبل ديديم، مفهوم رابطههمان         
كنـيم كـه   در اين فصل نوع ديگـري از رابطـه را مطـرح مـي    . اد استدر اعد ي معمولي رابطه

  .ستا ي تساويرابطه مجردسازيتعميم و 
. كنـد را تعبير مي همان بودن ،عين هم بودن، يكي بودن ي تساوي در واقع رابطه      

 هـا خاطر شباهت در برخـي از ويژگـي  ولي بسياري مواقع لازم است اشياي غير يكسان را نيز به

 بـه . كنـيم  دسته بندييك مجموعـه را   و با اين كار عضوهاي  يكسان در نظر بگيريم

ا را يكسان در هفروش با وجودي كه هر سيب با سيب ديگر متفاوت است، آن هعنوان نمونه، ميو
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حتي گاهي انواع . . .  اي ديگر، و  ها را در جعبهدهد، گلابيگيرد و در يك جعبه قرار مينظر مي
هـا را در جعبـه  گيرد و آنمي در نظر يكسانها رنگ يا محل پرورش آن بها را برحسسيب

-دهيد، لباسدر يك دسته قرار مي را هايتانشما نيز كتاب. كندبندي مي ستههاي مجزا از هم د

هايتـان را بـر   هايتان را بـر حسـب موضـوع ، لبـاس    و حتي كتاب...  اي ديگر، هايتان را در دسته
  .كنيدبندي مي د و دستهيگيريكسان در نظر مي،   . . .،يا جنس حسب رنگ

          ي اعـداد مضـرب پـنج را يكسـان در نظـر      ي اعداد زوج يا همـه دانان نيز گاهي همهرياضي      
   .گيرندها را همنوع در نظر مييا مثلث ،گيرندمي

  !گرفتن است در نظرارزي همان يكسان ي همرابطه
       

 بنديدستهارتباط نزديكي با  يكسان در نظر گرفتن ،طور كه متوجه شديمهمان         
 ،ارزيي هـم مفهـوم رابطـه   يگونـه رياضيو  تعريف دقيق يهئاراو، قبل از از اين ر .دارد

  مفهوم رياضي
  .كنيمبندي كردن اعضاي يك مجموعه را معرفي ميدسته 

  
  

  ارزيي همرابطه وافراز    1.5
 تـوان بـه   ايي متنـوع مـي  ه ـرا به گونه X مانند ياطور كه گفتيم، عضوهاي مجموعههمان        
دقيقاً در  Xي آن ناتهي و هر عضو خانه اي را كه هربندي دسته. كرد بنديدستهيي هاخانه

  .را داريم با نمادهاي رياضي، تعريف زير. ناميممي افرازيك خانه قرار گيرد، 

  تعريف   1.1.5
    X افرازرا يك  Xي هايي از مجموعهمجموعهمتشكل از زير ي مجموعه               

                :   هاي زير باشدويژگيگوييم اگر داراي مي               
   ،عنيي .دباش ناتهي هر عضو  -1               

                                               C      , C  
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 يعني،  . باشند دو به دو مجزا عضوهاي   -2     

, ,C D C D C D       
     3- X .،يعني  

, ,x X C x C      

  

    

    

  X   

 

 

 

 X  افرازي از

-بيان مي )ب(همراه با  )پ(بناميم، آنگاه  خانهرا  هر عضو  كنيم كه اگرتوجه مي          

ديگري كه لازم اسـت مـورد توجـه    ي نكته. است دقيقاً در يك خانه Xهر عضو كند كه 
متفاوت هستند و گاهي مبتـديان ايـن دو را    متمايزو  امجزي اين است كه دو واژه ،قرار گيرد

Cواقع مجزا يعني  در. انگارنديكسان مي D     در حالي كـه متمـايز يعنـي ،C D  .
 .دني متمايز بياوريد كه مجزا نباشمثالي از دو مجموعه

  بحث در كلاس   2.1.5
X}2,1{يمجموعه - 1 را  هانآ. كرد توان افرازمي متفاوت صورت تنها به دو را           

 .مشخص كنيد
X}3,2,1{ يي سه عضومجموعه  - 2  براي مثال، . توان افراز كردرا به پنج صورت مي  
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  =}}3{,}2{,}1{{ 

   

 .و با نمودار نشان دهيد را بنويسيد Xچهار افراز ديگر . است Xيك افراز 

نامند و با مي )Bell( بِلام -nرا عدد  Xعضوي  nي تعداد افرازهاي متفاوت يك مجموعه  - 3

nB 1،2هاي با دانستن تعداد افرازهاي مجموعه. دهندنمايش مي ،. . .،n وان تعداد تعضوي مي
    :عضوي را به صورت زير پيدا كرد +1nي افرازهاي مجموعه

 1
1

1


 
n

n
n k k

k

B B  

     1 1 2 21 ...n n n
n nB B B      

كه در آن   
!

.
! !

n
k

n

k n k



 

  آيددست مي هبه صورت زير ب  ، پس، براي مثال، چون    

 

   

اي كامپيوتري بنويسـيد كـه   عضوي را بيابيد، برنامه 4ي حال، تعداد افرازهاي يك مجموعه      
 !عضوي را بيابد nي تعداد افرازهاي هر مجموعه

    بـا افـراز بيـان    يق آن راطور رسمي معرفي و سپس ارتباط دق ارزي را بهي همرابطه در اينجا    
آوريـم كـه   ي تساوي، تعريـف مجـرد زيـر را مـي    هاي رابطهتر به ويژگيبا نگاهي دقيق. كنيممي

  .ي تساوي استاز رابطه تعميمي

١      ٢  

٣
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 تعريف   3.1.5

  انعكاسيگوييم اگر مي ارزيي همرابطهرا  Aي روي مجموعه Eي رابطه              
           ( )aEa، تقارني ( )aEb bEa،  متعديو ( & )aEb bEc aEc باشد.  

) تقـارني پادجاي ويژگـي   كنيم كه بهمشاهده مي       & )x y y x x y     كـه 

ال ح. ارزي در نظر گرفتيمي همرا براي رابطه تقارنيل شديم، ويژگي يي ترتيبي قارابطه براي
  .كنيدمفهوم مجرد تقويت  اين را از تعريفافت خود با شركت در بحث زير، دري

 بحث در كلاس   4.1.5

A}2,1{ دفرض كني  - 1 .  روي ارزي هاي هميكي از رابطهكه روشن استAي ، رابطه
A})1,1(,)2,2({ تساوي  بهاصطلاح  و تعدي بههاي تقارني است، كه در آن ويژگي 

را مشخص  آن. وجود دارد Aديگر روي  ارزيي همتنها يك رابطه. ندبرقرار ي مقدمانتفا
  .كنيد

ارزي هـايي هـم  رابطـه  Aو Aهاي رابطه  Aي دلخواهنشان دهيد كه براي هر مجموعه  -2
ي آيا رابطه. هستند A A ارزي است؟نيز هم  

A دفرض كني -3  و E ارزي روي هاي همي رابطهي همهمجموعهA روشن اسـت   .شدبا
را مشـخص   عضـو آن  تـرين بزرگو  ترينكوچك. اي مرتب استمجموعه ) , E ( كه

  .كنيد
مراقـب ويژگـي تقـارني    رزي اسـت؟  ااي همرابطه پذيري رويي بخشآيا رابطه -4

 .باشيد
ارزي هـم  ايرابطـه  در ، nبـا نمـاد   ، nيي به پيمانـه تي همنهشنشان دهيد كه رابطه -5

  .بسيار مفيد است ،ي اعدادبه ويژه در نظريه ،ارزيي هماين رابطه .است
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   نمادگذاري   5.1.5
، بـراي   n يـا  =ي ترتيبي بيان شد، اگر نماد مشخصـي، از قبيـل   كه در مورد رابطه طورهمان

فـي لاتـين   را بـه جـاي حر  ) تيلدا( ارزي وجود نداشته باشد، معمولاً نمادهمي نمايش رابطه
  .بريمكار ميبه Eچون 

  

   بحث در كلاس  6.1.5
هـا اسـت؟   ي مثلـث ارزي روي مجموعهاي همها رابطهمثلث) تساوي(ي تي همنهشرابطه آيا -1
  چطور؟ها ي تشابه مثلثابطهر
  چطور؟ارزي است؟ عمود بودن ها همي خطموازي بودن روي مجموعهي آيا رابطه -2
اي رابطـه  در  خانه بودنهم آيا عبارت. باشد Aي افرازي از مجموعه فرض كنيد  -3
  است؟ Aارزي روي هم
  

را بـه   Aي ، مجموعـه Aارزي روي ي همكه هر رابطه احساس كنيمتوانيم آساني مي به      
زير با معرفي نمادهايي كه به كرات  تردقيقصورت ولي بحث را به. كندهاي مجزا افراز ميخانه

  .گيريممي پيشوند، استفاده مي
  

    تعريف  7.1.5
xباشد و  Aي ارزي روي مجموعهاي همرابطه اگر A آنگاه مجموعه ،-

}ي | }y A x y   
  دسته،، ردههستند،  ي در رابطه xرا كه با  A ي اعضايمتشكل از همه             

را با نمادهايي چون  آن وناميم مي نسبت به  x يخانه كلاس، يا              x
   

  .دهيمنشان مي xيا              
Aرا با  هاي ي ردهي همهمجموعه               ياA  را دهيم و آننشان مي  

  پس . مي ناميم   تحت  A ج قسمتخاري مجموعه             
  /A x x A 
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    ارزي متفـاوت، ممكـن اسـت متفـاوت باشـد،      هـاي هـم  تحـت رابطـه   xي از آنجا كـه رده         
توان مطرح باشد، مي زي اري همتنها يك رابطه بحثيالبته اگر در . كار برديم را به انديس
جايرا حذف كرد و مثلاً به انديس x نماد x كار برد را به. 

  بحث در كلاس   8.1.5

xدليلي بياوريد كه نشان دهد براي هر  - 1 A،
  x x.  

ثابت كنيد كه اگر  - 2   x y  آنگاهx y.  
اي ي آن مجموعهباشد، آنگاه هر رده  Aروي   ي تساويرابطه روشن است كه اگر  - 3

 در نتيجهاست و تك عضوي 

 
  
  

  
  ( / )A a a A   

 
  

   

AAي خارج قسمتيحال مجموعه /
 .مشخص كنيد را  

E})1,1(,)2,2(,)3,3(,)2,1(,)1,2({ ارزيي همرابطه اگر -4 
 

  را روي
}3,2,1{A 

 
 در نظر بگيريم، آنگاه

  

                     }}3{,}2,1{{/A E   

  

    z           … 
 
x 

y 

١          ٣  

٢ 
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  .صورت زير افراز كند را به Aاي بنويسيد كه ارزيي همارابطه   

  

  

  

    در اين صورت. در نظر بگيريد  را روي ،2با نماد ،2يي به پيمانهتي همنهشرابطه -5

 

 

 

  

  

 

 

 

  
  

 

              ٢ 

٣               ١ 
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تنها دو  ادامه دهيم، خواهيم ديد كه . . . ، -2،-1و . . . ، 3،4اگر اين روند را با       

/كه  بزنيد حدس .و   :عضو دارد n يداراي چند رده است و رده    را نسبت به

n بيابيد.  
  

است،  آسان اثبات اين لم بسيار .توان انجام دادتر ميبالا را به كمك لم زير راحت 5بند         
  . آوريمرا براي آموزش ميولي جزئيات آن

  

  لم   9.1.5
x,اين صورت براي هر در. است Aارزي روي اي همرابطه فرض كنيم               y A،  

  داريم             
   x y x y    

  اثبات
نه با ( هاي انعكاسي، تقارني، و تعدي استفاده كنيمبراي اثبات اين حكم بايد از ويژگي 

   :اي دو طرفه استاين حكم گزاره). !خوردنسوگند 

1 -    x y x y   

2 -     x y x y 
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  .كه بايد هر دو را اثبات كنيم

نتوانستيد، اگر  !ه دهيدئبحث بالا ارا 2د در بند يي اين حكم را احتمالاً توانستاثبات ساده - 1

. )زندگي نيز چنين است( ها به خوبي بهره بگيريدادهشايد بايد بيشتر تلاش كنيد تا از د
فرض كنيم    x y .ارزي، داريمهاي همبنابر انعكاسي بودن رابطهx x   و در نتيجه

 x x  بنابراينو  x y يعني ،x y. 

xفرض كنيم ! تراستقدري فنياثبات اين حكم  - 2 y .وخواهيم نشان دهيم كه دمي 

يمجموعه xو y  برابرند، يعني   x y  و   y x .براي اثبات   x y ،
zپس . z[x]كنيم كه فرض مي x . از حالz x  و فرضx y  تعديو ويژگي 

zگيريم كه نتيجه مي ،ارزيهاي همرابطه y  در نتيجه، و z y . براي اثبات
   y xكنيم ، فرض مي z y .پسz y. ،از  حالz y  و فرضx y 

zگيريد كه نتيجه مي چطور x  ر نتيجه دو z x؟  

را افراز  Aي ، مجموعهAارزي روي ي هماحساس كرديم كه هر رابطه ،7.1.5قبل از تعريف    

  اثبات ي زير درستي اين احساس راقضيه .ها نيز اين احساس را تقويت كردندو مثال كندمي

  .كندمي

    قضيه   10.1.5

A/ يمجموعه در اين صورت. است Aارزي روي اي همرابطه فرض كنيم                     

   .است A افراز                

  اثبات  
  .را نشان دهيم 1.1.5بايد درستي سه شرط تعريف  
  )؟كجا( ايمقبلاً ثابت كرده:  ،Axبراي  هر  )الف(  
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))پ(   / )A A   :يعني هرAx عضو. در يك خانه استx در كدام خانه است؟  
A/هاي متعلق به مجموعه )ب(   تر ي فنياثبات اين قسمت قدر: دو به دو مجزا هستند

كنيم كه اگر  آمد، بايد ثابت 1.1.5تعريف  )ب(كه در بند  طورهمان. است   x y آنگاه ،
   x y   . از نامساوي بودن xو yدست :درست استگيريد؟ چه نتيجه مي-

  :زير بايد رخ دهدلت  كم يكي از دو حا
zيعني، . نيست  y][هست كه در x][در zعضوي چون  - 1 x  وليz y.  
]در zعضوي چون. 2 ]y هست كه در[ ]x  يعني، . نيستz y   وليz x .  
  

براي اثبات تهي بودن          x y خلف، فرض    t x y  گيريم و را در نظر مي
  .رسيممي ضقتنالذا به . دهدبالا رخ نمي 2و  1دهيم كه هيچ يك از دو حالت نشان مي

tرض خلف ايجاب مي كند كه ف       x  وt y )بالا رخ دهد،  1حال اگر حالت ) چرا؟
tاز  x  وz x گيريم كه نتيجه ميt z)چطور؟(  tو سپس  از   z  وt y 

zگيريم كه نتيجه مي y)ض باكه متناق) چرا؟ z y  رخ  1حالت در نتيجه است و
  .شودكنيم، و اثبات كامل ميرا نقض مي 2دقيقاً به همين روش حالت . دهدنمي

  
توان حذف را مي هيچ قسمتي از آن آياتر نوشت، ولي بتوان اثبات را خلاصهممكن است       

  !كرد؟
 

آيا . دهددست مي به  A، افرازي از  Aروي ارزيي همدهد كه هر رابطهين قضيه نشان ميا      
دهـد؟  مـي دسـت   به Aارزي روي اي همرابطه Aهر افراز آيا عكس آن نيز درست است؟ يعني 

  !ديي زير را ببينقضيه
 

                    قضيه   11.1.5
  Aارزي روي اي همبا تعريف زير رابطه ي باشد، آنگاه رابطه  Aافرازي از  اگر              

  .است              
, ,x y C x y C      
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  اثبات
مجدداً ثابت . بديهي داشت است كه اثباتي 6.1.5بحث در كلاس  3ين قضيه دقيقاً همان بند ا

  .است متعديو  ،تقارني، انعكاسي  يرابطه كنيد كه
  

  بنديجمع   12.1.5
- مي ارزي يك افرازي همطهبديديم كه دستگاهي وجود دارد كه از هر را 10.1.5 يقضيه رد

      هم ارزي                                                            :ازدس

    


  

      

    
        /A 

  افراز  
  :سازدارزي مياي همرابطه ،از هر افرازكند كه گاهي را مطرح ميتدس 11.1.5 يو قضيه

  افراز                                                       

                                                     

     

  

  هم ارزي                  

  
 : توانيم به يكديگر متصل كنيمزير مياين دو دستگاه را به دو صورت 
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/A 

      

                    

             



    

                    

        /A              

  

 
  :شوندال زير مطرح ميؤدو س

  است؟ همان  آيا  )الف(

A/آيا   )ب( همان  است؟  

 !است  مثبتال ؤبه هر دو س اسخپدهد كه ي بسيار جالب زير نشان ميقضيه       

  

  قضيه   13.1.5
  ارزي حاصل از افرازي همرابطه و  Aارزي دلخواه روي اي همرابطه اگر -1              

                  /A   آنگاه   ، )10.1.5ي قضيه (باشد  .   
 باشد  ارزي حاصل ازي همرابطه و  Aافرازي دلخواه از اگر -2              

) ، آنگاه)11.1.5 يقضيه(                      / )A  .  
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  ثبات ا
براي اثبات - 1   بايد نشان دهيم كه  ،( )x y x y   . حال دليل هر مرحله از

  .اثبات زير را بنويسيد

~

/ ~, ,

, [ ] , [ ]

~

x y C A x y C

a A C a x y a

x y

    
   


  

  بايد نشان دهيم كه - 2

( / ) & ([ ] / [ ] )C C A a A a       

  .را كامل كنيد هاو علامت سؤال هانقطه چين

x ،. . . چون . Cفرض كنيم  )الف( Cكنيم كهادعا مي. ، وجود دارد[ ]C x . 
  حال

[ ]

, , (بنѧѧѧѧѧѧѧѧѧابر تعѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧريف ...)

(بنѧѧѧѧѧѧѧѧѧابر تعѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧريف ...)

y x x y

B x y B

y B C

  
   
  

  

Cxپس  ][ .طرف ديگر، از  

, (???)

(???)

[ ]

y C x y C

x y

y x 

  
 
 

  

پس  ][xC. در نتيجه ،( / )A  .  

].، فرض كنيم برعكس ] ( / )x A    چون . . . ،C  وجود دارد به طوري كه
x C . ادعا مي كنيم كه[ ]x C  .داريم  
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[ ]

, , (???)

(???)

y x x y

B x y B

C B

y C

  
  
 
 

  

Cxپس  ][ .،از طرف ديگر  

, (???)

(???)

[ ]

y C x y C

x y

y x 

  
 
 

  

پس  ][xC . ،در نتيجه( / )A    ،و بنابر اين.( / )A      

  1.5   تمرين

 . شودصورت افراز مي 15ي چهار عضوي دقيقاً به نشان دهيد كه هر مجموعه .1

}فرض كنيد  .2 , , }A a b c. 
  .بنويسيد Aتعدادي رابطه روي )الف(
  .بنويسيدAي هم ارزي رويتعدادي رابطه )ب(
و  طوري كه انعكاسي باشند ولي متقارن بنويسيد بهAتعدادي رابطه روي )پ(

  .متعدي نباشند
طوري كه متقارن باشند ولي انعكاسي و  بنويسيد بهAتعدادي رابطه روي )ت(

  .متعدي نباشند
انعكاسي و متعدي باشند ولي  طوري كه بنويسيد بهAتعدادي رابطه روي )ث(

  .متقارن  نباشند
 ،نه متقارن ،نه انعكاسي ،طوري كه نه متعدي بنويسيد بهAتعدادي رابطه روي )ج(

  .و نه پاد متقارن باشند
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، فرض كنيم xبراي هر عدد حقيقي .3 x ء صحيحزجي نشان دهنده x ،يعني ،
 ي زير روينشان دهيد كه رابطه. است xتر از يا مساوي با كوچك ترين عدد صحيحبزرگ

  :ارزي است و رده هاي اين هم ارزي را مشخص كنيدهم
   x y x y   

Aي زير روي نشان دهيد كه رابطه .4    كار  مل تفريق را بهع(ارزي است هم
  ):نبريد

( , ) ( , )m n r s m s n r     
)ي زير روي نشان دهيد كه رابطه .5 \{ })A     عمل تقسيم را (ارزي است هم
  ):كار نبريد به
نشان دهيد كه زير . ستاAي ناتهياي هم ارزي روي مجموعهرابطه فرض كنيد .6

  است اگر و تنها اگر ارزيي هميك رده Aاز Cي ناتهيمجموعه

( ) ( )y C z C y z      
- اي همرابطهAيارزي روي مجموعههاي همنشان دهيد كه اشتراك هر خانواده از رابطه .7

  . استAارزي روي
ي ارزي زير روي مجموعهي همرا براي رابطه 13.1.5ي قضيه 1 درستي حكم .8

{ , , , }X a b c d تحقيق كنيد:  

{( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}a a b b c c d d a b b a c d d c  
}فرض كنيد  .9 , , , , }X a b c d e  و{{ , },{ },{ , }}a b c d e . 2درستي حكم 

  .را براي اين مثال تحقيق كنيد 13.1.5ي قضيه

  

  



  

  
  
  
  6فصل 

  

  تابع
  
  

تابع . نام دارد تابع كنيم،آخرين حالت خاص مفهوم رابطه كه در اين كتاب مطرح مي      
در سراسر رياضـيات و كاربردهـاي آن   ها و ابزارترين مفاهيم و مهم تريناساسييكي از 

و  علـوم رياضـي  اغراق آميز نيست اگر بگـوييم كـه تقريبـاً هـر مطلبـي كـه در       . است
  .و كار دارد اي با اين مفهوم سرها خواهيم ديد به گونههاي آنكاربرد
دقيقـاً يـك خروجـي     ، يـك و دستگاهي است كـه بـه هـر ورودي    تابعبه بيان ساده،       

ارزي آشـنا  هاي ترتيبـي و هـم  با اين مفهوم حتي بيش از دو مفهوم رابطه. كندمنسوب مي
. هـا اعـداد حقيقـي هسـتند    دي و خروجي آنايد كه وروبه ويژه توابع بسياري ديده. هستيد

يـادآوري ايـن    مناسـبت ، به )مباني علوم رياضيدرس (پس مطابق معمول اين كتاب 
  تر و مفهوم ، دانسته هايمان را عميق

  !مجرد انديشيدن را تقويت كنيم     !مجرد انديشيدن را تقويت كنيم
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  تابع   1.6
تعريف رسمي تابع را يادآوري و سپس برخي از مفاهيم مـرتبط بـا   در اين بخش ابتدا     
  .كنيمرا مطرح مي آن
  

  تعريف   1.1.6
F، يعني Bبه  Aاز  Fي رابطه                A B  ناميم اگر هر عضومي تابع، را  

               A  ي اول دقيقاً يك عضولفهؤمF يعني،  . باشد  
                )1(       , ,x A y B x y F      

                )2(                                               
    

      

 يرابطه بريم و اگركار مي نه لزوماً، حروف كوچك را براي نمادگذاري توابع به ،معمولاً
f A B نويسيم نها در اين صورت،  ميتابع باشد، و ت  

:f A B     يا   fA B  

  بحث در كلاس    2.1.6
براي . هايتان به بحث بگذاريدي اين تعريف داريد، با همكلاسيدرباره قبلاز  اليؤاگر س

  پرسيد كه مثال گاهي مي
توان اين است كه بپرسيم، آيا مي مثل قايل نشد؟را  2يا  1توان شرط مي آيا - 1

را همان صندلي و برخي آن! شودپشتي براي صندلي قايل نشد؟ البته كه مي
  !نه صندلي نامندمي چهار پايهبرخي ديگر  

مثل اين است كه بپرسيم، آيا  به تعريف تابع افزود؟ شرط سوميتوان مي آيا - 2
صندلي معمولاً آن را ! شودمي توان دسته براي صندلي قايل شد؟ البته كه مي

 ).اين حالت را بسيار خواهيم ديد( !نامندمي داردسته
فرض كنيد  - 3 ,A a b 3,2,1{ و{B . 
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 Bبه  Aاز ) 2و 1با هر دو شرط (تابعي  })b(,)1, a ,1({ يرابطه )الف(
  .يك مثال ديگر شما بنويسيد. است

  را ندارد؟تابع  2يا  1كدام شرط  })a ,2({يرابطه )ب(
  كند؟ در كدام شرط صدق نمي} )b(, )2, b(,)1, a ,3({ي رابطه )پ(
 2ويژگيداراي صدق كند ولي  1بنويسيدكه در شرط  Bبه  A از ايرابطه )ت(

 2صدق نكند ولي ويژگي 1بنويسيد كه در شرط  Bبه  Aاي نيز از رابطه. نباشد
  .را داشته باشد

  

   تذكر   3.1.6
تابع   ،باشدتابع  2صدق نكند ولي داراي ويژگيتابع  1كه در شرط  Bبه  Aز ا را ايرابطه
f:نمادگذاريرا با و آن نامندمي زئيج A B  اي از اگر رابطه.  دهندنشان ميA 

 ,a( ،)2 ,1(مـثلاً هـر سـه زوج    صدق نكند،  2صدق كند ولي در شرط  1در شرط  Bبه 
a( ،)3, a(  اين نوع توابـع بـا   . نامندمي مقداري تابع چندرا  آن  ،متعلق به آن باشند

كـامپيوتر،  نظـري  ه در علـوم  ژدر علوم رياضي، به وي چند مقدارييا  جزئيپسوندهاي 
 . شوندميبسيار مطرح 

را براي  2و 1هر دو شرط ن، از جمله ما در اين كتاب، داناتوجه كنيد كه اكثر رياضي        
           مشـخص   پسـوند  شـويم و اگـر غيـر از ايـن باشـد، آن را ماننـد بـالا بـا         مـي  تابع قايـل 

  .را به مرور خواهيم ديد تابع با پسوند هاي ديگرگونه. كنيممي
  .كنيمحال چند نماد و واژه را يادآوري مي

  
   گذارينماد تعريف و    4.1.6
f:فرض كنيم           A Bتابع باشد. 

xبراي هر  - 1             Aعضو منحصر به فرد ،y B  را كه ,x y f ،نگاره   
    مي y ينگارهپيشرا  xو ،  fتحت  ) xحاصل از ورودي  خروجييا (  x ي           
را با  y معمولاً . ناميم             f x )يا گاهي  x f  (نويسيمدهيم و مينشان مي  

   , ,x y x f x y f x   



 
 مباني علوم رياضي 126

  x   ورودي

   

  f   تابع    

 

  f( x)  خروجي

 به ،ناميم ومي  fيهمدامنهرا  Bو  ورودييا  دامنهرا  Aي مجموعه - 2
 .دهيمنشان مي Codfو Domf با ،ترتيب

             f) خروجييا  تصوير، برد( نگارهرا  fهاي دوم اعضاي لفهؤي ممجموعه - 3
چون  ناميم و با نمادهاييمي f A   ،Rng f ،Im f  دهيمنشان مي .  

   بحث در كلاس   5.1.6
 : هاي زير را كامل كنيدعبارت - 1

 
  

Im

|

f y B

f x

  

 
  

با استفاده از نمادگذاري  - 2 y f x تعريف تابع را بازنويسي  2و 1، شرايط
 : كنيد

)1(                                                          ...x A   

)2(                                                                                

  

  يتعريفخوش   6.1.6
 از  fاز اين پس، در اين درس و دروس ديگر، بسياري مواقع لازم است كه تـابعي چـون   

هـاي  توابـع را بـه روش  . تعريـف كنـيم   Bاي چـون  بـه مجموعـه   Aچون يك مجموعه 
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، فرمـول معمـولاً توابـع را بـا    . ي، مشـخص، يـا توصـيف كـرد    فتوان معرگوناگون مي
بـراي مثـال،   . كنـيم معرفـي مـي   ون نمودار، يـا  جدول، دستورالعمل، ضابطه

جدول و نمودار ون زير معـرف تـابعي از    , ,a b c   بـه{ , , , }r s t u    اسـت كـه در آن
 f a r ،   f b s f c .  

  
      x         a         b         c  

 
      s          s          r       ( )f x  

  
  f  

  
  

  

صـريح  به طور دقيقاً و  2و  1تي شرايط معرفي شود كه درس ه تابعي به روشيوقتي ك      
  گوييم كه در اين صورت مي .اثبات كنيمها را آن درستيروشن نباشد، بايد 

  .ايمتعريفي تابع را بررسي كردهخوش

  تساوي توابع   7.1.6

  4.1.6 با نمادگـذاري  .ها استتابع به همان صورت داده شده براي رابطه تعريف تساوي دو
f:گــوييم كــه توابــع مــي A B  و:g C D  اگــرمســاوي هســتند A C ،

B D  و  
     x A f x g x    

  

,فرض كنيم بحث در كلاس    8.1.6 :f g A B روشن است . تابع باشند

fه اگر ك g آنگاه ،Im Imf g .آيا عكس اين گزاره درست است؟ 

  ؟ هستند زير مساوي) حقيقي مقدار( آيا با تعريف بالا، توابع  - 1

a 
b 
c 

r 
s 
t 
u
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2 2x x x x

    
 

 

} که در آن | }x x     .  

وجود دارد؟ ثابت  Bبه  Aاز  رابطه، چند عضو باشد mداراي  Bعضو و  n داراي  Aاگر - 2
.) مرتبه n(  تعدادكنيد كه  .....nm m m m از  تابعA  بهB  وجود دارد؟ 

Aدقيقاً يك تابع از ) تهي يا ناتهي( Bكه براي هر مجموعه چون  نشان دهيد  - 3  
Bو  Aاگـر  ). ناميم، مي، تابع تهيآن را (وجود دارد  Bبه   ، چطـور؟ 

eB}{اگر    تك عضوي وA  ،چطور؟دلخواه باشد 

  .كار خواهيد برد مفاهيم زير را نيز به      

  تعريف    9.1.6
f:فرض كنيم  -1              A B  تابع است وX Y . تابعدر اين صورت  

Xf:به نمايش  ،  Xبر   f تحديد               X Bشودبه صورت زير تعريف مي  
     |Xx X f x f x    

f: فرض كنيم - 2             A A) يعني رويA (تابع باشد وX A .گوييممي  
  است اگر بسته يا ناوردا   fتحتXكه             

   x X f x X    
Xf:در اين صورت               X Xتابع است.  

   بحث در كلاس   10.1.6
  .تابع زير را در نظر بگيريد

  
  f   

    
a 
b 
c 

a 
b 
c 
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 اآي ,X a b تحتf  هاي بسته است؟ مجموعه c و a چطور؟   

  .شوندفاده ميتكنيم كه بسيار اسرا معرفي مي) با پسوند(در ادامه چند تابع خاص       

  تعريف   11.1.6

f:تابع                 A A روي  تابع همانيراA گوييم اگرمي  
   x A f x x    

  ، تحديد آن را برهمچنين. دهيمنشان مي Aidاين تابع را معمولاً با                
              X A، تابع شمول X  درA نويسيمناميم و ميميAXiX :.  

  
    

  تعريف   12.1.6
f: هر تابع دلخواه                 A در  اي نامتناهيدنبالهراA  ناميممي.  

  مي  A در اي متناهيدنبالهرا } A }n ,...,2,1 هر تابع ،همچنين                
   .ناميم               

  
  يبا خانواده  fي كنيم كه دنبالهتوجه مي      

...,)3(f , )2(f ,)1(f 

جاي  گاهي، براي سادگي، به. شودكاملاً مشخص مي A از عضوهاي f n نويسيم مي

nf) ًيا مثلاna (ي و دنبالهf   را با n n N
f


يا   n n N

a
 تعريف ( .دهيمنشان مي

  ).را نيز ببينيد 10.4.2

  بحث در كلاس   13.1.6
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 .كامل كنيد  },1{  متناهي روي ايبه دنباله ي خودتان، ، به سليقهجدول زير را - 1
           4   3    2  1  n 

  nf       ١                                      ؟   

f:ي فرض كنيد دنباله - 2  با دستور زير تعريف شود: 

  

ي اول ايـن  شـش جملـه   . بـراي مثـال،  صورت، ن اي در

در اينترنـت مطالـب   ( .نامنـد مـي  نـاچي بوي فيدنبالهدنباله را اين . دنباله را بنويسيد
 .)ي اين تابع ببينيدبيشتري در باره

ي سادگي اين تابع، اغراق با همه .خواهيم تابع خاص ديگري را معرفي كنيمميحال       
ژه در رياضيات و كاربردهاي آن، به وي مهمي يبنابگوييم كه يكي از مفاهيم زيرنيست اگر 

كنيم كه هر تابع ابتدا توجه مي. در علوم كامپيوتر و آمار، است  

}1,{:f A  يمجموعهزير 

 

Xاگر  ،بر عكس. كندمشخص ميجدا و  Aرا از  A عدم تعلقا يتعلق ، آنگاه x  در
X 1{ توان به زبان تابعي چونرا مي,{A  صورت زير بيان كرد به. 

  

 تعريف   14.1.6
Xفرض كنيم          A .1{تابع,{X : A  ) بـا  ) بخوانيـد  كـاي  اي ـ يخرا

  :ناميممي  Aدر  X يتابع مشخصهتعريف زير را 
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 تذكر   15.1.6

در توصيف مفهوم مجموعه گفتيم كه . گذريمدهيم و از آن ميتذكر مي اي را صرفاًنكته

مباني دانشجويان كلاس ي موعهمج Aاز اين رو، اگر . باشند مشخص اعضاي آن بايد
- مجموعهزير  ي دانشجويان دختر اين كلاسهمه باشد، عبارت م رياضيوعل

{X,1{توانيم تابعكند، و لذا ميمشخص مي Aرا در  Xاي چون  : A  صورت را به
  :نسبت دهيمزير به آن 

  

اي از اين مجموعهزير ،اين كلاس خوبيان ي دانشجوهمه لي عبارتي چونو
ولي اگر خوبي را درجه . زيرا خوب بودن مشخص نشده است. كندكلاس را مشخص نمي

، برخي با  ./9يدرجه، آن چند نفر با 1يدرجهبندي كنيم و مثلاً اين يا آن دانشجو با 
ي به مجموعه  A ، خوب باشند، آنگاه به جاي نسبت دادن تابعي از. . . و    ./4يدرجه

:],1[ توانيم تابعي چون، مي},1{دوعضوي A  ازA 1[ي به بازه, [ تعريف
 ي فازيزيرمجموعه اين توابع معرف مفهومي به نام .كنيم كه گوياي اين مطالب باشد

  .رد بحث ما نيستهستند، كه مو
  

  .بريماين بخش را با معرفي يك نوع تابع خاص ديگر به پايان مي       
  

X ١ 
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 تعريف   16.1.6

  .ناميممي)  ورودي nيا  ( متغير nتابعي با را  زير به صورت هر تابع                
1: ... nf A A B    

                    

  

  براي مثال، . ايدنوع توابع را ديده هاي بسياري از اينمثال     

  

 

  .تابعي با دو متغير است

 تعريف   17.1.6

 ر چون  هر تابع با دو متغي                

  همچنين، هر تابع . ناميممي  A ) دريا ( روي عمل دوتاييرا يك                   

: nf A A  

  .ناميممي  A) دريا (  روي تايي  n عملرا يك                 

  تذكر  18.1.6
:اگر -1 A A A    عملي دوتايي رويA ًبـا الگـو قـرار دادن چهـار     ( باشد، معمولا

))به جاي  ) عمل اصلي اعداد , ))x y نچو يانماد سادهx y بريمرا به كار مي .  
:به صورت  صفرتاييهر عمل  ،17.1.6با توجه به تعريف  -2 A A    است، كـه

}در آن  }A   را  8.1.6بحــث در كــلاس  4بنــد ( اي تــك عضــوي اســتمجموعــه
)با عضوي چـون   روشن است كه . )ببينيد ) a       بـر  . كـاملاً مشـخص مـي شـود

xعكــس، هــر عضــو دلخــواه     A  تــايي چــون   عملــي صــفر: A A   را بــا
)تعريف ) x  كندمشخص مي.  
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  1.6  تمرين
 را پاسخ داديد؟ 8.1.6بحث در كلاس  4و  3آيا سؤال هاي .1

: هــاي زيــر را تعــين كنيــددوتــايي روي مجموعــه صــفر، يــك، و هــايتعــداد عمــل .2
 ،{ }a ،{ , }a b،1 2{ , , , }na a a   . 

وتـايي را  دتعريفـي عمـل  خـوش ،  18.1.6تـذكر   1با اسـتفاده از نمـاد گـذاري بنـد      .3
 :ها را كامل كنيدنقطه چيندر واقع،  .به عنوان تابع  معني كنيد

,:      بسته بودن    )1( ,x y A x y    

)2(                   ( & )x x y y x y       

اســـت؟ روي ) تعريـــفخـــوش(عملـــي دوتـــايي  عمـــل تقســـيم روي  آيـــا .4
\{ }    چطور؟ 

چنــــــد عمـــــــل يـــــــك تـــــــايي   .5   : A A P P  و دوتـــــــايي
     : A A A  P P P آشنا روي AP تعريف كنيد . 

خـوش تعريـف    هـاي جمـع  و ضـرب اعـداد كسـري روي      ثابت كنيـد كـه عمـل    .6
 .)ز به كمك استاد درس داريدنيا! قدري فني است( .هستند

 .را بيابيد  ري فيبوناتچي، مقدادر دنباله .7
f:تابع جزئي  .8      را به تابع گسترش دهيد با تعريف.  

  
  هاي مستقيم و معكوسنگاره    

  
اگر . دهيمعه قرار ميتوابع را مورد مطال ينگارهپيشو  نگارهدر اينجا مفاهيم        

  ! شوندبه رو مي رو مشكلدر عمل قدري با  چه اين مفاهيم ساده هستند، مبتديان
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  تعريف    1.2.6
f:فرض كنيم              A B در اين صورت، . تابع است  
Xبراي هر -1              A، يمجموعه   

( ) { | , ( ) }

{ ( ) | }

f X y B x A f x y

f x x X

    
 


        

  .ناميممي  fتحت  X ممستقي  )خروجييا ( نگارهرا             
Yبراي هر  -2             Bي، مجموعه 

( ) { | ( ) }f Y x A f x Y  


  
  .ناميممي  fتحت  Y ) يپيش نگارهيا ( ي معكوسنگارهرا             

   بحث در كلاس   2.2.6
ي معكوس بيشتر توجه به نگاره. ي مستقيم كمتر مشكل داريداغلب با نگاره       

   .كنيد
 .تابع زير را در نظر بگيريد - 1

  
 

  f :        
 

 

   

})}1{،، براي مثالكه است روشن }) { ( )}f a f a 


  و 

}2,1{({ , }) { ( ), ( )}f a b f a f b 


  

}),({،bf})({ حال caf ،و }),,({ cbaf را بيابيد.  
 تابع - 2 fو  )}3,1{( )}1{( كه روشن است. بالا را در نظر بگيريد

{ , }b c)}2{( .هايمجموعه حال )}4,3{( ،)}3{(f

، )}3,2{(f


 و 

a 
b 
c 

١
٢ 
٣ 
٤
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 )}4,3,2,1{(f


  .را بيابيد 
 كه  يدهحال نشان د داشتيد؟، نداشتيدمشكلي اينجا كه  ات - 3

}3,2{))}3,2{((f f
 

)}),(({},{و  babaff .  
 

   گذارينماد   3.2.6
را با  Xf)( معمولاً  - 1 f Xو)(Yf را با)(1 Yf  دهند كه بهتر است نشان مي

 ،تابع كه بعداً معرفـي خواهـد شـد    وارونرا براي  1fتا مدتي اين كار را نكنيم و نماد
 .شويم ليقا
سادگي، اگـر جويي در نمادگذاري و براي معمولاً براي صرفه  - 2 Y y  عضـوي  تـك

توجـه  . كه ممكن است اشـتباه برانگيـز باشـد   yf)(نويسيممي yf})({، به جايباشد
البتـه ممكـن اسـت    . است نه عضوي از آن Aي زيرمجموعه yf)(يا yf})({كنيد كه

 . هاي بالا را ببينيدمثال. اي تك عضوي باشدمجموعهزير

  
 2و 1بندهاي  براي مثال،. هاي مشخص مشكل چنداني نداريدمفاهيم در مثالبا اين         

ممكن است در موارد مجـرد قـدري مشـكل    . راحتي حل كرديدمثال بالا را به 3و حتي بند
  .ه بحث مجرد زير توجه كنيدب. شودداشته باشيد كه با تمرين به مرور برطرف مي

  

  بحث در كلاس    4.2.6
f:فرض كنيد A B تابع است وX A،Y B .هـاي  رستي يا نادرستي عبارتد

  .زير را تحقيق كنيد
1 -        . [( ), ]f a f X x X f a f x    


 

) لزوماً درست نيست( - 2   . f a f X a X  


  

3 - . ({ }) ( ) { | ( ) }f y f y x A f x y   
 

        

4-    . [ , ]a f Y y Y a f y    
 

 

5 -    . [ , ]a f Y y Y a f y    
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6- . ( ) ( )a f Y f a Y  


 

7-  
Im

.
b f

A f b





 

ي نشان دهيد كه مجموعه - 8  Imf b b f


 .است Aي مجموعه زاراف 
 

  تذكر   5.2.6
f:فرض كنيد       A Bاز آنجا كه. تابع استf هاي مجموعهبر زيرA كنـد و  اثر مي
fدهـد، و  دسـت مـي   به Bاز  هاييمجموعهزير


كنـد و  اثـر مـي   Bهـاي  مجموعـه بـر زيـر   

  : ابع زير استدهد، پس در واقع صحبت از تودست مي به A از هاييزيرمجموعه
       

   
,f fA B B A

X f X Y f Y

 
 

 
 

P P P P
  

هـايي دارنـد كـه    ويژگـي  ي معكوسنگاره وي مستقيم نگاره مهم اين توابع      
  .آوريمهاي زير ميآيند در قضيهكار مي ها را كه بيشتر بهبرخي از آن

  قضيه   6.2.6
f:فرض كنيد             A Bو . تابع است,C D A .  ،در اين صورت  

fتابع   -1            


  يعني، . كندحفظ ميرا  ي رابطه 

   C D f C f D  
 

  

fتابع   - 2           


  يعني، . كندحفظ ميرا  ي رابطه 

     f C D f C f D  
  

  

fتابع   -3            


   ولي داريم ،كندمينحفظ لزوماً را  يرابطه 

     f C D f C f D  
  

  

fتابع   -4          


  داريم، ولي ندكحفظ نميزوماً لتفاضل را  
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     \ \f C D f C f D
  

        

            را اثبـات   3عنـوان نمونـه،   بـه . راحتـي اثبـات كنيـد   توانيـد بـه  اين احكام را مي  اثبات

  .اثبات كنيدرا  4 براي مثالكنيم و شما نيز حتماً يكي ديگر، مي

كنــيم ، فــرض مــي3بــراي اثبــات شــمول        y f C D 


پــس عضــوي چــون . 
x C D  بــه طــوري كــه  وجــود دارد  y f x.   چــونx C D  ، داريــم

x C وx D. ــس پــ   y f x f C 


و     y f x f D 


ــي ،  يعنــ
     y f x f C f D  


نيـز   1 توانسـتيم از البتـه مـي  . اثبـات شـد   3بنابراين. 

  :ئه دهيماصورت زير ار به )!( ترفنياستفاده كنيم و اثباتي 

     
     

, ,C D C D f C D f C f D

f C D f C f D

    

   

  

    

، A ،Bبرقرار نيست، كافي است مثالي از  3اينكه نشان دهيم تساوي لزوماً در براي       
f:تابع  A B و ،,C D Aطوري كه   بياوريم به  

     f C f D f C D  
  

  

براي اينكه بتوانيم چنين  ،كنيم كهتوجه مي. گذاريمي شما ميي مثال را به عهدههارائ      
  كنيم نشان دهيم كه مثالي بياوريم، ابتدا سعي مي

     f C f D f C D  
  

  

 . شويمدچار مشكل ميتا ببينيم در كجا 

       
  

&

, & ( , ( )

???

y f C y f yf f

c C y f c d D y f d

D C D    
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c اگر! شويمهمين جا دچار مشكل مي dعضو ، آنگاه x c d C D     مشكل
  كردصورت زير حل مي بهرا 

   y f x f C D    

cكه  لزومي نداردولي  d.   
  

همـان طـور كـه    . كنـد را بيان مـي  ي معكوستابع نگارههاي ي زير ويژگيقضيه      
ها كه ، و آنمشكل دارندي معكوس قدري معمولاً مبتديان در كاركردن با نگارهگفتيم، 

س پ ـ! كنندبعد با خود حمل مي هاسالرا تا شان را حل كنند، آنكنند مشكلتلاش نمي
مشكل اصلي از اينجا ناشي . حل كنيد ،همين امروز، و را در همين درس سعي كنيد آن

دارد، يعنـي هـر عضـو     شكل مشخصـي ، هر عضو ي مستقيمنگاره شود كه درمي
 f X


به صورت   f x كه در آن ( استx X .(چنـين  ي معكوس ارهولي در نگ
و هر عضو نيست x f Y


 ويژگيبا   f x Yشـود، ولـي مبتـديان    مشخص مي

نويسند گاهي مي x f y


توجه كنيد كـه  . است نادرستكه  f y


 مجموعـه  
و بحـث در كـلاس     2.2.6بحث در كلاس  2بند . برابر باشد xعضوتواند با است و نمي

 !شركت كنيدي زير در اثبات قضيه. كنيد با دقت مطالعه بار ديگر را يك 4.2.6
  

  قضيه    7.2.6
:   فرض كنيم              f A B تابع است و ,C D B  .در اين صورت ،  
  

f تابع -1           


      يعني،. كندحفظ ميرا  ي ابطهر 
   C D f C f D  
 

  
fتابع -2             


   ،يعني. كندحفظ مياجتماع را  

     f C D f C f D  
  

 

fف بر خلا( -3            


fتابع) 


 يعني، . كندحفظ مياشتراك را نيز  
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     f C D f C f D  
  

 

fبرخلاف( -4            


fتابع) 


  يعني، . كندحفظ ميتفاضل را نيز  

     \ \f C D f C f D
  

 

  اثبات
  .بيان كنيد( ! )  صداي بلندها، دليل هر مرحله را با براي درك بهتر اثبات 

1 -  

   
 

 

(???)

(???)

(???)

x f C f x C

f x D

x f D

  

 

 




 

  .را شما بعد از كلاس اثبات كنيد  2بند !راحت بود؟

. ي سمت راست آن اسـت مجموعهزير 3 ي سمت چپكنيم كه مجموعهابتدا ثابت مي -3
  .بيان كنيد(!)  اي بلندصدبا  له رادليل هر مرح

   
   

   
   

&

&

x f C D f x C D

f x C f x D

x f C x f D

x f C f D

    

  

  

  



 

 

  

در آن . ارائه دهيم( ! ) تر فنينيز استفاده كنيم و اثباتي  1توانستيم از البته مي      
  !!گرفتيماز شما مي را انجام دادن آن صورت لذت

  .ي سمت چپ آن استمجموعهزير 3ي سمت راست دهيم كه مجموعهحال نشان مي      
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( ) &

&

x f C f D x f C x f D

f x C f x D

f x C D

x f C D

    

  

  

  

   



  

fي مربوط بهقضيه 3مشكلي كه در بند 


   !پيش نيامدداشتيم  

  

   بحث در كلاس   8.2.6
f:فرض كنيد A B  تابع است وX A ،Y B . بند ( اثبات كنيداحكام زير را

  ). را ببينيد 2.2.6بحث در كلاس  3
1 -   f f Y Y

 
  . و تساوي لزوماً برقرار نيست 

2 -   X f f X
 

 .و تساوي لزوماً برقرار نيست 
 

را در ي معكوس نگاره وي مستقيم نگارههاي يك ويژگي بسيار مهم ديگر تابع
  .آوريمبخش بعدي مي

  

  2.6  تمرين

 . را با مثال نشان دهيد 4.2.6بحث در كلاس  2نادرست بودن بند .1

 .توضيح دهيد  4.2.6بحث در كلاس را در  6و 5 هايو درستي بند 4نادرستي بند .2
 را حل كرديد؟ 4.2.6بحث در كلاس  8و  7 مهمهاي سؤال آيا .3

Xفرض كنيد .4 A  و:f A B  تابع و|Xg f تحديدf برX نشان . باشد
Yدهيد كه براي هر  B ،( ) ( )g Y X f Y 

 
 . 
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f:فرض كنيد  .5 A B  تابع است و.Y B  ثابت كنيد كه 

( \ ) \ ( )f B Y A f Y
 

  
f: فرض كنيد .6 A B  تابع است وX A ،Y B .ثابت كنيد كه 

.)  الف(     ( ( )) ( )f X f Y f X Y  
  

.)  ب(     ( ( )) ( )f f Y f A Y 
  

f:فرض كنيد . 7 S T  تابع است و,A B S ،. ,D E T  درستي يا نادرستي
  :هاي زير را نشان دهيدحكم

Aراگ )الف( B ي سره باشد، آنگاه زير مجموعه( ) ( )f A f B  ي زيرمجموعه
   . سره است

Dاگر  )ب( E  آنگاه. ( ) ( )f D f E
 

   
Dاگر  )پ( E   آنگاه. ( ) ( )f D f B 

 
  

  را به طور كامل پاسخ داديد؟ 8.2.6هاي بحث آيا سؤال .8

f:فـرض كنيـد كـه     )مهم است(. 9 X Y   تـابع و{ } IA   اي از زيـر  خـانواده
}و  Xهايمجموعه } JB  هاياي از زيرمجموعهخانوادهY نشان دهيد كه. باشد  

. )الف( ( ) ( )
I I

f A f A 
  

 
             

. )ب( ( ) ( )
I I

f A f A 
  

   

  
. )پ( ( ) ( )

J J

f B f B 
  


 
 

           
. )ت( ( ) ( )

J J

f B f B 
  


 
 

  
  

f:فرض كنيد   .10 A B  و:g C D درستي يا نادرسـتي حكـم  . تابع هستند-

  .هاي زير را اثبات كنيد

fي رابطه )الف( g  تابعي ازA C  بهB D است.  
fي رابطه  )ب( g  تابعي ازA C  بهB D است.  

f:فرض كنيد كه ) مهم است( . 11 A Bينشان دهيد كـه رابطـه  . ع استتابfK 
/است و افراز Aارزي روياي همبا تعريف زير رابطه fA K را مشخص كنيد:  

( ) ( )fxK y f x f y   
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  تركيب توابع   3.6 

  :اثر كند  fاي تابع روي خروجي ه gبسياري مواقع لازم است كه تابع 

    xورودي   

          

    fتابع   

  

  
خروجي                                     y f x ورودي  

  

  gتابع 

    

 خروجي                 z g y g f x   

  .شودر تعريف ميصورت زي به خود گذاري خاصاين مفهوم با واژه و نماد

  تعريف    1.3.6
f:فرض كنيم              A B و:g B C تركيب. تابع هستند f   باg تابعي  

h:چون              A C  است  به طوري كه  
    ( )x A h x g f x    

fgنمادرا با  hمعمولاً                يمدهنشان مي.   
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ــابع            ــف، ت ــن تعري ــه اي ــه ب ــا توج ــي ر  fب ــي م ــا  ا وقت ــوانيم ب ــيم   gت ــب كن تركي
DomgCodfكه   اين باشـد كـه   ،مانند نظر برخي ديگر ،البته ممكن است نظر شما.  

Im شمول f Domg ولي به دلايل فني ديگري كـه   نظر نادرستي نيست،. كافي است
صـورت   داري بهتوان با نموتركيب توابع را مي. ما نيست شوند، مورد نظربه مرور مطرح مي

  :زير نمايش داد

g f

A C

f g

B



  

ناميم، به اين معني كه مي ييجا به جايا   پذيرتعويضچنين نموداري را نمودار       
fgتابع مركببا  Cبه  Aمسير از     اي از همان مسـير دو مرحلـهA   بـهB    بـا تـابعf   و
  : به نمودار زير توجه كنيد. است gبا تابع  Cبه  Bسپس از 

 C      g f x g f x        A 

  
  

  

     

  

B 

پـردازيم  و كاربردهاي عمل تركيب توابع مـي  هاي اين بخش به برخي از ويژگيدر بقيه      
ها اثبات اغلب آن. روندكار مي ها بهو كاربردهاي آن علوم رياضيها در كه هر يك از آن

ابتـدا در بحـث زيـر    . دهيمانجام مي به كمك يكديگرهستند، كه  سرراستآسان و 
  .شركت كنيد
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   بحث در كلاس   2.3.6
f:كه   فرض كنيد  - 1   يبا ضابطه   f x   و:g    با

 : زير تعريف شده است ايبطهدو ضا دستور

  
  است كه روشن     

  

  

  

  
fتوابع مركب f ،g g ،g f ،f gآيا. را مشخص كنيد f g g f ؟  

f:فرض كنيد  - 2 A B در اين صورت  ،Af id f زيرا براي هر ،a A ،
 داريم 

       A Af id a f id a f a   

Bidكه نشان دهيد  f f.  

Af يپذيرنمودار تعويض - 3 id f صورت زير است به : 

A

f

A B

id f

A

  

Bidيپذيرنمودار تعويض f f را رسم كنيد.  
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fAفرض كنيد كه   -4 B ،gB C ،hC D نشان . تابع باشند
  يعني، . است  پذيرشركتكه عمل تركيب توابع  دهيد

fghfgh  )()(   

  تعريف   3.3.6
A ضرب دكارتيهمراه با هر حاصل             Bدو تابع طبيعي p وq   

  وجود دارند به صورت زير            

( , )

q pB A B A

b a b a

  
 

 

   .ناميممي Bو برAبر  توابع تصويرها را، با توجيه واضح، كه آن           

   زير هستند، كه مهماين توابع تصوير داراي ويژگي ضرب دكارتي همراه با حاصل           
   .ناميممي ضرب ويژگي جهانيآن را            

  

  )ويژگي جهاني ضرب( قضيه   4.3.6
gبراي هر دو تابع دلخواه               fB X A تابع منحصر به فرد ،  
            :h X A B  هستند پذيركه هر دو مثلث زير تعويض طوريوجود دارد به.  

pيعني،                h f ،q h g.  
X

g f

h

B q p A

A B
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  ثباتا
شود توابعي با ها، لازم ميو كاربردهاي آن علوم رياضيدروس از اين پس، در سراسر 

اثبات را با توضيح . اي از آن استمونهريف كنيم، كه اين قضيه نهايي خاص تعويژگي
هاي با در ضمن در نمودارها، تابع. درا بياموزيمهم آن  روشآوريم كه بيشتري مي

بايد هاي نقطه چين را توابع با پيكان و هستند داده شدههايي ابعت ،پر هاي خطپيكان
   .بيابيم

h:تابع مورد درخواست        X A B  تعريف كنيم؟ بايد به هر چطور راx X 
مرتب چون جفتيك    ?,?h x  ي لفهؤو م.   .  .ي اول آن در لفهؤكنيم كه م نظير

f:، دو تابعدرست استهايمان چه هستند؟ داده. باشد. . .  دوم آن در  X A و
:g X B متناظر با هر پس. اندداده شدهx X عضوهاي ، f x A 

و g x B رو طبيعي است كه  از اين. ايمرا داده h x  جفترا 
بمرت    ,f x g x درنظر بگيريم:  

  
  
  

  
. اسـت هاي مورد نظـر قضـيه   داراي ويژگي  fي ررسي كنيم كه تابع ساخته شدهحال بايد ب

xبراي هر.  اثبات سرراست است X، داريم  .  

                      ) تعريف تركيب توابع(     p h x p h x  

تعريف ( h x  (                    ,p f x g x  
p         (                               تعريف ( f x  

pپس  h f .كه نشان دهيدهمين صورت، بهq h g.  

قبـل از اينكـه   ، حـال . ده اثبات شدهاي خواسته شبا ويژگي  fتاكنون وجود تابع       
قـبلاً نيـز   مطابق آنچه كـه  . كنيمچنين تابعي را اثبات  يكتايي بايد، فراموش كنيم
,هر دو تابع  كه كنيمگفتيم، فرض مي :h h X A B   هاي مـذكور در  داراي ويژگي

p(يعنـي، . قضيه باشند h f،q h g( و)p h f ،q h g ( .   بايـد

    ,

hX A B

x f x g x
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hنشان دهيم كه  h يعني براي هر ،x X،   g x h x.  كنـيم كـه   توجه مـي
 h x و h x  درA B هستند و دو عضوA B لفـه ؤاند كه موقتي با هم مساوي-

  . ها نظير به نظر مساوي باشندآن هاي
)روشن است كه       ( ))p h xي اوللفهؤم h x و( ( ))p h x ي اولمؤلفه( )h xاست .

pولي بنابر h fي اول، مؤلفه h x با برابر( )f xاست و بنابرp h f مؤلفه ،-

)رابر با هماننيز ب xh)(ي اول )f xهـاي  با استدلالي مشابه، نشان دهيد كه مؤلفـه . است
دوم  h x و( )h x شوديم  طور كامل اثبات قضيه به صورت،به اين . ندبرابر!    

سـاده و سرراسـت    .خواهيـد ديـد   علوم رياضـي  هايي اين چنين را در سراسراثبات     
  ولي، هستند

ي چنين هموزيد كه به تنهايي قادر به ارائبيا تمرين كردنبايد با 
  !از ما گفتن. هايي بشويداثبات

  

  بحث در كلاس   5.3.6
  نمودار زير را در نظر بگيريد   
  

| | |

B A

CD

p p

pp

B A B A

g f

D C D C

  

  
  

  

استدلال كنيد كـه   ،ي قبلاز صورت قضيهاستفاده  اب .توابع تصوير هستندها  pكه در آن 
h:تابعي منحصر به فرد چون  A B C D   هاي حاصـل را جـا  وجود دارد كه مربع 

حتماً صورت مثلثي زير رسم كنيـد،   بالا را بهموفق نشديد، نمودار  اگر  .سازدمي ييجا به
  .موفق مي شويد
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B A

A B

g p f p

D C

C D





 
  

در اين نمودار را  hتوانيد تابعي قبل، ميدر اثبات قضيه hحال با الگو قرار دادن تعريف   
  : صورت زير تعريف كنيد به

      , ,

hA B C D

a b f a g b

  


  

نويسيم معمولاً مي، hبا توجه به تعريف تابع  ,h f g  يا گاهي ،h f g  .  

-به) ديديم 12.4.2تعريف  كه در(  اجتماع مجزاحال همتاي اين مطالب را براي       

كنـيم  در نوشتن، فرض مـي براي راحتي كار . دهيم ي قرار ميضرب مورد بررسجاي حاصل
A B يعنـي  است مجزا ياجتماع دو مجموعه ،A B  )   صـورت  در غيـر ايـن

({2({بايد اجتماع مجزاي ( {B 1( {A B A  


-كه نوشتهرا در نظر بگيريم،  

  ).كندهايمان را قدري پيچيده مي

  

   تعريف   6.3.6
A) مجزا(همراه با هر اجتماع               B  تابع طبيعي شموليدو Ai ،Biبه  

  صورت زير وجود دارند               
B Ai iB A B A    

b b a a  
  ويژگيرا زير هستند كه آن مهمداراي ويژگي  توابع شمولي طبيعياين              

  .ناميممي همضربجهاني             

  



 
149   تابع

  

  )گي جهاني همضربژوي( قضيه   7.3.6
gواه براي هر دو تابع دلخ             fB X A  ،تابع منحصر به فرد  

           :h A B X  پذيرندهاي زير تعويضوجود دارد به طوري كه  مثلث.  
Ahيعني،             i f ،Bh i g. 
  

|

B Ai iB A B A

g h f

X

  



  

  اثبات
توجه كنيد كه تفاوت اين نمودار بـا  ،  hيكتاييو  وجوداهنمايي  براي اثبات قبل از ر 

يعنـي ايـن دو   . اندشده عكسبرها ي پيكاندر اين است كه همه 3.3.6ي نمودار قضيه

  .يكديگرند دوگانقضيه 

h:براي تعريف تابع  كه ميكنتصور نمي       A B X  ،نياز بـه   ،قضيه در مورد نظر
f:چون ! كمك داشته باشيد A X  و:g B X  توانيـد  راحتي مـي ، بهداريدرا

A )مجزا(  اجتماعرا از  hتابع B  بهX تعريف كنيداي زير هطبه صورت دو ضاب:   

          

    
Aتوجه كنيد كه چون          B ، پسh تعريف است، در غير اين صـورت  وشخ

A در اي xممكن بود براي  B ،   f x g x  دو مقـدار بـراي   در نتيجهو h x 
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ي كـار اثبـات قضـيه را بـه عنـوان      بقيه. تعريف تابع است با متناقضآمد كه دست مي به
در  ايـن چنـين    پر پيچ و خـم  هاياثباتاز اين پس با . تمرين در منزل انجام دهيد

هـاي آنـاليز   ايـن قضـيه در درس   .شـويم زياد مواجه ميهاي ديگر رياضي اين درس و درس
 نيست؟! روشن است hدليل آن با توجه به تعريف(نيز معروف است  لم چسبرياضي به 

  
 

  .بياموزيد و انديشه ورزي كنيد.         بياموزيد و انديشه ورزي كنيد

   بحث در كلاس   8.3.6
  .را به بحث بگذاريدبنويسيد و آن) مجزا(را براي اجتماع  5.3.6همتاي بحث 

  
ي معكوس نگاره وي مستقيم نگارهيك ويژگي بسيار مهم ديگر تابع هاي 

       
   

,f fA B B A

X f X Y f Y

 
 

 
 

P P P P
  

و اثبــات سرراســت آن را  آوريــمزيــر مــي يقضــيه دركــه در بخــش قبــل قــول داديــم، را 
  .گذاريممي هابهترين شماي به عهده

  

  قضيه  9.3.6

fفرض كنيم  gA B C  در اين صورت،. شندتابع با  

1 - g f g f
  
    

2 - g f f g
  
 . )به تغيير ترتيب توجه كنيد.(  

  :زبان نموداري، داريمبه 
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( )

( )

( )

A A

f f

B g f B g f

g g

C C






 



P

P

P

  

  
 
 
 

( )

( )

( )

A A

f f

B g f B g f

g g

C C






 



P

P

P

 

 
 
 

  3.6  تمرين

,فــــرض كنيــــد كــــه دو تــــابع حقيقــــي      .1 :f g    بطهاضــــبــــا-

ــاي )هــ ) cotg x x 2+1 و  ( )f x   ــد ــده انــ ــف شــ ــاي  . تعريــ ــابع هــ تــ
fمركب  g  وg f را مشخص كنيد. 

f:دو تابع  .2     و:g    هاي ابطهضبا( ) lnf x x  و
( ) xg x e تابع هاي مركب . تعريف شده اندf g وg f را مشخص كنيد. 

 را اثبات كرديد؟ 2.3.6بحث  4پذيري مورد سؤال بند شركتآيا  .3



 
 مباني علوم رياضي 152

بحث سؤال ؟ پاسخ دهيد 5.3.6بحث  يولي ساده مهم توانستيد به سؤالآيا  .4

  .را فراموش نكنيد 8.3.6

f:تابع فرض كنيد  .5 A A  اشد كه براي هربچنانa A ،. ( ( ))f f a a 
 .متقارن استAاي رويبه عنوان رابطه fثابت كنيد كه 

a:، تابع aبراي هر عدد صحيح  )مهم( .6    را با( )a x xa   تعريف
.داريم  bو aنشان دهيد كه براي هر دو عدد صحيح . كنيد ab a b      

a:، تابع aبراي هر عدد صحيح  ) مهم( .7    را با( )a x x a    تعريف
.يم  دار bو aنشان دهيد كه براي هر دو عدد صحيح . كنيد a b a b     

  ).تمرين خوبي است(را اثبات كنيد  9.3.6ي قضيه .8

          

 

 

   



  
  
  
  
  7فصل 

  

  دوسويي ابعوت
  

، را دوسـويي ، و پوشـا ، يك به يك )با پسـوند ( در اين فصل سه نوع مهم تابع      
سپس،  ابزاري براي تشـخيص ايـن   . كنيمها را بررسي ميهاي آنمعرفي و برخي از ويژگي

ارتباط  كنيم كهرا معرفي مي هادر پايان، سه نوع وارون تابع. دهيمارائه مي انواع خاص تابع
  .  نزديكي با اين انواع خاص تابع دارند

  

   پوشا، يك به يكتوابع    1.7
كـار ببـريم كـه     را بـه  هاييديديم، اغلب لازم است تابع 2.1.6بحث  در كه طورهمان      

را ابتدا در  هاسه نوع مهم اين تابع. تعريف تابع دارند 2و  1 هايشرط بيشتر ازهايي ويژگي
  . دهيم يل مورد مطالعه قرار ميصها را به تفكنيم و سپس آنزير تعريف مي

هـا را  آن ،يهـاي بعـد  ها نشـديد، نگـران نباشـيد، بحـث    ي تعريفاگر بلافاصله متوجه      
  .دنكنميتر روشن
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   تعريف   1.1.7
f:فرض كنيم               A B  گوييم كه در اين صورت مي. تابع باشد  

  است اگر  تك گزينيا   يك به يك  fتابع  -1             
   a a f a f a     

  يا معادل آن                    
   f a f a a a     

  داشته نگارهكم يك پيشدست Bاست اگر هر عضو  پوشا  fتابع  -2              
yيعني، براي هر عضو  .باشد                   B كم يك دستx A وجود داشته باشد 

كه  طوري به                    y f x .عبارت ديگر،  بهIm f B .  
 .است اگر يك به يك و پوشا باشد  دو سويي  fتابع  -3              

 

f:يك به يك را با تابع هي براي تاكيد، گا       A B و پوشا را با:f A B 
  .توانيد چنين كنيدشما نيز مي. يمدهنشان مي

  بحث در كلاس    2.1.7

  .يك به يك است ولي پوشا نيست ،زير  fروشن است كه تابع  - 1
 

   

 f:  

 

 

از تابع ديگري  - 2 , ,A a b c 4,3,2,1{ به{B   مثال بزنيد كه يك به يك باشد
 .شدولي پوشا نبا

توان از مي آيا - 3 , ,A a b c  4,3,2,1{به{B   ؟ از زدتابعي پوشا مثالB  به

A از  دوسويي آيا تابعي چطور؟A  بهB  يا ازB  بهA وجود دارد؟ 

a 
b 
c 

١
٢ 
٣ 
٤
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 تعريف تابع و شرط يك به يك بودن وجود دارد؟  2چه تفاوتي بين بند  -4

 تعريف تابع و شرط پوشا بودن است؟  1چه تفاوتي بين بند  - 5

f:اگر  -6 A B يك به يك باشد، براي هرb Bچند عضو  ي ، مجموعه
 چطور؟پوشا باشد   fتواند داشته باشد؟ اگر مي

f:تابع حقيقي نمودار فقطاگر  -7  ي دكارتي داده شده باشد، در صفحه

 يك به يك يا پوشا است ؟  fص داد كه توان تشخيمي چطور

f:ثابت كنيد كه تابع  - 8   5 با ضابطه f x  يك به  .پوشا است

  چطور؟يك 

يگري از حال كه با مفاهيم تابع يك به يك، پوشا، و دوسويي آشنا شديد، نوع د       
  .گذاريمها را به بحث ميؤالس

  بحث در كلاس    3.1.7

,د فرض كني }na  {A  اي مجموعهn نشان دهيد كه . عضوي است  

 .استنيز  پوشالزوماً )  Aبه  A از( Aروي  يك به يكهر تابع  - 1
 .ستاك به يك نيز لزوماً ي Aهر تابع پوشا روي   - 2
 .ستا n!ا ببرابر  Aتعداد توابع دوسويي روي  - 3
 

  بحث در كلاس    4.1.7
 .تابع يك به يك زير را در نظر بگيريد  - 1

fA B  
   

 

 

 

a 
b 
c 
 

١
٢ 
٣ 
٤ 
٥
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كنـيم،   تحديـد  Bاز }3,2,1{ يمجموعهزيربه  Aاز ، براي مثال،را  fاگر كه است روشن
f:تابع دلخواه  نيدك حال فرض. آيددست مي تابعي دوسويي به A B    يـك بـه يـك 

   ؟توانيد ارائه دهيدمشابه بالا مي يچه حكم. باشد
 .زير را در نظر بگيريدپوشاي تابع   - 2

  
fA B  

   

 

 

 

يمجموعـه از زير ، براي مثال،را   fاگر كه روشن است ,a c A   بـهB  كنـيم،   تحديـد
f:حال فرض كنيد تابع دلخـواه  . آيددست مي تابعي دوسويي به A B   باشـد پوشـا .

Cچـون   اياز زيـر مجموعـه    fنشان دهيد كه تحديـد   A   بـهB   آن . (دوسـويي اسـت
  .)را مشخص كنيدها زيرمجموعه

       
-هاي مهم اين سه نوع تابع را در ارتباط با تركيب توابع ميحال برخي از ويژگي        

ها در اثبات. اندها نيز آموزندهاثباتها، گذشته از اهميت اين ويژگي. آوريم
  .شركت كنيد

  

  قضيه    5.1.7
       ، پوشا( يك به يك ،)دوسويي، پوشا( يك به يكتركيب دو تابع             

  .است )دوسويي            
  

  اثبات 
BAfفرض كنيم   : وCBg : براي اثبات يك به يك . يك به يك هستند

fgبودن تابع بايد از ،( )( ) ( )( )g f a g f a   نتيجه بگيريم كهa a . دليل
  : بيان كنيد(!)  صداي بلندي زير را با هر مرحله

a 
b 
c 
d 

١
٢ 
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g f a g f a g f a g f a

f a f a

a a

   

 

 

 

  

خواهيم نشان دهيم كه مي. باشندپوشا  gو  f هك فرض كنيم حال      
CAfgتابع : كه توابع حقيقي  معمولاً براي اثبات پوشا بودن. (پوشا است

اند مشكلي نداريد، ولي در طور صريح داده شده به 2.1.7 بحث 7 مانند بندها ي آنضابطه

پس بيشتر . مشكل داريد قدري اند،مشخص شده ويژگياثبات پوشايي توابعي كه با 
fgبراي اثبات پوشا بودن تابع.) توجه كنيد  ربايد نشان دهيم كه براي هc C 

aدست كم يك  A كه طوري وجود دارد بهcafg ))((  .كه  حدس بزنيد
  .تواند راهنما باشدنمودار ناقص زير مي! دهيمنشان مي Aرا در  aچطور وجود 

  C  g  B  f  A  

                   

    

  

bپوشــا اســت، پــس   gچــون  B طــوري كــه  بــه وجــود دارد g b c .
aهنوز( Aحال چون  )!است پيدا نشدهf ،پوشا استa A  بـه  وجـود دارد -

كه طوري f a b .داريم حال 

cbgafgafg  )())(())((  

fgتحت c براي  يانگارهپيش a در نتيجهو   تاست، و قضيه اثبات شده اس.  
fgدوسويي باشند، gو   fدر پايان، روشن است كه اگر        يك به يك است، زيرا . . . ،
fgو   ي را شما كامل كنيدحال اثبات قضيه. . .! پوشا است، زيرا.      
  
  
  
  

a 
b 
 

c 
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  قضيه   6.1.7
f:فرض كنيم              A B و:g B Cدر اين صورت. تابع باشند،   
fgاگر  - 1             يك به يك باشد، آنگاهf  يك به يك است.  

fgاگر  -  2             پوشا باشد، آنگاهg پوشا است.  
  

  اثبات
fgفرض كنيم  - 1  كاملو استدلال با دليل ،مراحل زير را. يك به يك است ، 

  :كندمياثبات  را 1كنيد كه حكم 
   . . . )                                  زيرا (     ...f a f a   
  ...                              . . . )        زيرا (
               . . . )                                    زيرا (

fgفرض كنيد - 2  اقص به كمك نمودار ن .پوشا است  
  C  fg   A  

         c                        a                      

         

  g    f         

B 

  .پوشا است gثابت كنيد كه 

 
ها احكامي معادل با تعريف يك اين قضيه. خاطر بسپاريدي زير را به خوبي بهدو قضيه       

از  علـوم رياضـي  هـا در  اين نوع قضيه. دهندبودن توابع ارائه مي به يك و تعريف پوشا
  .اي برخوردارنداهميت ويژه
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   قضيه   7.1.7
f:تابع              A B ازتنها اگر نسبت به تركيب توابع، است اگر و يك به يك         

  يعني، . حذف شود سمت چپ            

           *)(   
  
 

  
 اثبات

اثبات يك طرف آن سرراست . است دو طرفه كنيم، اين قضيهطور كه مشاهده ميهمان
طور كه بارها همان. طلبداست و توجه بيشتري را مي ترفنياست، ولي طرف ديگر قدري 

ها صرفاً اين نيست كه درستي حكم قضيه را نشان ايم، قصد ما از اثبات كردن قضيهگفته
   !بياموزيماثبات كردن را  فنونبيشتر اين است كه دهيم، بلكه 

را اثبات  (*)نگاه  ‐ يك به يك است و درستي حكم اگر  fكنيم كه ابتدا فرض مي )الف(
و توابعي چون  Cاي چون كنيم كه براي مجموعهبه اين منظور، فرض مي. كنيممي

, :h k C Aداريم ،. f h f k  استفاده كنيم   fحال بايد از يك به يك بودن    
hو نشان دهيم كه  k . يعني، براي هرc C ،   h c k c . مراحل اثبات اين

 : مطلب را با دليل كامل كنيد

 
 
  
                      ). . .زيرا (
  
يك به يك   fدهيم كه پذيريم و نشان ميرا مي (*) ت عكس قضيه، درستيبراي اثبا )ب(

كنيم كه ، فرض مي fبراي اثبات يك به يك بودن . است   f a f a  و با استفاده از
aدهيم كه نشان مي (*) a.  

  

 , , :C h k C A f h f k h k      

     

 ( )

f h f k f h c f k c

h c k c
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     f a f a  B    A    

      

  

  

سـورهاي  با كمـي دقـت بـر    . استفاده كنيم (*)حال مسئله اين است كه چطور از       
دسـت مـا     h ،kو جفت تابع  Cي مجموعهشويم كه انتخاب متوجه مي (*) عمومي
,و دو تابع  Cاي چون مجموعه ،پس. است :h k C A  كنـيم  مـي  انتخابرا طوري

cكه بـراي عضـوي چـون    C ، h c a  و k c a وkfhf   .  در ايـن
hكند كه بايدميبيان  (*)صورت  k  يعني   h c k c  در نتيجهو a a.  

     f a f a   h c    C  

   

    

  k(c)  

  
را تك عضوي انتخاب كنيم و  Cكافي است  , :h k c A صورت،  را به h c a و
 k c a حال به روشني داريم. تعريف كنيمkfhf  )درست است ؟  (
h، (*) رپس، بناب k  يعني   a h c k c a   و حكم اثبات شده است !

   )!؟ ، نبودجالب و فني بود(
  

  .همتاي اين قضيه را براي توابع پوشا اثبات كنيم كمك كنيدحال       
  
  

a  
 

a  
 

 

 

c 

a
 

a  
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   قضيه   8.1.7
f:تابع            A Bسمتست اگر و تنها اگر نسبت به تركيب توابع، از ا پوشا  

  يعني، . راست حذف شود            
              (*) 

     
    

   

 اثبات
  .تر استاين حكم نيز دو طرفه و اثبات يك طرف آن آسان

)( كنيم كه ابتدا فرض ميf  اثبات مي را (*)آنگاه  ‐است و درستي حكم اگر  پوشا-

ــيم ــي .  كن ــرض م ــور، ف ــن منظ ــه اي ــه ب ــراي مجموع ــه ب ــيم ك ــوابعي چــون  Dي كن و ت
, :h k B Dداريم ،fkfh   . حال بايد از پوشا بودنf   استفاده كنيم و نشـان

hدهيم كه  k .يعني، براي هرBb،)()( bkbh  .  دليل هر مرحله از اثبات زيـر را
  : بيان كنيد

  
  

  

  

  
)( دهــيم كــه و نشــان مــي پــذيريممــي را (*) بــراي اثبــات عكــس قضــيه، درســتي

:f A B كنيمفرض مي ،به اين منظور. پوشا استb B وجـود   (*)از  و با استفاده
aعضو  A  را با ويژگي f a bكنيماثبات مي.  

   B    A 

      
  
  
  

 
         
         
         

,

&

&

b B a A f a b

h b h f a k b k f a

h b h f a k b k f a

h b h f a k f a k b

    

  

  

   

 

 

 

 ؟ b 

 , , :D h k B D h f k f h k      
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از آنجا كه ما اثبات را قبلاً . ي قبل استتر از همتاي آن در قضيهفنياين قسمت حتي  
بريم و كار مي ان خلف را بهبره. بياموزيدرا  آن فنآوريم تا شما نيز را ميايم، آنديده

  fتحت  Aيعني هيچ عضو . ندارد  Aدر   fتحت  اينگارهپيش bكنيم كه فرض مي
در نظر  }3,2,1{ي سه عضوي را برابر با مجموعه Dي حال مجموعه. نگاشته نشود bبه 
,گيريم و توابعمي :h k B D كنيمصورت زير تعريف مي را به.  
  

  
  

fkfhكنيم كهبا كمي دقت مشاهده مي         )پس بنابر  ،)چطور؟(*) 
hبايد k  1 در نتيجهو h b   2با k b  تناقضاين . نيستكه ، برابر باشد 
 Aدر  fاي تحت نگارهبايد پيش bدهد كه فرض خلف بالا نادرست است، يعني ن مينشا

به هر حال، شما  خيلي فني بود، نبود؟! (اثبات شده است fداشته باشد و پوشا بودن 
           !)نيز اثبات را ديديد

يقينـاً  البتـه  . تشما را خسته كـرده اس ـ  ،مشكل اندكيهاي فني و حتماً اين اثبات       
احكام ديگري معادل با يك به يك و پوشا بودن وجود دارند كه بعداً  !ايدلذت هم برده

  . خواهيم ديد

  .انديشه ورزي را تمرين كنيد              .انديشه ورزي را تمرين كنيد

    1.7   تمرين

ــاي   .1 ــابع هــ ,تــ :f g    ــابطه ــا ضــ ــايرا بــ )  1 هــ )f x   و                       
2( )g x x  آيا. در نظر بگيريد f  ياg يك به يك هستند؟ 

}فرض كنيد  .2 , , }A u v w  و. { , }B a b  
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  .را مشخص كنيد Bبه  Aي تابع هاي از همه )الف(
  ها پوشا هستند؟كدام )ب(
  ها يك به يك هستند؟كدام )پ(
  ها دوسويي هستند؟كدام )ت(

  پاسخ داديد؟ 3.1.7به سؤال هاي بحث  آيا .3

:خ داديـد؟ يكريختـي   پاس 4.1.7به سؤال هاي بحث  آيا .4 ( )f A f A   بـراي
}براي مثال، . وجود دارد 2چطور است؟ چهار جواب براي سؤال بند  1بند  , }C a c   يـا

{ , }C a d .ديگر كدام اند؟  دو پاسخ  

f:هايي از تابع مثال . 5   بياوريد كه  

  .يك به يك و پوشا باشد )الف(     

  .يك به يك باشد ولي پوشا نباشد )ب(     

  . يك به يك نباشد ولي پوشا باشد )پ(     

  .نه يك به يك و نه پوشا باشد )ت(     

f:فرض كنيد تابع  .6 X Y  باشـد و   پوشـا. ,B C Y     اگـر  ثابـت كنيـد كـه 
( ) ( )f B f C
 

B.آنگاه   C مثالي بياوريد كه نشان دهد اگرf  پوشا   
  . اين حكم نادرست است نباشد،  
   آيا . را يك بار خودتان اثبات كنيد  8.1.7و  7.1.7هاي جالب و مهم قضيه .7
  را طور ديگري انتخاب كنيد؟ Cيها مجموعهاين حكم  عكسبراي اثبات  توانيد مي   
f:تابع  ات كنيد كه بثاحال  .را ببينيد 6.2.6 يبتدا قضيها .8 A B     يـك بـه يـك                     

  اگر و تنها اگر است

( , ) ( ) ( ) ( )C D A f C D f C f D    .  

 اثبـات   ولـي . به راحتي مي توانيد تساوي بالا را اثبـات كنيـد   fاز يك به يك بودن (     
، مي طلبد بيشتري  هوشمندي و دقت ، قدري فني استعكس اين حكم،  

ي بايد، مانند عكـس قضـيه   fبراي اثبات يك به يك بودن !! و بسيار آموزنده است
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كنيـد كـه مسـئله را حـل      انتخاب چنان خودتان را Dو  Cزيرمجموعه هاي  ،7.1.7
  ).هستند به همين زيبايينيز   13تا  9تمرين هاي . كند

  ثابت كنيد كه  ).را نيز ببينيد 8توضيح داده شده در تمرين . است 8مشابه تمرين ( .9

f:تابع       A B يك به يك است اگر و تنها اگر  

( , ) ( \ ) ( ) \ ( )C D A f C D f C f D    

  ثابت كنيد  ).را نيز ببينيد 8توضيح داده شده در تمرين . است 8مشابه تمرين (. 10

f:تابع   كه       A B يك به يك است اگر و تنها اگر  

( ) ( \ ) \ ( )X A f A X B f X    
f:تابع  ثابت كنيد كه . 11 A B يك به يك است اگر و تنها اگر  

( ) ( ( ))X A f f X X  


  

f:تابع  ثابت كنيد كه  .12 A B پوشا است اگر و تنها اگر  

( ) \ ( ) ( \ )X A B f X f A X    
f:تابع  ثابت كنيد كه . 13 A B ها اگرپوشا است اگر و تن  

( ) ( ( ))Y B f f Y Y  
  

fهايدوسويي است و تابع fتابع كنيد كه فرض. 14 g و h f نشان . تعريف شوند
  دهيد كه 

hيك به يك است اگر و تنها اگر  hتابع  )الف( fيك به يك باشد.  

fپوشا است اگر و تنها اگر  gتابع  )ب( g پوشا باشد.  

fهاي فرض كنيد تابع  .15 g hA B C A   طوري باشند  

hكه        g f  وg f h  و باشند  يك به يكf h g  ثابت كنيد . پوشا باشد  

  !دوسويي هستند h، وf ،gكه هر سه تابع      
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  هاي توابعوارون    2.7

f:توابـع  ( دسـتگاه  جفتي يك در اين بخش درباره       A B  و:g B A( 
  fبه اين معني كه اگـر اثـر   . اثر ديگري را خنثي كند) يا يكي(كنيم كه هر يك صحبت مي
  .را باز پس دهد، و بر عكس xهمان  yبر  gتبديل كند، اثر  yآن را به  xبر ورودي 

       f  

  B        A  

  

  
g

    

f:براي هر تابع دلخواه  آياولي        A B ًچنين تابع، حتما:g B A  وجود

   !پاسخ منفي استدارد؟ 

  بحث در كلاس    1.2.7
  . تابع زير را در نظر بگيريد     

     
   B                           f         A 

 

 

  .هاي زير تعريف كنيدها را با جدولآن. وجود دارند Aبه  Bاز  تابع تنها چهار

      2       1                2     1                    2       1            2      1                

      ?      b                     ?      b            a        b                    a       ?             

                              

 

x y 

١
 

٢ 

a  
 

b  
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 كه  ديد توانالبته مي) چطور؟(را بازي كند  gتواند نقش ولي هر يك به دليلي نمي
b ,1(, )a ,1({R({ يرابطه   اثرf  كند، و بر عكس را خنثي ميf   اثرR  را

اگر ) هست؟( !نيست تابع يك  ،رابطهولي اين  ) درست است؟(كند مي خنثي
  .الي نداريد، تعريف رسمي زير را ببينيدؤتا اينجاي بحث س

  تعريف    2.2.7
g:تابع              B A  تابع  وارونرا:f A B ) وf   وارونرا g (گوييم مي  

aبراي هر اگر             A bو هر    B ،  
abgbaf  )()(  

  

 ،به عبارت ديگر        g f a a و  f g b b ،يعنيAidfg  
Bidgfو .  

f g

A B

A B B A

id g id f

A B

 
   

  .ممكن است وارون نداشته باشد  fديديم كه تابع     

  .ناميممي پذيرنووار ه وارون دارد،كتابعي را 

   بحث در كلاس   3.2.7
  .واروني براي تابع زير بيابيد - 1

 

 

   

 

a 
b 
c 

١
٢ 
٣ 
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f:تابع   - 2  5ي را با ضابطه f x   در نظر بگيريد و واروني
 .براي آن بيابيد

f:تابع  آيا - 3   5ي با همان ضابطه f x  وارون دارد؟ 

منحصر به فرد ) البته در صورت وجود(  fدهيم كه وارون تابع ي زير نشان ميدر قضيه      
  از اين رو . است 

f:وارون تابع A B  1را با :f B A  دهيمنشان مي.  

حال با . مشكلي نداريد 3.2.7هاي واقعي مانند بحث معمولاً براي حل كردن مسئله      

  .انديشه ورزي كنيدهاي مجرد، شركت در اثبات قضيه

   قضيه   4.2.7
f:وارون تابع              A Bدر صورت وجود، يكتا است ،.  
  

 اثبات

ABhgكنيم هر دو  تابعفرض مي. ايدآشنا شده يكتاييبا روش اثبات  :,  وارون
:مراحل زير را با دليل كامل كنيد. باشند  f تابع

 

Bg = g

( )

id

g f h

h


 
  



 

  

 بحث در كلاس   5.2.7

f:فرض كنيد -1 A B  وg:B C بـراي اينكـه نشـان دهيـد     . پذير باشندوارون
11تــابع  gf  وارونfg 111نــييع ،اســت)(   gffg كنيــد؟ ، چــه مــي

بايـد نشـان دهيـد كـه     ! كننـد ي اثبـات ايـن مطلـب اشـتباه مـي     گـاهي در ارائـه   مبتديان
Cidgffg  )()( 11  وAidfggf  )()( 11 .  
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  .صورت زير است درستي تساوي اول به ثباتا 
CB idgggidggffggffg   111111 )()()( 

  
f:نشان دهيد كه اگر تابع - 2 A B پذير باشد، آنگاهوارونff  11)( . 

f:گاهي براي تـابع        A B  تـابعABg :     وجـود دارد كـه داراي يكـي از دو
Aidfgويژگي  ياBidgf  ها نيز ن حالتاي. است، و ديگري لزوماً برقرار نيست

  .بسيار مفيد هستند

  تعريف    6.2.7
ABgتابع -1                  :  تابع  وارون چپرا:f A B ناميم اگرمي  

  ،Aaيعني، براي هر. را خنثي كند  fاثر تابع  gتابع                
abgbaf  )()(  

) يا                ( ))g f a a  ياAidfg .   )چپ يتوجيه واژه.(     
ABhتابع - 2               : وارون راسترا:f A B ناميم اگر تابع ميf   
  ،Bbيعني، براي هر. را خنثي كند hاثر تابع                

bafabh  )()(  
) يا                ( ))f h b b  ياBidhf . )راست يتوجيه واژه.(    

 

   .باشند تابعبايد چپ يا راست تابع  هايوارونشويم كه متذكر ميدوباره       
  

  بحث در كلاس    7.2.7
  .را در نظر بگيريد 1.2.7حث تابع مذكور در ب -1

    f  
  A           B 

 

    

a 
 

b 

١ 
 

٢ 
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بررسي ! (نيست f چپكدام وارون وجود دارند، هيچ Aبه  Bاز كه از چهار تابعي   
  ست؟ا  f راستكدام وارون آيا هيچ). كنيد

 . شان دهيد كه تابع زير دو وارون راست دارد ولي وارون چپ نداردن  - 2

  

      

  

 .تابع زير را در نظر بگيريد - 3

    B     f   A  

  

  

 fاثر (است   fكه در زير مشخص شده است وارون چپ  Aبه  Bاز  g تابعكه  وشن استر
  .)كندرا خنثي مي

    B         g    A 

   

 

 
  .آن را بيابيد! است  fچپ وارون  Aبه  Bيك تابع ديگر نيز از 

  
 وارون راست دارد؟  3در بند  fآيا تابع  -4

   
     . گذاريمبه بحث مي ها راالؤي از سمجردحال نوع     

 

a 
 

b 

 
١ 
 

a 
b 
 

١
٢ 
٣ 

a 
 

b 

١
٢ 
٣ 
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بحث در كلاس     8.2.7  
!البته كه دارد پذير داراي وارون چپ و وارون راست است؟ هر تابع وارون آيا  - 1  
ABgاگر آيا - 2 : وارون چپBAf : وABh :  وارون راستf  

hgباشد، را ببينيد 4.2.7ي مراحل اثبات قضيه( ؟.(  
         
BAfكه تابع ديديم       :  دو طرفـه (ون چـپ، راسـت، يـا وارون    ممكـن اسـت وار (

  fهايي بـراي  توانيم تشخيص دهيم كه چنين وارونمي رچطو. باشد نداشتهيا  داشته
  !ايـد هـايي زده هاي ايـن بخـش حـدس   احتمالاً با بررسي مثال ؟يا وجود ندارند دارند وجود
  .ديمهم زير را ببين يقضيه

  

  قضيه    9.2.7
BAfفرض كنيم               :در اين صورت، . تابع است  

  fدارد اگر و تنها اگر وارون چپ f)، اگر  با شرط( -1                
  .باشد يك به يك              
  .باشد پوشا fدارد اگر و تنها اگر ارون راستو fبعتا -2                
  .باشد دوسويي fدارد اگر و تنها اگر )دوطرفه( وارون fتابع -3              

  

  اثبات
، يك طرف هر يك از اين احكام سرراست 7.1.7و  6.1.7ي هاي دوطرفهمانند قضيه 

  .است فنيها قدري شود ولي طرف ديگر آناثبات مي
ABgداراي واروني چپ چون  f كه  كنيمابتدا فرض مي - 1 : مراحل زير را . باشد

  .يك به يك است، كامل كنيد  fدهند كه نشان مي
))   تابع بودن 2شرط (      ) ( ) ( ( )) ( ( ))f a f a g f a g f a     
  ...)                             است fوارون چپ  gزيرا (     
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يابيم مي  fبراي  gيك به يك است و واروني چپ چون   fكنيم برعكس، فرض مي        
را به شما واگذار  gتعريف كردن  لذت). شوددر اين قسمت استفاده  مي A بودن ناتهي(

 .را ببينيد 6.2.7بحث  3براي راهنمايي، بند.  كنيممي
ABhداراي وارونـي چـون   fكنيم كـه  ابتدا فرض مي -2 :  يعنـي، بـراي هـر    . اسـت
Bb،bbhf ))(( . براي اثبات پوشا بودنf كنيم، فرض ميBb به . دلخواه است

bafكنيم كهپيدا مي Aaعضوي چون hكمك  )( . هـاي  زنيـد بـا داده  حدس مـي
ABh : وBb،  عضوa    كـدام عضـوA  توانـد باشـد؟ درسـت حـدس زديـد،      مـي
)(bha  .زيرا  . ( ) ( ( ))f a f h b b       

  
ABhواروني راست چون پوشا است و f كنيم ، فرض ميبرعكس         :  برايf  

براي راهنمايي، .  كنيمرا به شما واگذار مي hدر اينجا نيز لذت تعريف كردن  .كنيمپيدا مي
 .را ببينيد ،يا روش حل مثال زير،  6.2.7بحث  2بند

  B    A  

            f    

  

  

h  بايدx  را بهa  وy  را به يكي، و تنها يكي، از دو عضوb  ياc  بنگارد تا اينكهf  اند اثر بتو
h كنيم كه در اين مثال، مشاهده مي. را خنثي كندf  داراي دو وارون راست است:  

  y  x    y  x 

  b  a    c  a 

    .استفاده كنيد 7.2.7قضيه و بحث  2و  1براي اثبات اين قسمت، از بندهاي  - 3

نيز براي تابع  تناظر يك به يكي بالا، گاهي واژه يقضيه 3با توجه به قسمت       
وارون دوطرفه دارد و در نتيجه هر عضو دامنه دقيقاً با يك   f زيرا . رودكار ميسويي بهدو

  .شكل زير را ببينيد. در ارتباط دو طرفه است 1fو fعضو همدامنه توسط

a 
b 
c 

x 
 
y 
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    B  f       A    

        

  


1f  

  

بندي ها را مجدداً در زير جمع، آن8.2.7، 7.1.7، 6.1.7هاي به دليل اهميت قضيه      
  .مي كنيم

  قضيه    10.2.7
BAfتابع - 1 : چپ در تركيب توابع از  اگر و تنها اگراست   يك به يك

  .باشد راي وارون چپدا)  با شرط ( اگر و تنها اگر  ،حذف شود
BAfتابع  - 2 : از راست  در تركيب توابع اگر و تنها اگر است  پوشا

  .اشدب داراي وارون راست اگر و تنها اگر   ،حذف شود
  
  

  2.7  تمرين 
f:ثابت كنيد كه تابع حقيقي . 1   2يبا ضابطهx 3 ( )f x   دوسويي است

 .و وارون آن را تعريف كنيد
f:نشان دهيد كه تابع  .2   با تعريف ( )f n    وارون راست ندارد، و دسـت

 !كم دو وارون چپ براي آن تعريف كنيد

}فرض كنيد كه . 3 | 0}S x x   . نشان دهيد كه تابع:g S S    بـا تعريـف
 )(xgدوسويي است و وارون آن را تعريف كنيد. 
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h:آيا تابع حقيقي  .4   با تعريف ( )h x  دوسويي است؟ 

:1(تابع     ( ,f  يرا با ضابطه  
( )f x 

 

:1( نشان دهيد كه تابع. در نظر بگيريد ( ,g   با تعريف زير وارونf است: 
( )g x   

f:نشان دهيد كه تابع . 5          با تعريف زير يك بـه يـك اسـت و يـك وارون
 :چپ براي آن بيابيد

  
 

 پاسخ داديد؟  7.2.7هاي جالب بحث آيا به سؤال. 6

  .را اثبات كنيد 8.2.7بحث  2حكم بند. 7
}فرض كنيد كه  .8 , , }A a b c و{ , }B x y . تابع{( , ), ( , ), ( , )}f a x b y c y 

 .را در نظر بگيريد
 به عنـوان رابطـه  را بنويسيد به طوري كـه  Aبه Bهاي ازرابطهي همه  )الف(   

  هستند؟ Aبه B از تابعيها ها كداماز اين رابطه. باشند fوارون چپ
وارون  به عنوان رابطـه را بنويسيد به طوري كه Aبه Bهاي ازي رابطههمه  )ب(   

 هستند؟ Aبه Bها تابعي از ها كدامطهاز اين راب. باشند fراست

را بـدون   10.2.7 (!)يهوشـمندانه ، و فنـي ، جالب، مهمي بسيار اثبات قضيه .9
  . .رجوع به متن به طور كامل بنويسيد

fفـــرض كنيـــد . 10 g hA B C A   طـــوري كـــه تـــابع باشـــند بـــه
Ah g f id  ،Bf h g id  و ،. Cg f h id   نشان دهيد كه هر سه تابع
f ،g و ،h ها را مشخص كنيددوسويي هستند و وارون آن. 
Sفرض كنيد كه . 11    و:f S T   نشـان دهيـد كـه تـابعي چـون      . تـابع اسـت

:h T S طوري كه وجود دارد به. f h f f   از اين مطلب نتيجه بگيريد كه 

داشـته   ي ناتهي يك به يك است اگـر و تنهـا اگـر وارون چـپ    هر تابع با دامنه )الف(    
  .باشد
  .هر تابع پوشا است اگر و تنها اگر وارون راست داشته باشد )ب(    
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  .نشان دهيد كه تابعي كه وارون راست منحصر به فرد دارد، دوسويي است .  12
  آيا  تابعي كه وارون چپ منحصر به فرد دارد، دوسويي است؟ .13
f فرض كنيد .14 g  هـر دو تـابع   تعريف شود وf  وg    وارون چـپ داشـته باشـند .

fنشان دهيد كه  g نيز وارون چپ دارد. 



  
  
 8فصل 

  هايكريختي مجموعه
  

را عـلاوه بـر    هـا شـئ ارزي بيان شـد،  ي همي بخش رابطهطور كه در مقدمه همان      
يكسـان در نظـر   تـوان  هاي ديگري نيـز مـي  ، به صورتبودن )عين هم(مساوي 
ديگـري   چـه صـورت   بـه علاوه بر مساوي بودن  شما. و در يك دسته قرار داد گرفت

كنيـد؟ بـراي    بنـدي دستهها را و آن نظر بگيريد؟در  يكسانا ها رمايليد مجموعه

بـودن بـه دو    متناهينايا  متناهيها را بر حسب مثال، ممكن است مايل باشيد آن
  .دسته تقسيم كنيد

  

  

  

  

 
  هايمجموعه    هايمجموعه
 نامتناهي            متناهي
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بنــدي كنيــد؟ هــا را دســتهه چــه صــورت ديگــري مايــل هســتيد كــه مجموعــهبــ      
بنــدي دســته تعــداد عضـو ســب هــا را بـر ح شـايد بــه طـور طبيعــي بخواهيـد آن   

ــال،كنيــد و ــراي مث هــاي جــدا از در دســتهعضــوي را ... ، ،3،2،1هــايمجموعــه ، ب
 گيرنـد؟ هـا قـرار مـي   م دسـته در كـدا  ،،،در ايـن صـورت  . هم قرار دهيـد 

هـا و  ايـن مجموعـه   تعـداد عضـوهاي   دهيـد؟ آيا همه را در يك دسـته قـرار مـي   
در ايـن   كنيـد؟ مـي مقايسـه  هـم   هـاي ديگـر را چطـور بـا    بسياري از مجموعـه 

 هـاي بعـدي پـي   كنـيم و در فصـل  زار مناسب براي اين مقايسـه را فـراهم مـي   فصل اب

  .گيريممي

  اهيكريختي مجموعه   1.8
. لازم است آيا. آوريممي هاي بالا را فراهمالؤدراين بخش ابزار مناسب براي پاسخ به س

ها را تشخيص دهيم؟ ول بودن يا نبودن آنطي دو طناب را بدانيم تا بتوانيم هماندازه
تعداد بودن يا نبودن عضوهاي دو مجموعه را مبايد شمردن بدانيم تا بتوانيم ه آيا

هاي خودش را نباتداند چطور تعداد آبي كه هنوز شمردن نميتشخيص دهيم؟ كودك
جنگ كند تا ببيند بايد مقايسه مي ،ش از مادر گرفتههايي كه برادرنباتبا تعداد آب
ياد هب ،كانتورانگليسي،  يدان برجستهرا راه بيندازد يا خير؟ حتماً رياضي جهاني

هاي نباتهاي خودش با آبتنبابين آب يك به يكاظري تن آورد كه در كودكي
  !داد تعريف زير را ارائه از اين روو  هكردبرادرش ايجاد مي

  

  تعريف   1.1.8
    گوييم اگر مي )همعدديا  هم ارز( يكريخترا  Bو  Aي دو مجموعه            

BAf چون) تناظري يك به يك(دوسويي  تابعي             : شدوجود داشته با.   
Aدر اين صورت، مشابه تساوي، مي نويسيم              B.  
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  تذكر   2.1.8
كنـيم  يادآوري مي. نامندنيز مي ريختييكدوسويي را  توجه به اين تعريف، هر تابع با

BAf كه هر تابع دوسويي :)  اسـت و   وارونپـذير  )يعني يك به يـك و پوشـا
1ون آن وار :f B A  پس براي اثبات يكريخت بـودن  . نيز دوسويي استA   بـاB 

  .Aبه   B پيدا كنيم يا از Bبه  Aكند كه تابعي دوسويي از تفاوتي نمي

 تـر اسـت كـه دو تـابع    ، گاهي راحتB با A همچنين، براي اثبات يكريخت بودن        
BAf :  و:g B A   تعريف كنيم و نشان دهيم كه وارون يكديگرند، يعنـي

Aidfgنشان دهيم كه   و Bidgf .  

  بحث در كلاس   3.1.8
 )پذير يا دوسوييوارون(روشن است كه هريك از دو تابع يكريختي   - 1

u v u v

a b b a
 

}دليلــي بــراي يكريخــت بــودن , }u v }و    , }a b يمجموعــه دو. اســت , ,u v w  و
 , ,a b c هم يكريخت هستند؟ به چند طريق با   

 هايكريخت بودن مجموعه ، نشان دهيد كـه 7فصل با استفاده از مطالب   -2
انعكاســــــــي A A، تقــــــــارني  A B B A   و متعــــــــدي ،

 A B C A C    براي مثال، وجود . است:id A A يكريختـي  دليل 
A A است. 

  بحث در كلاس   4.1.8
  )دركجا؟. (ايدهاي ديگري ديدههاي مجرد زير را قبلاً با واژهالؤس
BAfان دهيد كه اگر تابعي يك به يك چوننش - 1 :  وجود داشته باشد، آنگاه

A اي از با زيرمجموعهB يكريخت است. 
BAfنشان دهيد كه اگر تابعي پوشا چون - 2 :   وجود داشته باشد، آنگاهB  با

 .يكريخت است Aاي از زيرمجموعه
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ي هـا سـلول آينـد، نـه تنهـا    بالا و آنچه در زير مي هايالؤبحث و بررسي س        

را بـه مـرور مـورد     ايـن مطالـب  سازند، بلكه هر يـك از  تر ميمغز را فعال خاكستري
  .دهيماستفاده قرار مي

  

  بحث در كلاس   5.1.8
 دوسويي است ؟ زير تابع آيا - 1

. . .     3    2     1          
     

  . . .  3    1     2  
چطور؟تابع زير   

     . . .3    2     1          
     

   . . .15   10  5   
|فرض كنيد - 2 }n n 1{A  .نشان دهيد كه  باA يكريخت است.  

اگـر  ولـي  . معرفي كنيم فرمولي زيبالزومي ندارد كه توابع را با توجه كنيد كه        
  :توانيد به صورت زير بنويسيدبطه بنويسيد، اولي را مي را با ضا 1 تابع بندو بخواهيد د

                    

 

|، فرض كنيددومي براي }n n5{A  يبا ضابطهرا   سپس و  
| }n n5 ( )f n تعريف كنيد.  

  

  بحث در كلاس   7.1.8
هاي بالا را مثال. (هاي زير يكريخت استبا هر يك از مجموعه نشان دهيد كه

  .)ببينيد
1 - { }   .  
2 - { , , }A a b c . 
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3 - E ي اعداد طبيعي زوجمجموعه  ؛.  
4- Oي اعداد طبيعي فرد؛ مجموعه. 
           .kي مضارب طبيعي عدد مفروض مجموعه - 5
6-  | }n  {G معروف است گاليلهي ه؛ كه به مجموع. 
7-  آفرين بر شمااگر توانستيد، ! است ترفني؛ اين يكي قدري! 
كش، نشان دهيد كه تناظري با استفاده از يك خط! است جالباين مسئله بسيار   - 8

هر اندازه كوچك با هر ( CDو  ABهاي نقاط هر دو پاره خط دوسويي بين مجموعه
 :به اين منظور، مثلث زير را رسم كنيد !وجود دارد )اندازه بزرگ
 

O                                         
  

  
 B            X                  A    

  
 D                                 C  

را  Xينقطهكش به كمك خط. نظير كنيد Dرا به  Bو  Cبه  را Aي حال نقطه
  چطور؟كنيد؟ نظير مي CDاي از به چه نقطه

ي توانيد نشان دهيد كه هر دو بازهبا اين روش مي       ,a b و ,c d يكريخت

بازه هاي . هستند ,a b و ,c dچطور؟  
        
خيلي ي زير را ديديم، ما نيز مانند برخي از شما وقتي براي اولين بار قضيه      

  !تعجب كرديم
  

  قضيه   8.1.8
  .يكريخت است با ،ي اعداد گويا، مجموعه            
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   اثبات
 ماي بيشتري معرفي شدند، اين قضيه را به روش ديگري نيز اثبات خواهيبعداً كه ابزاره

  .معروف است روش قطري كانتورروش جالب و مفيد زير به . كرد
  :چينيمابتدا عددهاي گوياي مثبت را در جدول زير مي      

  

  
       

  
        

  
    

  
  

  
  

گيريم، و بالا به پايين در نظر مياز  و راست به چپاز قطرهاي ها را در امتداد حال آن
به  به اين ترتيب تناظري از. گيريمعددهاي تكراري را فقط بار اول در نظر مي

  :گوياي مثبت به صورت فهرست عددهاي
  

                   . . .8        7          6          5         4         3          2        1  
                      . . .2/3       3/2      4/1        1/3      3/1        1/2       2/1      1/1  

                     
كـار تمـام شـده اسـت و لازم      با وجودي كهاعداد منفي چطور؟ . آوريمبه دست مي     
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بالا را  قطري خوانيام در  n عدد گوياي مثبت  ،دهيماي فرمولي ارائه ضابطه نيست
na دوسوييتابع سپس . ناميممي:f     :كنيمرا به صورت زير تعريف مي 
  

  
  

 بحث در كلاس   9.1.8

ــوهاي  - 1 عض    ــيه ــات قض ــد اثب ــد را مانن ــالا بچيني ــطر اول ( ي ب ــه س آن ب
ــورت  ــتا)  1,1( , )2,1( ,) 3,1(  .  . .   ص ــپس ) .س ــهس ــري ب  روش قط

استدلال كنيد كه   . 
 !تابع تانژانت را به خاطر بياوريد. نشان دهيد كه  - 2

 ، با استفاده از تابع7.1.8 بحث  8علاوه بر روش هندسي بند  - 3

  d c bc ad
f x x

b a b a

 
 

 
 

نشان دهيد كه    , ,a b c d و   , ,a b c d.  
  !شود؟حاصل مي باور نكردنيي چه نتيجه 3و  2از بندهاي    -4
 

يكريخت هستند؟ چنين   هاي نامتناهي باي مجموعهبه نظر شما همه آيا         
. ا اثبات كردري زير تصوري احتمالاً در زمان كانتور نيز وجود داشت، تا اينكه او قضيه

  .در بحث زير شركت كنيد، بعديي هاي دو قضيهبراي آمادگي درك اثبات

  كلاس بحث در    10.1.8
كافي است تنها يك تابع  Bو  Aي مجموعه ديديم كه براي اثبات يكريخت بودن دو

 Bو  Aكنيد كه اثبات مي چطورولي . ها تعريف كنيمبين آن) دوسويي( يكريختي
يا ! ها تعريف كنيم كه دوسويي نباشد؟كافي است تابعي بين آن آيايكريخت نيستند؟ 

اگر نشان  وجود ندارد؟ها بين آن دوسوييع اينكه بايد نشان دهيم كه هيچ تاب
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اگر  چطور؟ ،ها وجود ندارددهيم كه هيچ تابع يك به يك يا هيچ تابع پوشا بين آن
f:كنيم كهفرض  A B و نامشخص است و نشان دهيم كه دلخواهتابعيf 

  ؟چطور ،نمي تواند يك به يك يا پوشا باشد
اگر بار اول كاملاً . توجه كنيد دقتبه اثبات جالب قضيه زير با 

  .متوجه نشديد، يك بار ديگر آن را مرور كنيد
  

    قضيه    11.1.8

  !نيستيكريخت  با ،ي اعداد حقيقيمجموعه             
    

  اثبات
f: تابع كه كنيميفرض م ،خلفبرهان  ه روشب   فرض . يكريختي باشد

1كنيم مي 2 3( ) . ...n n n nf n a a a aدر آن ، كه na   9وnma  . نشان مي
 حقيقي يعددور به اين منظ! مي رسيم تناقضتواند پوشا باشد و به نمي fدهيم كه

2چون  31. ...b b b b  را به صورت   

  

يابي به اين براي دست .قرار ندارد fيدر نگاره bكه دهيمنشان مي و كنيمتعريف مي
  كنيم كه حكم، توجه مي

1 11 12 13(1) . ...f a a a a  

b ،111، با توجه به تعريفو چون ba  (1)پسf b .به همين ترتيب، به ازاي هر  
nچون ،nnn ba ، داريم( )f n b .نبود؟ ،جالب بود  
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يكريخت نيست،   متناهي داريم كه بااي نامجموعه كانتورحال كه به همت       
تقسيم  دو دستههاي نامتناهي تنها به مجموعه آياشود كه مطرح مي الؤساين 
هايي كه بايك دسته آن ؟شوندمي  كه با هاييآن يكريخت هستند و دسته ديگر  
اي وجود دارد كه با هيچ يك از دو مجموعه آياخت هستند؟ به عبارت ديگر، يكري

يا يمجموعه ، به مرور خواهيم ديد كه كانتور تعجبيكريخت نباشد؟ با كمال   
مجرد  باتاثفعلاً ! كنددسته تقسيم مي نهايتبيهاي نامتناهي را نيز به مجموعه

  .ي ديگري را تجربه كنيدجالب قضيه و
  

  قضيه    12.1.8
A،)(AAبراي هر مجموعه چون                  P!  

 

 اثبات
متناهي باشد، روشن است  Aاگر  ايقيناً از اين حكم تعجب نكرديد، زير      
AA)(كه P ر هر دو حالت متناهي و زي زيبا و جالب اثبات بسيار) چرا؟( 

 .گيردنامتناهي را در بر مي
و  كنيم فرض ميحكم،  بر خلاف، خلفبه روش برهان         

:)(تابع AAf P چون . گيريمبه عنوان يكريختي در نظر ميراf  است،  پوشا
  براي 

{ | ( )} ( )X a A a f a A   P  
Aaعضوي چون 0 به طوري كه وجود داردXaf )( حال با توجه به  .0

  ، داريمXي معرفگزاره
0 0 0 0

0 0 0 0

( )( ) (!)

( )( ) (!)

a X a f a X a X

a X a f a X a X

     
     

  

است  نادرستبالا  خلفپس فرض !!! رسيمبه تناقض مي ،كه در هر دو حالت ممكن
)و در نتيجه  )A A Pت شده است، و قضيه اثبا.  
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 زيبا و بسيار فني اثباتاين ي اگر شما نيز مانند ما براي اولين بار متوجه       
، را Xيبه ويژه مجموعهيك بار ديگر اثبات، كنيم نشديد، پيشنهاد مي

  !مرور كنيد
      

آن ها را به خـوبي بـه خـاطر     .كنيمي ديگر را مطرح ميحال چند قضيه      
-علاوه بر اينكه سلول هاي خاكستري را فعـال مـي  ، زيرا يدبسپار

  ، كنند
  .آيندكار مي به 11در فصل همگي   

  .بنويسيد ي احكام زير راسادهابتدا اثبات بسيار   
  

  بحث در كلاس   13.1.8
{نشان دهيد كه  - 1 A1} {1{A A .  تابع : 1f A A  چطوررا 

     ؟كنيدتعريف مي

A نشان دهيد كه  - 2 B B A . ،همچنين 

3 -    A B C A B C   . 
ي زيرا را به عنوان تمرين اثبـات  توانيد قضيه، به راحتي مي7فصل با مراجعه به       
  .كنيد

  

  قضيه   14.1.8
1فرض كنيد                  1A B  2و 2A B . ،در اين صورت  
                1- 1 2 1 2A A B B    
1با فرض  -2                 2 1 2A A B B   ، داريم  

                1 2 1 2.A A B B    
               3-2B 1ي 2B A1يA.  

  
بين  دوسوييبايد تابعي  Bبا  Aطور كه ديديم، براي اثبات يكريخت بودن همان      
A تابعجفت يا يك ( تعريف كنيم هاآن B  وB A ه وارون تعريف كنيم ك
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اين روش را قدري تقليل دادند و در  برنشتاينو  ،شرودر، كانتور. )يكديگرند
نه لزوماً (تابع يك به يك  جفتكردند كه اگر بتوانيم تنها يك  ي مهم زير اثباتقضيه

BAfنچو) دوسويي : و:g B A آنگاه يقيناً يك تابع تعريف كنيم ،
كه البته ممكن است برابر با (وجود خواهد داشت  B و A بين hيي چون دوسو

f  يا g معروف است برنشتاين –شرودراين قضيه بيشتر به نام ). نباشد.  
  

  )برنشتاين -شرودر(  قضيه   15.1.8
f:اگر توابع يك به يك            A Bو:g B A وجود داشته  
A. آنگاه  باشند،            B  

  

  اثبات
اگر از جزييـات  . ندا قدري پيچيده كه هاي بسياري براي اين قضيه وجود دارداثبات
به زمان باقي مانـده  با توجه به هر حال، . نظر كنيم، شايد اثبات زير ساده تر باشدصرف

 بخواهـد كـه فقـط يـك بـار      شـما  زممكن است ا درس براي مطالب ديگر درس، استاد
حكم قضيه را در حل كردن  ، البته،مرور كنيد، ولي آيدكه در زير مي اثبات را يخلاصه
  .كار ببريدبهها مسئله
ABقضـيه را بـراي حـالتي كـه    ) چرا؟(كافي اسـت          و:g B A  تـابع

  ي مجموعه. شمولي است، ثابت كنيم

( \ ) ( \ ) ( \ ) ( ( \ ))n

n

D f A B A B f A B f f A B




    

  

ــي ــر م ــه در آنرا در نظ ــريم، ك fگي id ،( | )Bf f   ،.  ــال ــابع ح ت
BAh : با تعريف   

  
  
و تـابع همـاني يـك بـه يـك       fيك به يك اسـت، زيـرا  : دوسويي مورد نظر استابع ت

) به علاوه، حالت. هستند )f a a ،Da ،a A D  زيرا براي . دهدرخ نمي
Da،n  وBAx   ــه ــد كـ ــود دارنـ xfa)( وجـ n ــه  و در نتيجـ
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1( ) ( )na f a f x   درD  همچنين.  است تناقضقرار دارد كهh  ،پوشا اسـت
ــرا بـــراي AB، ازBbزيـ  داريـــمAbپـــس ،Db  ــا DAbيـ  .

DAbاگر   آنگاهbbh )( .اگرDb آنگاهm  وBAx    وجـود
xfb)(دارند به طوري كه  m .ولي چونBbحالت ،m   حال . دهدرخ نمي  

))(())(()( 11 xfhxffxfb mmm    
Dxf زيرا m    )چرا؟( 1)(

  
  بحث دركلاس   16.1.8

اگر چه به راحتي مي . كنيمبالا را براي مثالي ساده بررسي مي اثبات روش - 1
}و  دوسويي بين  توانيم تابعي }  اثبات  روش تعريف كنيم، ولي براي نمايش

:گيريم كه پوشا نيستيك به يك زير را در نظر مي تابع ،بالا
  

: { }f      
2( )f a a   

    حال،. شودپوشيده نمي 1روشن است كه، تنها عدد 
  

, } 4,2{ , ( ), ( ( )), } { ,D f f f       
:در پايان تابع  { }h      داده شده در اثبات قضيه به صورت زير تعريف مي

  :شود، كه به روشني دوسويي است

  

  
  .حل كنيد نشتاينبر - شرودري زير را يك بار ديگر با استفاده از قضيههاي مسئله

نشان دهيد كه -2  .  توجه كنيد كه تـابع شـمولي       يـك بـه يـك
:پس كافي است تابعي يك به يك چون. است   g  هـر عضـو    .تعريف كنيـد

pبه ساده ترين صورت  راناصفر

q
q,بنويسيد، كـه در آن    p    نسـبت بـه هـم اول

  :با تعريف زير يك به يك است  gحال نشان دهيد كه تابع. هستند
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، نشان دهيد كه2مشابه بند - 3   .  تابع يك به  
f:يك     كنيد؟را چطور تعريف مي  

ي باز باي بسته و هر بازهديديم كه هر بازه  9.1.8بحث  4در بند  - 4 يكريخت  
توجه كنيد . يكريخت است با نيز ي نيم بازحال نشان دهيد كه هر بازه. است
)كه , ) ( , ]a b a b .    

 2مبناي ي جالب زير كه در اثبات آن از نوشتن اعداد درضيهاين بخش را با ق       
  !اثبات آن را دو بار بخوانيدبهتر است  .بريمشود، به پايان مياستفاده مي

  قضيه   17.1.8

            .  

   اثبات
: برنشتاين توابعي يك به يك چون -ي شرودربا استفاده از قضيه ( )f   P 

:و ( )g   P تابع. كنيمتعريف ميf  برايرا( )A P به صورت  

1 2( ) . ... ...nf A a a a   

  كنيم، كه در آنتعريف مي
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  )چرا؟(. تابعي يك به يك است fحال

:تابع       ( )g  P را برايx به صورت  

xAxg )(  
xAكنيم، كه در آنتعريف مي   شودزير تعيين مي با تعريف:  

  :نويسيممي 2را در مبناي  xابتدا      
2 1 1 2( 1) ... . ... ...m

k nx b b b a a a   
  يسپس دنباله. هستند 1يا  ها برابر با jaها وibوmيعني،       

1 1 2 2{ } ( , , , , ,..., , ,...)n k ky m a b a b a b  
   :دهيمرا در نظر گرفته و قرار مي      

1x nn A y  .  
   .يك به يك استتعريف و خوش gتابع ،2در مبناي اعداد ايي بسط با توجه به يكت

 
 

  1.8   تمرين
 .را مرور كنيد  4.1.8بحث  خود به هايپاسخ .1
 پاسخ دهيد؟ 6.1.8بحث  7توانستيد به بند آيا .2

 ينقطه 6.1.8بحث  8در بند  آيا .3 X O يطهرا به نق   وصل كرديد و محل   
   ؟!در نظر گرفتيد CDتلاقي آن را با خط

مي توانيد از بحث  .ي اعداد صحيح فرد يكريخت استبا مجموعه ثابت كنيد كه  .4
 . استفاده كنيد 6.1.8

f:ض كنيد تابع فر .5 X Y پوشا وX نشان دهيد كه تعداد . متناهي است
 .باشد Xتواند بيش از تعداد عضوهاينمي Yعضوهاي
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Aينشان دهيد كه مجموعه  .6 B روشن است (. ي زير يكريخت استبا مجموعه
}كه  , } ي دو عضوي، يكي برايتوان هر مجموعهرا ميA  و ديگري برايB 

  )در نظر گرفت
{ :{ , } | ( ) , ( ) }P f A B f A f B         

f:فرض كنيد كه تابع  .7 A B نشان دهيد كه تابع. باشد دوسويي -

:هاي ( ) ( )f A B


P P   و: ( ) ( )f B A


P P  هستنددوسويي . 

 
 

  هاتوان مجموعه   2.8
هـاي اعمـالي چـون اجتمـاع، اشـتراك، ضـرب،       ي ويژگـي پس از معرفي و مطالعه      

 Aم بدانيم خواهييعني مي. ها استمجموعه توان، حال نوبت )اجتماع مجزا(همضرب 
-دارد؟ ابتدا اين مفهوم را تعريف مـي  اييهياي است و چه ويژگچه مجموعه Bبه توان 

  .كنيمه ميئكنيم و سپس دليلي براي توجيه اين تعريف ارا
  

  تعريف   1.2.8
  .ي زير است، مجموعهB يمجموعه توانبه  A  يمجموعه             

          } f تابع است:f B A{BA   
  

با الگو قراردادن توان  كنيم؟را اين چنين تعريف مي Bبه توان  A چرا      
  كنيم كه يادآوري مي. ي نزديك با ضرب دارداه توان رابطهك آوريماعداد، به ياد مي

) n مرتبه(AAAAn  ... 

  .بينيمارتباط اين تعريف را با تعريف بالا ميدر بحث زير 
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   بحث در كلاس   2.2.8
Aي نشان دهيد كه مجموعه.) را ببينيد 1.8از بخش  6تمرين (  - 1 A با   

}f تابع است : ,f A  { ,A     
گفتيم، روشن است  1.8از بخش  6همان طور كه قبلاً نيز  در تمرين  ( .يكريخت است

}كه  , } ي شرودربنابر قضيه.) ي دو عضوي در نظر گرفترا مي توان هر مجموعه– 
 چون  تاين، كافي است دو تابع يك به يكبرنش

}2,1{: AAA     ،{1,2}: A A A    
اين دو  هم به كمك موفق نشديد، اكنون 1.8از بخش  6اگر در تمرين . تعريف كنيد

  .كنيمتابع طبيعي و ساده را تعريف مي
تعريف  )الف( ,: A A A     : مرتب جفتبايد براي هر( , )a a متعلق
Aبه A تابعي چون ، : ,f A  حدس . مينظيركن

)بزنيد )f و( )f  كدام عضوهايA  روشن است، نيست؟هستند؟ 
 f a  ، f a !  

تعريف  )ب( ,: A A A    : بايد براي هر تابع : ,g A   ،جفتي 
Aمرتب در  A درست است، كدام است؟,?)(?جفت حدس بزنيد. منظير كني 

( ( ), ( ))g g !   
 برنشتاين را به -ي شرودرو قضيه يك به يك هستند و  كه حال نشان دهيد      

  .كار ببريد
nA...به را 1بند  - 2 A A A    تعميم دهيد .  
A...ضرب ل، حاص2 با الگو قراردادن بند - 3 A  به تعداد را برابر با چه تواني از
A يد؟كنتعريف مي 

  شد؟ توجيه قدري، BA توان 1.2.8تعريف  آيا- 4
0ا الگو قرار دادن توان اعداد، داريمب - 5 1a   .     حال به ياد بياوريـد كـه چـه تـابعي

 وجود دارد؟ پس Aبه   از A  نين، براي اعـداد  همچ !تك عضوي است
1aداريم a . با هر عضو  تناظرمحال توجه كنيد كهA ه ب} 1{، تابعي ازA  داريم

 نشــــــــــان دهيــــــــــد  )چطــــــــــور؟(
كـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــه
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 !  A  

  
كار  به  11ل فصبياوريم كه در  تواند رومهايي را در ايم كه قضيهحال آماده      
 ها استي مجموعهي نظريهيبناهاي زيرقضيه ترينمهمي زير يكي از قضيه. بريممي

  .)نيز ببينيد ي آن رامطلب بالاو  14.1.6تعريف (

  
    قضيه   3.2.8

)A1{ داريم ،Aبراي هر مجموعه چون               ) { ,A  P.   
 اثبات

تابع . خاطر آوريد هب   14.1.6در را  تعريف تابع مشخصه  

)(: AP { , 1}A  

يرا با ضابطه  

XX  )(  

:اين تابع دوسويي است، زيرا داراي وارون زير است. كنيمتعريف مي  

: { , 1}A )(AP  

f  

  بحث در كلاس    4.2.8
ــا اســتفاده از قضــيه       ــه برخــي از مطالــب قبــل، نشــان دهيــد  ب ــالا و اشــاره ب ي ب

  . كه
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به اثبات بديهي ولي جالب آن  .است 14.1.8ي ي زير همتاي قضيهقضيه      
  .شوندبعدي نيز به همين روش اثبات مي هايقضيه .توجه كنيد

  

  قضيه  5.2.8
Aفرض كنيم           C  وB D  . در اين صورتB DA C.  

   اثبات
f:كـه   كنـيم مـي فـرض  هـاي قضـيه،   ه بـه فـرض  با توج ـ A C و:g B D 

:خواهيم تابعي دوسويي چون حال مي. يكريختي باشند B DA C   تعريف كنـيم .
بايـد بـراي هـر     بع تا. خود تابع هستند توجه كنيد كه در اينجا ورودي هاي تابع 

h:تابع  B A  تابعي چون:h D C  حـدس   توانيـد  يقيناً مي .به دست دهد
 !شـود ساخته مـي  ،h، وf ،g موجودهاي از تابع چطور hكه تابع  بزنيد
توجـه  ( دي ـكنحـل   به راحتـي هاي موجود را در نمودار زير بنويسيد و مسئله را تابع

   )!كنيد كه هر تابع يكريختي وارون دارد
?

2 1

2 1

h

h

B B

A A


 


  

   اين نتيجه رسيديد كهيقيناً به 
1( )h h f h g       

بدون ( دوسويي است تابعتوانيد به طور مستقيم نشان دهيد كه حال به آساني مي
  )!هاي زير مشابه استزيرا اثبات قضيه .نشان دهيد (!)تنبلي

 ت كـه وارونـي بـراي    روش ديگر اين اس ـالبته، همان طور كه قبلاً نيز گفتيم،        
: حال، مشابه روش نموداري بالا، تابعي طبيعـي چـون  . بيابيد D BC A    تعريـف

  . استكه وارون  نشان دهيدكنيد و 
  

  .احكام زير همتاي قوانين توان اعداد هستند      
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   يهقض   6.2.8
Bاگر   -1              C   آنگاه ،B C B CA A A  . )همتاي  

                   .b c b ca a a .(  

B )1 حكم تعميم( -2           C B CA A A  


.  
           3- C C CA B A B   ). همتاي c c cab a b(.  

          4 - CB C BA A ) . همتاي cbc ba a.(  
  

  اثبات
   !توانايي هاي خود را تقويت كنيد .گذاريمي شما مييات اثبات را به عهدهئجز

:هاي  تابع .1 B C B CA A A       و  : B C B CA A A    را به صورت
f:ي  تــابع نگــاره. ريــف كنيــدعزيــر ت B C A   تحــت  بايــد جفتــي چــون

? ?( , )B A C A   درB CA A ــد ــتن     . باش ــا داش ــه، ب ــت ك ــن اس روش
:f B C A  جفت ، 

( ) ( | , | )B Cf f f   
  اين طور نيست؟. ناسبي استم نامزد
fبايد به هر جفت تابع  تابع  همچنين،       gB A C   درB CA A 
B?اي چون تابع C A  تعريف زير را 7.3.6قضيه ي با توجه به . نظير كند ،

  :داريم
( , )f g f g    

     . وارون يكديگرند و  حال نشان دهيد كه 
}  يادآوري مي كنيم كـه  .2 }B B   و { }C C   .    ي حـال، بنـا بـر قضـيه

5.2.8 ، 

{ } { },B B C CA A A A     
}، 14.1.8ي قضيهر همچنين، بنا ب } { }B C B CA A A A     . در پايان، از كدام

  گيريد كهحكم ها نتيجه مي
{ } { }B C B C B CA A A A A        
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اين قضـيه   2يا  1ي حكم مشابه توانيداين حكم را نيز با استفاده از دانش قبلي مي .3
:تابع . به صورت زير اثبات كنيد ( )C C CA B A B      تعريـف مـي  را چطـور-

f:ي  تابع كنيد؟ نگاره C A B  ياز دامنه( )CA B حـت  ت    بايـد جفتـي
?چون  ?( , )C A C B   درC CA B داشتنروشن است كه، بـا  . باشد 

:f C A B  هاي تصوير، جفت  و تابع 

( ) ( , )A Bf p f p f     
  اين طور نيست؟. مناسبي است نامزد
:تــابع  همچنــين،       ( )C C CA B A B         بايــد بــه هــر جفــت تــابع

g fB C A   درC CA B تابعي چون:h C A B   بـا  . نظير كنـد
  :، تعريف زير را داريم4.3.6ي قضيهتوجه به 

( , ) ( , )f g h f g    
)يعنــي،  ) ( ( ), ( ))h c f c g c . حــال نشــان دهيــد كــه  و  وارون

  !تمرين خوبي است. يكديگرند
 هاي اثبات اين يكريختي نيز ساده است، ولي تعريف تابع .4

: ( ) , : ( )B C B C B C B CA A A A     
هـاي  ، دو بار بخوانيد و قدري سـلول نگران نباشيد! ممكن است پيچيده به نظر آيد

ها را دانيم كه اين تابعما مي  .شويدحتماً متوجه ميخاكستري را به كار بگيريد، 
خـواهيم  ، ولـي مـي  هـا را ارائـه دهـيم   و بدون حاشيه رفتن آن چطور بايد تعريف كنيم

  .موزيمبيارا به شما  روش كار
f:بايد هر عضو  تابع         B C A   اشدامنـه  يمتعلق به مجموعـهB CA  

) نمادبا  ،)تابعي( را به عضوي ) : Bf C A  ،    اش متعلـق بـه همدامنـه( )B CA 
)ولي . نگاردب )f  تعريف كنيم؟  تابع چطوررا( )f  بايد هر عضوc C   را بـه

) نمادبا ، BAدر )تابعي( عضوي )( ) :f c B A  ، ايـن تـابع    اگرحـال  . بنگارد
اين تابع بايد چه كار كند؟ درست است، عضـوي  ! م، كار تمام استاخير را مشخص كني

bچون  B نمـاد با  ،را به عضوي ( )( )( )f c b ، درA  پيـدا كنيـد   ! بنگـارد
تـا ببينـيم از چـه     اجـازه بدهيـد داده هايمـان را مـرور كنـيم      !!ال فروش راقپرت

ــه موجــوداتي  ــد ايــن عضــو متعلــق ب ــابع  !را بســازيم Aباي f:ت B C A   و
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b  عضوهاي B  وc C تـوانيم  هـا مـي  چطـور بـا ايـن داده   . شوندداده مي
)ن است، بسازيم؟ روش Aعضوي از  , )f b c A .پس، قرار مي دهيم  

( )( )( ) ( , )f c b f b c A    
  

) نمادحال كه  )( )( )f c b  نمادتعريف شد، پس ( )( )f c   نمـاد و در نتيجه 
( )fبنابراين، تابع . تعريف سده است كاملاً مشخص شده است!  
:حال، شما سعي كنيد تابع        ( )B C B CA A  يعني، بگوييـد  . را تعريف كنيد

:كه اگر Bh C A آنگـاه   باشـد،  داده شده( ) :h B C A     چيسـت؟ در
ــراي هــر   bواقــع، بايــد ب B  وc C ــابع ( داده شــده ، عضــو )hو البتــه، ت

( )( , ) ???h b c   را درA ابتدا توجـه   !روشن است، نيست؟! مشخص كنيد
كـه بايـد    فراموش نكنيـد . اثبات را  كامل كنيـد  .كنداثر مي cروي  hكنيد كه 

   !وارون يكديگر هستند و نشان دهيد كه 
  

ي گونهتعريف رياضي 2فصلدر   .بريمن ميايااين فصل را با بحث جالب زير به پ      
)مرتــب جفــت , )a bي كوراتوفكســي را بــا مجموعــه    , ,a a b ه كــرديم و ئــارا
Aضرب حاصل B با تعميم اين تعريف به هر . را تشكيل داديمn  تايي مرتب، تعريف
... ي ي مجموعـه گونهرياضي nA   ـراا   ـعبـارت  ولـي  . شـود ه مـي ئ   ريوص
تـايي   -يگونهتعريف رياضي شود؟چطور توجيه مي )  ينامتناه

ي دلخواهضرب خانوادهحاصل 2فصل در چيست؟
Ii

iA  را به صورتي غير رسمي

ار لازم ابزحال . گونه نيستيرياضتعريف كرديم، ولي همانجا گفتيم كه آن تعريف 
 2 و 1با الگو قـراردادن بنـدهاي   . گونه تعريف كردن اين مفاهيم وجود داردبراي رياضي

  .ه مي كنيمئ، تعريف زير را ارا2.2.8بحث 
  

  ريفتع   7.2.8
IiiAيخانواده دكارتيضرب حاصل             }{ ي زير تعريفرا برابر با مجموعه  

  :مي كنيم            
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{ : | ( ) ( ) }i i i
i I i I

A f I A i I f i A
 

       

  

  بحث در كلاس    8.2.8
I}2,1{، نشان دهيد كه با قرار دادن2.2.8بحث  2و 1 مشابه بندهاي   و  

, , }n 2,1{I  ،ليتعريف بالا معادل با تعريف معمو   و ... nA    
  يعني. است

})2, (f)1| (f   }2,1{{ :f  

| ( ) }if i AnA    , , }n 2,1{{ :f ... nA   
  

   2.8   تمرين
X.فرض كنيد كه  .1    نشان دهيد كه 

X )الف( X X   .  
Aاگر  )ب( B  آنگاه تابعي يك به يك مانند: A Bh X X وجود دارد.  

X ينشان دهيد كه مجموعه . 2  اي ازي سرهبا زيرمجموعهX      

   .يكريخت است          
  



 

 

  

  

  

   9فصل   

  اساسي توابع يقضيه   
-ي توابع، به ويژه توابع پوشا، بيان و مطالعه ميرا درباره ي بسيار مهماقضيه در اين بخش

براي ساختارهاي جبري است كه در دروس جبـر مطـرح    قضيه اساسيكنيم كه همتاي آن 
بـات همتـاي آن در   ها كمـك شـاياني بـه درك و اث   آموختن آن در اينجا براي مجموعه. شودمي

-مستقل را بـه آن اختصـاص داده   بخشبه دليل اهميت اين قضيه، يك . كندمينيز دروس جبر 

  . ايم

ارزي ارتبـاط بسـيار نزديكـي بـا مفهـوم افـراز       ي هـم ديديم كه مفهوم رابطـه  ،5فصلدر       
هـا و  وعهبيان ارتباط نزديك بين افراز مجمدر واقع  ي اساسي توابعقضيه. ها داردمجموعه

در بحـث  براي ايجاد انگيزه و اثبات ادعاي طبيعي و ساده بودن ايـن قضـيه،   . توابع پوشا است
  .زير شركت كنيد
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   بحث دركلاس     1.9

  .صورت زير در نظر بگيريدرا به  fتابع پوشاي 
     

  
B  f A  

  
  
  
  
  
، و اين افراز را افراز كنيدعي يبه صورتي طب  f ، را با توجه به تابعA، يعني fي دامنه  -1
ارزي همتاي اين افراز را تعريف ي همرابطه ،5فصلهمچنين، با يادآوري . نشان دهيدfAبا 

  .كنيد
  )پوشا است. (تعريف كنيدfAبه Aاز  با نماد  تابعي طبيعي - 2

   
  fA  fA fA    A  

  
  
  
  
  
BAfچون) يكريختي( دوسوييتابعي طبيعي  ،  fبا استفاده از تابع  - 3 f :  تعريف

    :پذير باشدويضكنيد به طوري كه مثلث زير تع
        B  f  A 

  
   f                           

        fA  

a 
b 
c 
d 
e 
f 

1 
 
2 
 

3 

a 
b 
c 
d 
e 
f 

a 
b 
c 
d 
e 
f
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تعميم  ،حال. بحث بالا است 3ي بنددر واقع حالت كلي حكم ساده ي اساسي توابعقضيه

  .كنيمبحث بالا را در بحث زير مطرح مي 2و 1 و مجرد سازي احكام
  

   كلاس بحث در   2.9
BAfفرض كنيد تابع دلخواه : نشان دهيد كه . پوشا است  

Ayfهايمجموعهي از زيرامجموعه - 1    چون 1)(
}|)({ 1 ByyfAf    

  .كندرا افراز مي Aي مجموعه
 :تعريف با و fKنمايش به يرابطه كه هيدد نشان  - 2

 

K ' ( ) ( ') ( , ' )fa a f a f a a a A    

  .است Aارزي روي اي همرابطه
اســت؛ fAهمــان fKارزيي هــمرابطــه افــراز متنــاظر بــا  نشــان دهيــد كــه    - 3

ffيعني AA K/. 
 

  تعريف   3.9
BAfهر تابع براي            : )ارزيي هم، رابطه)پوشا يا غير پوشا   

)'()('K afafaa f   
  .ناميممي fيهستهرا          

  
  كلاس بحث در   4.9 

:تابع { ,1}f   را با تعريف زير در نظر بگيريد :  

  
f/يو مجموعه  fي هسته fK    . مشخص كنيدرا   
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BAfي هر تـابع ديديم كه هسته       : ي ارزي روي دامنـه اي هـم ، رابطـهf   يعنـي ،A ،
ارزي ي هـم دهد كه عكس اين مطلب نيز درست است، يعنـي هـر رابطـه   لم زير نشان مي. است
  )ست، اين طور نيست؟ا بالج. (است Aي تابعي پوشا با دامنه يهسته Aروي 

  لم   5.9
  ي تابعهسته در اين صورت، . است Aاي هم ارزي روي رابطه فرض كنيم           

  : است و پوشاي طبيعي           
~/AA   

    ~][aa  
    

  اثبات 
Kبايد نشان دهيم كه     يعني ،  

'~'K aaaa   
  .كه به راحتي به صورت زير اثبات مي شود

K')()'()           تعريف هسته( aaaa    

                 ) تعريف ( 
'~

]'[][

aa

aa


               

    

، است 2.9بحث  3ي بندي اساسي توابع را، كه همان مجرد شدهايم كه قضيهحال آماده     
  .بيان و اثبات كنيم

  

  ) ي اساسي توابعقضيه(قضيه    6.9
BAfفرض كنيم           : در اين صورت .است اپوش،  

BA f K/.  
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  اثبات

BAfيضابطه f K/: را به صورت)(][ afaf  خوش .كنيممي تعريف -

][][فرض كنيم. ترين قسمت اثبات استواقع مهم در fتعريفي aa  .،يعنيaa f K . در
)()(بنابر تعريف هسته، ،نتيجه afaf . پس][][ afaf .  
تعريفي، يعني دنبال كردن از عكس كردن مراحل اثبات خوش fاثبات يك به يك بودن       

  .آيددست مي مراحل بالا از آخر به اول به
 Bbينگارهپيش Aaاگردر واقع، . استfبه دليل پوشا بودن fپوشا بودن      
    .استfتحت bينگارهپيش a][باشد، آنگاه fتحت

  

 1.9    تمرين

 !را پاسخ دهيد 1.1.9بحث  هايبار ديگر سؤالايد، يكتر شدهحال كه توانا .1
1را براي هر يك از دو تـابع تصـوير    2.1.9بندهاي بحث  .2 2, :p p       بررسـي

)نمودارهاي هر . كنيد )ip y


  . را در دستگاه مختصات مشخص كنيد 
f:تصوير  تابع .3 S T S   را با تعريف( , )Sp s t s يكريختي مذكور . در نظر بگيريد

 .ي اساسي توابع را توصيف كنيددر قضيه
f:تابع تفاضل  .4      را با تعريف( , )f m n m n  در نظر بگيريد. 

)نشان دهيد كه  )الف( , ) ( , )fm n K r s  اگر و تنها اگر.m s n r    
طور مستقيم نشان دهيـد كـه    ، به)الف(در  fKيا استفاده از توصيف رابطهب )ب(

fK ارزي استهم.  
).نتيجه بگيريد كه  )پ( ) / fK     

Xفرض كنيد    .5    .،يعني{( , ) | , , 0}X m n m n n   .  
  : ارزي استهم Xي زير روينشان دهيد كه رابطه )الف(
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( , ) ( , )m n p q mq np   
).ي اساسي توابع، نشان دهيـد كـه   با استفاده از قضيه )ب( / )X     جالـب

  !است
f:ثابت كنيد كه تابع  . 6 X Y و تنها اگر  يك به يك است اگر. f XK     
f:تابع  فرض كنيد كه   .7 X Y وپوشا است ،Eارزي روي اي همرابطهY است.  

  دهيد كه نشان      
  :است Xارزي روياي همابطهبا تعريف زير ر Eيرابطه )الف(    

( ) ( )xE x f x E f x    
fKنشان دهيد كه  )ب(     E .،به عبارت ديگر  

fxK x xE x    
f:فرض كنيد كه تابع   .8 X Y  پوشا است وR ارزي روياي همابطهرX است  

.طوري كه  به      fK R ينشان دهيد كه رابطهR با تعريف زير رويY ارزي استهم :  
yR y xRx    

)كه در آن      )f x y   و( )f x y .  
f:فرض كنيد تابع  . 9 X Y نشان دهيد كه تناظري دوسويي بين . پوشا است  

  ارزيهاي همي رابطهي همهو مجموعه Yارزي رويهاي همي رابطههمه يمجموعه     
  . هستند، وجود دارد fKيعني ، fيكه شامل هسته Xروي    
f:فرض كنيد كه تابع  . 10 X Y  به صورتf g h  شود، كه در تجزيه مي  

h: آن       X Z  پوشا و:g Z Y نشان دهيد كه. يك به يك است  
:تابعي دوسويي چون  )الف(      Im f Z  طوري كه نمودار زير در  وجود دارد به  
  .)ها را مشخص كنيدآن. ها روشن هستندتابع( مسير جا به جا پذير است هر     
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Im

|

X Y

f

Z



  

  
ي هـر تجزيـه   ،دهـد كـه  اين مطلب نشان مـي  .با ويژگي بالا منحصر به فرد است تابع  )ب( 

از طريـق  ي طبيعي پوشا يك به يـك  تجزيه اساساً همان fتابع  يك به يك -پوشا
Im نگاره f است .  

ــرين  .11 ــاي  10در تمـــ ــه جـــ ImX، بـــ f Y   ــاي ــابع هـــ ــي و  تـــ طبيعـــ
/آشــناي fX X K Y   ،10حــال،  مســئله را مســتقل از تمــرين    . را قــرار دهيــد 

  fتـابع   يـك  بـه   يـك  -پوشـا ي دهد كـه، هـر تجزيـه   اين مطلب نشان مي .كنيد حل
   خــارج طريــق از   كيــك بــه يــ - پوشــاي طبيعــي تجزيــه همــان اساســاً 
/قسمت fX K است .  

:فرض كنيم ) ي اساسي توابعتعميم قضيه( .12 X T  تابعي پوشا و  تابع  
     : X S  دلخواه باشد.  

T:يعني (شود تجزيه مي از طريق  نشان دهيد كه  )الف(      S  وجود دارد  
طوري كه  به         ( اگر و تنها اگرK K .   

X S

T



 


  

  .منحصر به فرد است) در صورت وجود( به علاوه، تابع  )ب(    
K.يك به يك است اگر و تنها اگر  تابع  )پ(     K   
  .پوشا باشدپوشا است اگر و تنها اگر  تابع  )ت(    
  هاي خاص تمرينحالت 11و  10هاي ي اساسي توابع و تمرينه قضيهنشان دهيد ك . 13
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  .هستند 12      
  توابع . هستند Yو  Xارزي، به ترتيب، روي هاي هم، رابطهEو Eفرض كنيد . 14

: يعي طب       /X X E   و: /Y Y E   را در نظر بگيريد.  
:ثابت كنيد كه تابع  )الف(      ( / ) ( / )X Y X E Y E       پوشا است.  
ارزي ي همهسته  )ب(        را توصيف كنيد .   
E.باشند و Aيارزي روي مجموعهي همدو رابطه Eو Eفرض كنيد كه . 15 E  

E/ي به نمايش نشان دهيد كه رابطه  )فال(        E و با تعريف زير روي خارج  
A/قسمت         E ارزي استمه:  

[ ] ( / )[ ] [ ] [ ]E E E Ex E E y x y     
).ثابت كنيد كه  )ب(      / ) / ( / ) /A E E E A E   
f:فرض كنيد كه  . 16 A B    تـابع باشـد وE ،E  ارزي، بـه ترتيـب،   هـايي هـم  رابطـه       

:نشان دهيد كه تابعي چون . باشند Bو روي  Aروي  / /A E B E   ارد بهدوجود -
fطـــوري كـــه      اگـــر   نهـــاتاگـــر و( ) ( )xEy f x E f y كـــه در آن ،

: /A A E و: /B B E  توابع طبيعي هستند.  
  
  



  
  
  
  
  10فصل 

  

  ييشمارا و  تناهي
شـهودي و غيـر رسـمي آشـنا شـديم و       طـور بـه  نامتنـاهي و  متناهيهاي با مجموعه

رسـد كـه   اي متناهي است يا نامتناهي به قدري روشن به نظر مـي تشخيص اينكه مجموعه
-ي دقيقولي، براي مطالعه. ممكن است تصور شود كه نيازي به بحث و بررسي بيشتر ندارد

نيم كه كهر حال ادعا نمي به. ي آن نياز استگونهمفهومي، به تعريف دقيق و رياضي تر هر
هـاي  شما از مجموعـه  معمولي هايي اين بخش، اطلاعات چنداني به دانستهپس از مطالعه

، يقيناً اطلاعـات رياضـي شـما را در مـورد ايـن      ولي. متناهي و نامتناهي افزوده خواهد شد
خوب اسـت يـك بـار در زنـدگي در ايـن       علوم رياضيهر دانشجوي  .افزايدمفاهيم مي

  .بحث شركت كند

  هاي متناهيمجموعه       1.10
-ترين آنطبيعي. ه شده استئنامتناهي اراهاي متناهي و چند تعريف معادل براي مجموعه

ه توج ـ .كنـيم صورت قضيه بيان مي را به آوريم، سپس تعريف معادلي از آنها را در زير مي
 :توانيم بگوييم كهكنيم كه نميمي

 نامتناهيي مجموعه ونباشد، نامتناهي آن است كه  متناهيي مجموعه
 !نباشدمتناهي آن است كه 
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              !كم يكي را بايد تعريف كنيمدست 

  تعريف   1.1.10 
   طبيعي ازاي عددي  گوييم اگر تهي باشد يا بهمي متناهي را Aي مجموعه              

,،kنچو              }k . . . ,2,1   ( ) {A k   
  .گوييم اگر متناهي نباشدمي نامتناهيرا  Aي و مجموعه             
 

 لاسبحث در ك   2.1.10

نشان دهيد كه  - 1 , ,a b c ولي بايد تعريف بالا را به كار روشن است، ( .متناهي است
 .)ببريد نه احساس خود را

Aفرض كنيد  - 2 .  نشان دهيد كهA  متناهي است اگر و تنها اگر عدد طبيعيk 
 كه  طوري د بهوجود داشته باش , }ka. . .,{A . امجموعه نشان دهيد كه هر -

  .، خودش متناهي استشديكريخت با ي متناهياكه با مجموعه ي
را  پس خلاف آنو س. ي متناهي را تعريف كرديمدر تعريف بالا، ابتدا مجموعه - 3

ي نامتناهي را تعريف كنيد و خواستيد ابتدا مجموعهمياگر . ي نامتناهي ناميديممجموعه
گفتيد مي آيا ؟؟كرديد؟ه ميئي متناهي بناميد، چه تعريفي اراسپس خلاف آن را مجموعه

انتظار نداريم بتوانيد  چطور؟با! يكريخت باشد؟ نامتناهي بايد با يمجموعه هر كه
درس  و استاد(ه كنيد، ولي اگر توانستيد ئهاي نامتناهي را اراتعريف درست مجموعه

  .به هر حال بزودي خواهيد ديد. كننده است بسيار خوشحالآور ولي  تعجب) پذيرفت
  

  قضيه     3.1.10
.متناهي، متناهي است يي هر مجموعهمجموعهزير                 

   
  

  اثبات 
  ،2.1.10بحث در كلاس  2بند بر بناپس، . متناهي است Aكنيم فرض 
, }ka . . .,{A  .ال اگرحAB آنگاه ،l k طوري كه وجود دارد به  
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, }lb . . .,{B كه در آنAbi  .  بحـث بـالا،    2حال، بنـابر بنـدB   متنـاهي
   .است

  

  قضيه    4.1.10
  ، هر يك ازدر اين صورت. اندمتناهي Bو  Aهاي فرض كنيم مجموعه                 
  .هاي زير نيز متناهي استمجموعه                 

                  1- }{xA.  
                  2-BA  .  

                  3-.A B  
                  4 -. AB  
                  5-)(AP  .  

  

  اثبات
بـراي  . شـوند بـه راحتـي اثبـات مـي     2.1.10.بحـث  2بـا اسـتفاده از بنـد    ،احكام بالا اغلب

,نويسيممي. كنيمرا اثبات مي 3حكمابتدا مثال،  }ka . . .,{A  و 
, }lb . . .,{B در اين صورت ،       

, }l. . ., 2,1, ,k j  . . ., 2,1{( , ) |i jA B a b i    

( )kl 
را به هر  2ابتدا بند. توانيد اثبات كنيدصورت زير نيز مي اين حكم را به  )چطور؟(        

  سپس بنويسيد. ي متناهي تعميم دهيدتعداد متناهي مجموعه

  
b B

A B A b


    

   .و حكم را نتيجه بگيريد
,فرض كنيد  -4 }ka . . .,{A . نتيجه بگيريد كه  8فصل  مشابه 

)k مرتبه (      
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  .را تعميم دهيد 3بند ،في است با استقراحال كا 
)   با توجه به - 5 )A P ،  شودنتيجه مي 4از حكم.    

   
ابتدا در بحث زير شركت . آوريمهاي نامتناهي ميي مجموعهحال مطالبي را درباره      

  .كنيد
  

  كلاسبحث در     5.1.10
بخوريد، بلكه  سوگندتوجه كنيد كه نبايد . نامتناهي است ينشان دهيد كه مجموعه 

  .ها باشددانسته بايد استدلال كنيد و استدلال شما بايد بر اساس
  

 هايمجموعه فوقها و مجموعهبا بسياري از زير ديديم كه 8فصل  قبلاً در      
  . روش اثبات آن نيز آموزنده است. ي زير بسيار جالب استقضيه. خودش يكريخت است

  

  قضيه    6.1.10
  ! اش يكريخت استناهيتي ناممجموعهبا هر زير يمجموعه                 

  

  اثبات
Aفرض كنيم براي اثبات يكريختي. نامتناهي باشدA بحث استقرايي زير را ،

  : آوريممي
Aپس عضوي چون. نامتناهي است، تهي نيستAچون         .دارد وجود    
A} {نامتناهي است،Aچون        .پس عضوي چون } {A     وجود
  .دارد

A}{ ،تنامتناهي اسAچون        .  چـون  پـس عضـوي}{A  
  .جود داردو  

  يابد و در نتيجهنامتناهي است، روند بالا خاتمه نميAدر نهايت، چون
.  }   . . . , {A      
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اش يكريخت ي سرهمجموعهتواند با هيچ زيري متناهي نميروشن است كه يك مجموعه    
 را پا  ،ي زيرقضيه. كندبيان مي خلاف اين مطلب را براي ي بالاولي قضيه) چرا؟(باشد 

دانان برخي رياضي. دهده ميئهاي نامتناهي ارافراتر گذاشته و تعريفي معادل براي مجموعه
-ه ميئاراي نامتناهي ي زير را به عنوان تعريف مجموعهقضيه 3يا  2معادل  يكي از دو بند

 بحـث  3پاسـخ بنـد  (اي متناهي است كه نامتناهي نباشد گويند مجموعهدهند و سپس مي
2.1.10(   

  

  قضيه    7.1.10
  .اند، احكام زير معادلAبراي هر مجموعه چون                  
                1- A نامتناهي است.  

                  2-  A با تاي يكريخمجموعهزير جواب احتمالي شما به بند (. دارد  
  !)2.1.10بحث  3                       
               3 - A اي از خودش يكريخت استسرهي مجموعهبا زير.  

  

  اثبات
 )21(  چون6.1.10ي قضيه يمشابهبا اثباتي ،Aاي نامتناهي است، زيرمجموعه

  .يكريخت استبا به روشني مي يابيم كهAاز } , . . .   {چون

 )32( فـــرض كنـــيم}   . . . , {X  از ايزيرمجموعـــهAكـــه  اســـت
}{دهــيمقــرار مــي. اســت يكريخــتبــا 1xAB . در ايــن صــورتBA  زيــرا ،

BAfتابع :با تعريف  

  
  .دوسويي است

)13 ( كه كنيمميبا برهان خلف، فرض Aمي رسـيم  تناقضو به  است متناهي .
در ايـن  . يكريخـت اسـت  Aخـود كـه بـا   دارد  Bچون سرهي امجموعهزير A، 3بنابر

   فرض كنيم. نيز متناهي است B،3.1.10ي بر قضيهبنا ،صورت
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, , }ka{A  و , , }la{B .  

BAچون ،lk   در نتيجهوBA )كه با سره بودن، )چرا؟B دارد تناقض.   
  

 نتيجه    8.1.10
  يمجموعهر با هيچ زيرمتناهي است اگر و تنها اگ Aي مجموعه             
      .اش يكريخت نباشدسره            

   

  اثبات

  .است )31( و)13(هاي اين نتيجه در واقع عكس نقيض گزاره
  
 
 

  1.10   مرينت
BAدفرض كني  .1  . نشان دهيد كه 

  .متناهي باشدBمتناهي است اگر و تنها اگر Aيمجموعه )الف(     
  .نامتناهي باشد Bنامتناهي است اگر و تنها اگر Aيمجموعه  )ب(     

  نشان دهيد كه  .2
Aاگر  )الف(      B يو مجموعهB متناهي باشد، آنگاهAنيز متناهي است.  
Aاگر  )ب(      B يو مجموعهA نامتناهي باشد، آنگاهB نيز نامتناهي است.  

f:فرض كنيد كه  .3 A B نشان دهيد كه. تابع باشد  
  .نيز متناهي است Aمتناهي باشد، آنگاه Bيك به يك و  fاگر  )الف(     
  .نيز نامتناهي است Bنامتناهي باشد، آنگاه Aيك به يك  و  fاگر  )ب(     
  .نيز متناهي است Bمتناهي باشد، آنگاه Aپوشا و fاگر   )پ(     
  .نيز نامتناهي است Aنامتناهي باشد، آنگاه Bوشا وپ fاگر   )ت(     

  متناهي باشند، Bيهاي سرهي زيرمجموعهثابت كنيد كه اگر همه .4
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  .نيز متناهي است Bآنگاه    
  باشد، Aي نامتناهياي متناهي از مجموعهزيرمجموعه Bنشان دهيد كه اگر .5
A\آنگاه     B نامتناهي است.  
  .را شامل شود نامتناهي استA طور سرهاي كه بهفرض كنيد كه هر مجموعه .6
  .نامتناهي است Aدهيد كه نشان     
  .ي اعداد اول نامتناهي استثابت كنيد كه مجموعه .7
  

  
 

  ييشمارا   2.10
  

در ايـن  . ي متنـاهي و نامتنـاهي تقسـيم كـرديم    دو دستهبه ها را مجموعه ، در بخش قبل
  .هاي نامتناهي، ارائه مي دهيممجموعهبخش دسته بندي مفيد ديگري، به ويژه از 

 اي يكريخت بـا مجموعهي نامتناهي زيرديديم كه هر مجموعه  7.1.10ي در قضيه      
  .قايل شويم ياي براي مجموعهاين مطلب ايجاب مي كند كه اهميت ويژه. دارد

  
  

  تعريف   1.2.10
     گوييم اگر متناهي باشد يا مي) پذيرشمارشيا ( شمارارا  Aي مجموعه            

  .گوييممي ناشماراشمارا نباشد، آن را Aاگر .يكريخت باشد  با             
  

ل قبل ولي در فص. ستنداي متناهي شمارا ههي مجموعهبا توجه به اين تعريف، همه      
با توجه به  ،حال. باشدشمارا تواند در نتيجه نمييكريخت نيست و  با ديديم كه

ها آشنايي بيشتري هاي متناهي را در بخش قبل مطالعه كرديم و با آناينكه مجموعه
اختصاص  ناشمارا يا نامتناهي شماراهاي وعهداريم، بحث اين بخش را بيشتر به مجم

  .دهيممي
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  بحث در كلاس    2.2.10
هاي متنوع ديگري را به شمارا هستند؟ مثالها ناها شمارا و كدامهاي زير كداماز مجموعه

)1(يه، باز )اعداد طبيعي فرد(O،)اعداد طبيعي زوج(  ،E:مرور خواهيد ديد ,-

،،، ، | }n  {G از نامتناهي  متناهي يا هايمجموعه، زير .  
را  8.1.8ي قضيه ممكن است تعجب كنيم، ولي توجه كنيد كه از شمارا بودن     

   .ببينيد
   

  تذكر   3.2.10
   تـوانيم بـه صـورت    عضو را مي kي متناهي با ديديم كه هر مجموعه 2.1.10بحث  2در بند

, , }ka{A نامتنـاهي  ي برخـي از مبتـديان هـر مجموعـه    . دهـيم  نشانA 
, را نيز به اشتباه به صورت انديسدار) شمارا يا ناشمارا( } {A   نمايش مـي-

ي نامتناهي تنها وقتي درست اسـت  دهد كه اين نمايش مجموعهبحث زير نشان مي. ندده
   !باشيماستفاده از اين نمايش  مراقب موارد مجاز پس بايد. باشد شمارا Aكه 

  

 بحث در كلاس    4.2.10 
}شمارا است اگر و تنها اگر Aمتناهي ي نانشان دهيد كه مجموعه  | }iA a i .   

  

 تعريف    5.2.10

ي انديسدار خانواده                i i I
a


يا   i i I

A


  گوييممي اي شماراخانوادهرا  
 .، شمارا باشدIيعني ،ي انديسگذار آناگر مجموعه               

  
حال  .باشدي شمارا، حتيتواند هر مجموعهميI،يفتوجه كنيد كه در اين تعر        

ها و دانشي مجدداً براي تقويت روش. آوريمهاي شمارا را ميهاي مجموعهبرخي از ويژگي
نه شركت ها فعالاتايد، برخي از احكام را شما اثبات كنيد و در اثبادست آوردهكه تاكنون به

  .كنيد
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 بحث در كلاس    6.2.10

Aفرض كنيد - 1 B .يديم كه اگر د 2.1.10بحث  3بند درA  ياB  ،متناهي باشد
حال نشان دهيد كه اگر يكي شماراي نامتناهي باشد، ديگري . ديگري نيز بايد متناهي باشد

 ).ع دوسويي، تابعي دوسويي استكنيم كه تركيب دو تابيادآوري مي. (نيز چنين است
اي شمارا، شمارا مجموعه از مجموعهبا اشاره به مطالب قبل، نشان دهيد كه هر زير - 2

  .است
BAfفرض كنيد - 3 : نشان دهيد كه اگر . يك به يك استB  شمارا باشد، آنگاه
A  كه  به خاطر بياوريد( نيز شمارا استBAfA  )(.(  
BAfكنيدفرض . تر استال كمي فنيؤاين س -4 :  نشان دهيد كه اگر . باشدپوشا
A  شمارا باشد، آنگاهB توانيد از اين نكته استفاده كنيد كه هر تابع مي. (نيز شمارا است

  )چرا؟.پوشا وارون راست دارد، و وارون راست آن يقيناً يك به يك است 
 كه نشان دهيد. است Aي شماراي ارزي روي مجموعهاي همرابطه فرض كنيد  - 5

A تابع طبيعي و پوشاي(است  شمارا : A A  را به خاطر بياوريد(. 

 !ببريد ي اساسي توابع حل كنيد و لذت، و قضيه5 و 1را با استفاده از بندهاي  4بند - 6
  

 قضيه   7.2.10
Aشمارا باشند، آنگاه Bو Aاگر                B  ستاشمارا نيز .  

  

   اثبات
، متنـاهي آن ها نيـز   جتماعا ،4.1.10بحث اگر هر دو مجموعه متناهي باشند آنگاه،  بنا بر 

يـك روش سـاده ايـن     .يكي يا هر دو نامتناهي باشند  فرض كنيم  .شمارا است ودر نتيجه
  عضوهاي دو مجموعه را به صورت انديسدار متناهي يا نامتناهي است كه

. . .:A       و       . . .:B  
در نظر بگيريد، و البته عضـوهاي تكـراري را حـذف    زير ها را به صورت سپس آن . بنويسيد

  :كنيد
 {A B   
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f:حال به آساني مي توانيد يكريختي   A B   كنيد تعريف را.   
  

 بحث در كلاس    8.2.10
  ! است ي اعداد اصم ناشمارابالا، نشان دهيد كه مجموعه يبا استفاده از قضيه

  
  

 قضيه   9.2.10
  .هاي شمارا، شمارا استي شمارا از مجموعهاجتماع هر خانواده               

  

 اثبات
}:{فــرض كنــيم IiAi  هــاي شــمارا باشــد، يعنــيي شــمارا از مجموعــهاخــانوادهI  و

i:در اين صورت، توابع يك به يك. شمارا باشندiAهر if A   بـا فـرض   . وجود دارند
ــر  ــه ازاي هـ ــه بـ jiاينكـ ، ji AA )   ــت؟ ــاز اسـ ــرض مجـ ــن فـ ــرا ايـ ) چـ

:تابع i
i I

f A


    ي با ضابطه  

IiAxixfxf ii  ,),),(()(  
حال چـون .  يك به يك است     چـرا؟ (شـمارا اسـت( ،

Ii
iA



نيـز شـمارا اسـت     

   )چرا؟(
  

  بحث در كلاس   10.2.10
هـاي ناشـمارا درسـت    ي بالا بـراي خـانواده  راحتي مي توانيد نشان دهيد كه  قضيه به  -1

براي مثال،. نيست
R

{ }
x

x


  را در نظر بگيريد. 

)آيا - 2 )P شمارا است؟ به خاطر بياوريد كه( )P اي يكريخت با چه مجموعه
 .را ببينيد 12.1.8 يتر از آن، قضيهاست، يا ساده

 نشان دهيد كه. است اهينهاي متمجموعهي زيري همهمجموعه Aفرض كنيد كه  -3
A از ايـن نكتـه اسـتفاده كنيـد كـه هـر       . تر استفنياثبات اين حكم قدري ! شمارا است
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ــه ــاهي يمجموعـ ــون   AAمتنـ ــددي چـ ــرين عـ ــن  kداراي بزرگتـ اســـت و از ايـ
)رو ( ))A k P .دي بالا استفاده كنيحال سعي كنيد از قضيه. 
  

  قضيه   11.2.10
  .شمارا است BAشمارا باشند، آنگاهBو Aاگر                

  
  اثبات

AbAكافي است توجه كنيم كه    و }{


Bb

bABA


 }{  

   .كار ببريم را به 9.2.10ي سپس قضيه

  
 بحث در كلاس    12.2.10
  . را به تعدادي متناهي مجموعه تعميم دهيدي بالاقضيه ، با استقرا

  
  

  2.10   تمرين
  .براي پاسخ خود دليل بياوريد از مجموعه هاي زير كدام ها شمارا هستند؟ .1

A}اول است  n{  )الف(          |n  
.   )ب(         { | }B r r     

x   {  )پ(          1 { |C x .  
  .  مجموعه ي اعداد مختلط  )ت(        
,   )ث(        , }a b      = . { |D x   

Y.شمارا است و  Xفرض كنيد كه   .2 X  نشان دهيد كه\X Y شمارا است.  
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Aفرض كنيد كه   .3 B وA نشان دهيد كه. ناشمارا استB نيز ناشمارا است.  
  . ناشمارا است 1و  بين ) اصم(ي اعداد گنگ ثابت كنيد كه مجموعه  .4
Aاجتماع مجزاي  نشان دهيد كه. شمارا هستند Bو Aفرض كنيد كه  .5 B   

  آيا عكس اين حكم درست است؟. نيز شمارا است     
  .ناشمارا است هاي نامتناهيي زيرمجموعهي همهثابت كنيد كه مجموعه  .6
  به صورت  2ي هاي درجهايي چندجملهي همهمجموعه Pفرض كنيد كه  .7
  mx n  .باشد، كه در آن      ,m n ثابت كنيد كهP شمارا است.  
  .ضرايب گويا، شمارا است هاي باايي چندجملهي همهثابت كنيد كه مجموعه  .8
Aناشمارا است اگر و تنها اگر Aثابت كنيد كه   .9 A ناشمارا باشد.  

  هاي در صفحه باشد كه مختصات مراكزي دايرهي همهمجموعه Sفرض كنيد كه .10
  . شمارا است Sنشان دهيد كه . شان اعداد گويا هستندعي شعاها و اندازهآن     
  .شمارا است Sو مجدداً نشان دهيد كه  به جاي دايره، كره قرار دهيد، 10در تمرين  .11
{هفرض كنيد ك .12  1   

 
    . {( , ) |T x y     ثابت كنيد كهT  و از اين رو ،T  ناشمارا
  .است
  چون  اياي چندجملهادلهناميم اگر جواب معيم جبريرا  xعدد حقيقي .13

1 0 0n
na x a x a     

  . ناميممي) يا غير جبري( متعاليرا  xاين صورت ردر غي. با ضرايب گويا باشد      
  دهيد كه نشان      
  .ي اعداد جبري شمارا استمجموعه )الف(      
  .ي باشندبرخي از اعداد حقيقي بايد متعال )ب(      
  !!ي اعداد متعالي ناشمارا استدر واقع، مجموعه )پ(      

  ها ناشمارا هستند؟ براي پاسخ خودها شمارا و كدامكدام ،هاي زيراز مجموعه .14
      دليل بياوريد      
} }1{  )الف(       ,. { :A f  
.  )ب(       { : }B f    



 
217   تناهي و شمارايي

{ )پ(       }1{ , { :C f .  
  .  هاي دو عضويي زيرمجموعهي همهمجموعه )ت(     
  .  هاي متناهيي زيرمجموعهي همهمجموعه  )ث(     
اي شماراي زيرمجموعه Xي شماراي نامتناهي چونثابت كنيد كه هر مجموعه. 15

X\طوري كهدارد به Yنامتناهي چون Yشماراي نامتناهي است.  
   

  
  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

  11فصل 

 

 هاآن حساب و عدد اصلي
 

 

متنـاهي يـا نامتنـاهي     هاييدانستيم كه چه مجموعهكه به طور شهودي مي با وجودي      
در اين فصـل  . معرفي كرديم 10فصل ونه درگطور رسمي و رياضيها را بهآن ولي هستند،

هـا را مـورد   هـا را رسـميت ببخشـيم و آن   مجموعه مفهوم تعداد عضونيز قصد داريم 
  .مطالعه قرار دهيم

ي ابتدايي تحصيلي، يا حتي قبل از آن، بـا مفهـوم   دورهتوانيم بگوييم كه در يقيناً مي       
ي آموختيم كه به هـر مجموعـه  در واقع .  شديمهاي متناهي آشنا هاي مجموعهتعداد عضو

  A تعداد عضـوهاي نسبت دهيم كه معرف اندازه يا ... ، ،2،1 عددي مانند  Aمتناهي 
ي متناهي را با هم دو مجموعه هايهمچنين، به مرور آموختيم كه چطور تعداد عضو. باشد

  .مقايسه، جمع، در هم ضرب كنيم يا به توان برسانيم
اي توانيم مفهوم تعداد عضو را به گونـه شود كه آيا ميحال اين سؤال طبيعي مطرح مي      

ها را با هم مقايسـه، جمـع،   نيز تعميم دهيم كه بتوانيم آن هاي نامتناهيمجموعهبه 

  !پاسخ مثبت استدر هم ضرب كنيم يا به توان برسانيم؟ 
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  عدد اصلي      1.11
هـا را بـا هـم    توانسـتند آن آشنا بودند كه مـي  تعداد عضوهاي اوليه با مفهوم انسان آيا

از مفهوم دقيق و علمي مقياس متر مطلع باشيم تا بتوانيم  كه لازم است آيامقايسه كنند؟ 

هـاي  طولي هااندازه كه لازم است اصلاً  آيا؟ يا، هم مقايسه كنيم هاي دو طناب را باطول
  را با هم مقايسه كنيم؟ هاآنهاي بتوانيم طول تا دو طناب را بدانيم

توجه به بدون توان مي در واقعكه  دهدها نشان ميالؤبه اين س شمامنفي پاسخ        

معرفـي كـرد و تعريفـي    آن يك مجموعه، نمادي بـراي   تعداد عضوتعريف دقيق مفهوم 

، در هم جمع، مقايسهها را با هم براي تساوي تعداد عضوهاي دو مجموعه ارائه داد و آن

البته، مانند تعريف كوراتوفسكي براي جفت مرتب، تعريفـي  ! رساند توانكرد و به  ضرب

  . وجود دارد كه ارائه خواهيم كرد تعداد عضوگونه نيز  براي مفهوم دقيق و رياضي
 بـراي را  3يـا   }{a,bي  بـراي تعـداد عضـوهاي مجموعـه    را  2هـايي چـون   اگر نمـاد       

نمـاد  چـه قـرار دهـيم،   الگو   }ملانصرالدين، برج آزادي، ابراهيمي{ يمجموعه

)،،،،)1نامتناهيهـاي  هايي براي تعداد عضوهاي مجموعه ,، ،  و
ي ايـن مجموعـه  كنيد؟ آيا منصفانه است كه تعداد عضوهاي همهپيشنهاد مي ،از اين قبيل

متنـاهي  (ي نشان دهيم؟ آيا بهتر نيست به هر مجموعه  نماد يكهاي نامتناهي را با 
ختصاص دهيم كه حرف معـرف آن مجموعـه نيـز در آن نمـاد ديـده      نمادي ا) يا نامتناهي

نمـاد   Bو بـه  Atيا AC)(، ܣ نماد Aيبه تعداد عضوهاي مجموعه ،براي مثال ؟شود
B ،)(BC ياBt  هـا معرفـي كنـيم؟    ي آنرا نسبت دهيم، و سپس روشي براي مقايسـه

  .هاي زير را انتخاب كردنددانان نمادها و واژهرياضي

 تعريف   1.1.11

 ،عدد اصلينمايش  برايرا   |A|يا   Card Aهاي هر يك از نماد            

  .بريمكار مي به  A يمجموعه تعداد عضو، يا كاردينال            
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ــال          ــراي مث ــي ،ب ــيمم  2Card{a,b} نويس ــي{  =٣ و  = ــرج آزادي، ابراهيم  ،ب
  .Card}ملانصرالدين

  

     ي اعداد اصليمقايسه   2.1.11

 ـلحببينيم كه چطور بايد دو عدد اصلي را با هم مقايسه كنيم؟ حال   دوراناي بـه  هظ
توانـد  از فن شمارش مـي طور كه كودك بدون آگاهي نهما !رويمكودكي مي شيرين

هاي برادرش برابر اسـت يـا نيسـت،    نباتهايش با تعداد آبنباتتشخيص دهد كه تعداد آب
را با هم  |B|و |A|توانيم  تا تصميم بگيرد كه جنگ جهاني را آغاز كند يا خير، ما نيز مي

هـاي خـود و   نباتبين آب تناظري كندسعي مي  كند؟كودك چه مي !مقايسه كنيم

هـاي  تسـاوي عـددي  دانان تعريف زير را براي از اين رو، رياضي! برادرش ايجاد كند
  .اندهاي متناهي يا نامتناهي ارائه دادهمجموعه اصلي

  

  تعريف   3.1.11
Card A = Card B  A B  

هـا را،  مجموعه يكريختيو ) همتعداد( همعددهاي اين تعريف مترادف گرفتن واژه      

گـوييم كـه تعـداد عضـوهاي     عبارت ديگر مي به! كندبيان شد، توجيه مي 8فصل كه در 

تـابع  كـم يـك   برابرند اگر و تنهـا اگـر دسـت    BوA)متناهي يا نامتناهي(هاي مجموعه
  .ها وجود داشته باشدآن بين fدوسويي

و }2,12,3{ هايتعداد عضوهاي مجموعه توجه به بدون حتي براي مثال،      
},,{ cba ،اريمد}{ Card cb,a,}2,12,3{Cardكم تابع زيرا دست  
  

           ٣       ١٢         ٢٠        x               
           

f(x)       a         b         c    
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Card }{Card}1{ چرا. دوسويي است ba, توان نشان داد ، زيرا ميدرست است؟

}{كه هيچ تابع دوسويي بين ba, 1{وجود ندارد، يعني }1{و{},{ ba.  
  

  بحث در كلاس   4.1.11

احكام زير را با دليل تعين كنيد  نادرستييا  درستي ،3.1.11 با استفاده از تعريف

  .) خاطر بياوريد را به 10فصل مطالب (

1 -Card = Card = Card   .  
2 - Card = Card  .  
3 - ]1Card = Card [ , .  
  

ي تعداد عضو گونهطور كه گفتيم و خواهيم ديد، بدون آگاهي از تعريف رياضيهمان      
مقايسه، جمع، در هم ضرب كنيم يا به  هم ها را باتوانيم آنها نيز ميمجموعه) عدد اصلي(

  .ولي قول داديم كه تعريفي نيز براي آن ارائه دهيم. توان برسانيم
||وA Cardچـون  لازم به بيان است كه در بـالا صـرفاً نمادهـايي          A  ي را بـراي واژه

معرفي كرديم و تعريف تسـاوي دو عـدد    Aيمجموعه عداد عضو، عدد اصلي، يا كاردينالت
ارائـه   تعداد عضوي گونه، براي واژهاصلي را ارائه داديم، ولي تعريفي دقيق، يعني رياضي

بـراي    3.1.11ارائه كنيم كه تعريـف تسـاوي    A Cardتوانيم تعريفي برايآيا مي! نكرديم
متنـاهي اسـت همـان     ايمجموعـه  Aهآن با معني باشد؟ پاسخ به اين سؤال در حالتي ك ـ

ي متناهي و كنيم كه هر مجموعهياد آوري مي. است Aتعداد عضو مفهوم شهودي
,چوناي ازبا قطعه Aناتهي , }k 2,1   ( ) {k دانيم كهكريخت است، و ميي  

( ) ( )k l k l     
kAس تعريفپ  Card برايA البته. ( ناسب استم Card( .  
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رائه ا A Cardتعريفي برايتوان باقي است كه آيا مي سؤالهنوز اين 
هاي متناهي و نامتناهي با تعريف مجموعه داد كه در هر دو حالت

  سازگار باشد؟ 3.1.11تساوي 
  

نامتنـاهي   A، اگـر 10و نامتنـاهي در فصـل    ي متنـاهي هابا توجه به تعريف مجموعه      
)باشد، آنگاه  با هيچ )kدر نتيجه، اي يكريخت نيست وA Cardتوانيم برابـر بـا   را نمي

طـور كـه قـبلاً نيـز گفتـيم،      همچنـين، همـان  . قرار دهـيم ... ، ،2،1 هايهيچ يك از عدد
يكسان در نظر بگيريم و، هاي نامتناهي را ي مجموعهكه عدد اصلي همه طبيعي نيست

بـا تعريـف تسـاوي    در واقع اين كـار  . نشان دهيم ها را با يك نمادبراي مثال، آن
چون براي مثال، !هاي اصلي تناقض داردعدد بـا توجـه بـه تعريـف     ، پس ،

 تعريف. تعريف كرد Card برابر با راCard نبايد براي تساوي اعداد اصلي، 3.1.11
  .زير را به بحث بگذاريد مجرد

  

      تعريف   5.1.11

   است و) متناهي يا نامتناهي(اي مجموعه Aفرض كنيم             
           }|{][ ABBA  ي شاملردهA هاي يكريختي مجموعهنسبت به رابطه  

  :كنيمتعريف ميدر اين صورت، . باشد             
][ Card AA   

  
هاي دو عضـوي  ي مجموعههمهي دستهبه  را  2) يا نماد(عدد  براي مثال،      

يـك عـدد، يعنـي     ،انتظارشايد اين نخستين باري باشد كه بر خلاف   !دهيمنسبت مي
ها و به هر حال دسته! ولي نگران نباشيد !كنيمتعريف مي دستهعدد اصلي، را برابر با يك 

در تعريف كوراتوفسكي براي جفت مرتب نيز چنـين  ! (ها زيربناي رياضيات هستندمجموعه
دو جفـت اسـتفاده    تسـاوي جفت مرتب و تعريـف   نماد، ولي پس از آن صرفاً از كرديم
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 Aچـون   مجموعهيـك  را به  يعدد اصل نمادكار هر  يراحت يمعمولاً برا البته) !كرديم
 يعني متعلق به،  Aيكريخت با  ييا به هر مجموعه A، دهيمينسبت م .  

شـده  داده   3.1.11 بينيم كه تعريف بالا براي عدد اصـلي، بـا تعريـف   در بحث زير مي      
  . است سازگارعددهاي اصلي تساوي براي 

  

   بحث در كلاس   6.1.11

  : كنداصلي در شرط زير صدق ميبراي عدد   5.1.11 نشان دهيد كه تعريف
 BCard A = Card B  A  

baba :ارزي داريمهاي هموريد كه براي رابطهابه ياد بي( ~][][ ~~ ( .  
  

  تعريف   7.1.11

 و عدد متناهي عدد اصليي متناهي را يك عدد اصلي هر مجموعه              

  يا( نامتناهي عدد اصليي نامتناهي را يك اصلي هر مجموعه              
  .اميمنمي) فرامتناهي              

  

  تذكر   8.1.11

، ،2،1فارسي از نمادهاي مشخص ي اعداد اصلي متناهي در زبانگرچه براي نمايش همها
اعـداد اصـلي   ي همه براي نمايش مشخصي يهانمادكنيم، در حالت كلي استفاده مي.  . .

) ، حرف اول زبان عبريآلف( را با ولي، معمولاً عدد اصلي. وجود نداردنامتناهي 
  .بريمكار مي به را براي نمايش عدد اصلي ) يا( نماد  و

، عددي اصلي است گوييم كـه در حالت كلي، وقتي ميهمان طور كه گفتيم،       
طـــوري كـــه وجـــود دارد بـــه Aچـــون ايهمجموعـــمنظـــور ايـــن اســـت كـــه 

Card | |A A  . 
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  ياصل اعداد ترتيب
به ياد بياوريم آن دو كودكي را كه . ي اعداد اصليمقايسهي بحث حال بازگرديم به ادامه

در چه صورت ! كنندهايشان را با هم مقايسه مينباتدانند و تعداد آبشمردن نمي
هاي نبات، وقتي كه تعداد آبدرست است !كنند؟را آغاز مي جنگ جهاني

- ميان آب تناظري دوسويي، وقتي كه زبان رياضيبه . يگري باشدداز  تركميكي 

   !نيايد وجود بههايشان نبات

                
دو عدد اصلي  و كنيم كه اگرچنين تعريف مي زبان رياضياين مقايسه را به       

  :، آنگاهB Cardو A Cardباشند و، براي مثال،) متناهي يا نامتناهي(
  

  تعريف   9.1.11
                  از يك به يكاگر و تنها اگر تابعيA بهB وجود داشته باشد .  

  
α حال بگوييد كه چه وقت ൏ β ؟  

  

  بحث در كلاس   10.1.11
اين  تعريفيخوشنگران  بايد چرا است؟ تعريفخوش  آيا تعريف بالا براي

را برابـر بـا    و Aرا برابر با عدد اصلي در بالا ماشزيرا، فرض كنيم ! باشيم؟ تعريف
 )B Cardو A Card،يعني( دگرفتيBعدد اصلي كه تابعي يـك   طوري به 
 در نتيجه، و وجود داشته باشد Bبه   Aبه يك از  .    بـدون  دوست شـما ولـي ،
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يعني،(گرفت  Dا برابر با عدد اصلي ر و Cرا برابر با عدد اصلي   فرض شما،اطلاع از 
C Card وD Card!(   تابعي يك به يك از  آياسؤال اين است كهC   بهD  

نشان دهددر اين حالت نيز كه  وجود دارد راحتـي  به  .پاسخ مثبت است ؟
تركيب دو تابع يك به يك تابعي يك بـه  توانيد با استفاده از اين مطلب كه مي

  توجه كنيد كه )چطور؟(درستي پاسخ مثبت را اثبات كنيد  ،استيك 
Card A = Card C  A C  وDCard B = Card D  A  

متناهي يا (اعمال جمع، ضرب، و توان اعداد اصلي انجام  حال، قبل از معرفي چگونگي      
يخواهيم ديـد كـه رابطـه   . آوريمرا مي  يهاي رابطه، برخي از ويژگي)نامتناهي  در  
  . است يئترتيب جزواقع يك 

 فراهم آورديم، پس ،8و  7 هايفصل قبلاً، به ويژه درها را ابزار لازم براي اثبات قضيه      
تمـرين  هـا را  گذاريم تا چگونگي اسـتفاده از ابـزار  ي شما ميها را به عهدهاثبات جزييات
   !لذت ببريدو  كنيد

  

  )برنشتاين- شرودر( قضيه   11.1.11 

  يعني، براي هر دو عدد. است تقارنيپادروي اعداد اصلي،   يرابطه              
  ، و  اصلي              

&          
  

  اثبات
 و  هايريفعو با استفاده از ت A Card،B Cardكافي است قرار دهيد

  براي اعداد اصلي،  تساوي 
- تبديل و از ابزار ،توابعو  هامجموعهاي مربوط به مسئلهمسئله را به 

  .هاي قبل استفاده كنيدهاي فصل
  ז !توانيدشما مي 
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  قضيه   12.1.11

  يعني، انعكاسي،( است) يئجز( ترتيبروي اعداد اصلي،   يرابطه               
  ).پادتقارني، و متعدي است               

  

  بحث در كلاس   13.1.11

α به اين سؤال پاسخ دهيد كه چه وقتتوانستيد  آيا ൏ β )،يعني α  β  ولـيα ് β( ؟
مسـئله را بـه    B Cardو A Cardبـا قـرار دادن  بايـد   روشن است كه ابتدا

α براي اثبات. كنيم ها تبديلاي روي مجموعهمسئله  β بايد نشان دهـيم؟ و بـراي   چه 

α ് β ــه يــك چــون   چطــور؟ ــابعي يــك ب درســت اســت، بايــد نشــان دهــيم كــه ت
BAf : وجود دارد، در حالي كه هيچ تابع دوسويي بينA وB ) يا هيچ تابع يك

  !وجود ندارد) Aبه Bبه يك از
توانيد ها، به آساني ميي مجموعههاي زير به سؤالي در بارهحال، با تبديل كردن سؤال      

   !!البته لذت ببريدها پاسخ دهيد، و هاي قبل به آنبا رجوع به فصل
  

  بحث در كلاس   14.1.11
  نشان دهيد كه 

݊، nبراي هر عدد طبيعي  - 1 ൏ Յ° )Card   .( 

Card يعني،( .، داريمبراي هر عدد اصلي نامتناهي - 2    
 !)است عدد اصلي نامتناهيترين كوچك

3 - Յ° ൏ Յ )Card  .( 

|| ،Aبراي هر مجموعه چون -4 A | ൏ | )(AP. 

5 - | | | ( ) | P. 
 توجه كنيد كه! (اي نامتناهي و اكيداً صعودي از اعداد اصلي نامتناهي بنويسيددنباله  -6

|.| | ൏ | ( )P( 
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 ترين عدد اصلي وجود دارد؟آيا بزرگ است؟ي اعداد اصلي نامتناهي، متناهي آيا دسته -7

 براي مثال، !؟چيست سؤال هاي شما - 8

ห.| بالا ديديم كه 5و  3در بند هاي        ห ൏ ห ห ൌ | ( )P(   4و در بند 
|| ديديم كه در حالت كلي، A | ൏ | )(AP.  حال ممكن است بپرسيد كه  

Sاي چونمجموعهآيا زير  )يك(   طوري كه عدد اصلي  وجود دارد به                              
|تر ازآن بزرگ) تعداد عضوهاي( | تر ازو كوچك| | باشد، يعني، 

| | | | | |?S   

وجود  Bچون اي، مجموعهAآيا در حالت كلي، براي هر مجموعه چون  )دو(  
 طوري كه دارد به

| | | | | ( ) | ?A B A  P 

 

   

  1.11   تمرين
  براي پاسخ خود دليل. بندي كنيدها دستهحسب عدد اصلي آن هاي زير را برمجموعه .1

 ، ، ، ، ، ،: بياوريد      ،  ،  ، )ي مجموعه 

|، )ي اعداد طبيعي فردمجموعه( ، )اعداد طبيعي زوج     }n ݊2 {G  ،    

.، 2، )ي اعداد اولمجموعه(    \   
      از اعداد  بازي نيمي باز، و هر بازهي بسته، هر بازهثابت كنيد كه عدد اصلي هر بازه .2

 .است برابر با  حقيقي    
0Cardثابت كنيد كه اگر  .3 CardA B آنگاه ،                                  

.Card ( ) CardA B B         

kيعدد اصلي مجموعه .4

k

A




 را تعيين كنيد. 

x.فرض كنيد  .5 A  ثابت كنيد كه اگرCard ( { }) CardA x A  آنگاه ،A  
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 آيا عكس اين حكم درست است؟. نامتناهي است    

BAفرض كنيد .6  Card Card  .ثابت كنيد كه)( Card)( Card BA PP .  

Aثابت كنيد كه اگر  .7 B آنگاه ،.Card CardA B  

Cardثابت كنيد كه .8 CardA B اگر و تنها اگرA اي از با زيرمجموعهB  
 .كريخت باشدي     

 ثابت كنيد كه. اعداد اصلي هستند  ، ،فرض كنيد كه  .9

اگر )الف(      ،نگاهآ .   

اگر )ب(        آنگاه .  

اگر )پ(       آنگاه .   

  نشان دهيد كه. هايي ناتهي باشندمجموعه Bو  Aفرض كنيد  .10
     Card CardA B  اگر و تنها اگر تابعي پوشا ازB  بهA وجود داشته باشد.  
  .است 0هاي با ضرايب گويا برابر با ايثابت كنيد كه تعداد چندجمله .11

  و 0تر از و تعداد اعداد متعالي بزرگ 0نشان دهيد كه تعداد اعداد جبري برابر با  .12
  .است تر از يا مساوي باكوچك     

  

  حساب اعداد اصلي   2.11
هـاي  هـاي متنـاهي را بـه مجموعـه    مجموعـه ) عـدد اصـلي  ( تعداد عضوحال كه مفهوم 

م يخواهيم ببين ـها را نيز ديديم، ميي آنو روش رياضي مقايسه نامتناهي نيز تعميم داديم
  برسانيم؟  توانكنيم يا به  ضربو در هم  جمعها را با هم توانيم آنمي چطوركه 

و از دوران كـودكي   متنـاهي هاي اصلي عدداين اعمال براي دادن  انجام روشبا       
بـراي   حتـي  ،ي ايـن اعمـال را  رياضي گونـه  تعريف آشنا شديم، وليكمي بعد از آن 

بـراي   خواهيم ايـن اعمـال را  در اينجا مي ديديم؟ !نديديم ،هاي متناهيمجموعه
   .يردرا در بر گ نامتناهي و متناهيتعريف كنيم كه هر دو حالت اي به گونهاعداد اصلي 
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  عمل جمع
رويـم و  مطابق معمول،  بلافاصله سراصل مطلـب نمـي  . كنيمبررسي مي  ابتدا عمل جمع را
در بحث زير شـركت  .  آوريمزير را براي چگونگي يافتن جواب مي روش آموزشي

  .كنيد

  بحث در كلاس   1.2.11

بـراي تعريـف   . Card 3}5,4,3{و Card 2}2,1{دانيم كه، براي مثـال،  مي  -1
حاصـل از ايـن دو    يعدد اصلي كدام مجموعه 32 بايد بگوييم كه 3و  2مجموع 

عـدد   32: ايـد يقينـاً درسـت حـدس زده     حدس شما چيسـت؟ . استمجموعه 
 نيدنتواهنـوز   شايد .است ،}5,4,3,2,1{يعني  ،}5,4,3{و } 2,1{ اجتماع اصلي

متناهي و ( حالت كليرا در  و كه مجموع دو عدد اصلي حدس بزنيد درستيبه 
بگوييد كه اگر  برخي از شما ممكن است ؟توانيدمي . دچطور بايد تعريف كني) نامتناهي

Card A وCard B  آنگاه    اجتمـاع عدد اصـلي A B  اسـت! 
  .زير را ببينيد 2بند  ! است نادرست قدري

 }3,2,1{    ي عدد اصـلي مجموعـه   3روشن است كه  .Card2}2,1{فرض كنيم   -2
دو   اجتمـاع   عـدد اصـلي  توان برابـر بـا    را مي 32 آياحال درست است؟  !ستنيز ه

 كـرد؟  تعريـف  ،}3,2,1{ را  برابر با عدد اصلي 5 يعني ،}3,2,1{ و} 2,1{ يمجموعه
  چطور است؟ريف كلي زير تع پس چه كنيم؟. است منفياسخ شما نيز پ يقيناً 

  

  تعريف   2.2.11
 و A Card فرض كنيم              Card B . ،در اين صورت  

مجموع              مجزاي اجتماع را برابر با عدد اصليA وB  

  يعني،. كنيمتعريف مي            
( )Card A B 
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  بحث در كلاس   3.2.11

عـدد اصـلي     32 ،بـالا  2.2.11و با توجه بـه تعريـف    ،بحث بالا 2 هاي بندبا فرض  -1
   يمجموعه

 })2,3(,)2,2(,)2,1(,)1,2(,)1,1( {= )}2  {x }3,2,1{ (  )}1x { }2,1{( 
 ايــن طــور !شــدبحــث بــالا  1تــر از حــل همــين مســئله در بنــد  يچيــدهپخيلــي . اســت 

  !كندتر ميمسئله را در حالت كلي ساده ،زير 2بند  نيست؟

نشــان دهيــد كــه هميشــه دو  . دو عــدد اصــلي باشــند  و   فــرض كنيــد كــه -2

Aعنــي بــا شــرط ، ي Bو  Aاز هــم مجــزاي مجموعــه B ،   وجــود دارنــد بــه
ــه  ــوري ك  و A Card ط . Card B ،ــابراين ــن  بن ــساز اي ــف  پ ــراي تعري ب

 و A Card كنـيم كـه  فـرض مـي    بـدون هـيچ نگرانـي    ،و مجموع 
Card Bبا شرط A B .  

  
توانـد عـدد   مـي  و هر  هر  از آنجا كه . را بيان كنيم ي مهمينكتهبايد  حال      

 بودن تعريف عمل جمـع را، مشـابه   تعريفخوشهاي بسياري باشد، بايد اصلي مجموعه

  !   بررسي كنيم 10.1.11بحث 
  

  بحث در كلاس   4.2.11

بـا   چه بايد نشان دهـيم؟ بودن عمل جمع اعداد اصـلي   تعريفخوشبراي اثبات 

 يپاسـخ  توانيـد مـي كـه   يقين داريم، 10.1.11ي مجدد روش كار در بحـث  مطالعه

  .اثبات كنيدو البته ادعاي خود را نيز  ،درست به اين سؤال بدهيد
A Card كـــــه .فـــــرض كنـــــيم در واقـــــع، بايـــــد       Card A و 

Card Card BB   با شرايطA B ،A B     نشان دهيم كـه و
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Card ( ) Card ( )A B A B    . 3 و 2بندهايو  13.1.8بحث در كلاس  1 بند 
      ! ببينيد را 14.1.8 يقضيه

  

  بحث در كلاس   5.2.11

   .ي زير را حل كنيدحال دو مسئله 
 مجموع  -1   ي مجـزا از هـم بيابيـد بـه     ابتدا بايد دو مجموعـه  .را تعيين كنيد

 . كار ببريدرا به 7.2.10ي سپس قضيه. باشد  برابر با طوري كه عدد اصلي هر دو 

 جموع م -2   چه مشخص كنيد كه  1ابتدا مانند راهنمايي بند  .را تعيين كنيد
 ؟مبايد نشان دهي

 اعداد متناهي است؟ جمعتعميم  2.2.11كنيد كه تعريف توجيه مي چطور -3

  
 اگر چـه . آوريمعمل جمع اعداد اصلي را مي هايويژگيبرخي از ي زير در قضيه      

ايم، ولـي  كار بردهو بدون هيچ نگراني به پذيرفتهها را از زمان دبستان تاكنون درستي آن

-براي اثبات آنهمان طور كه قبلاً نيز گفتيم،  يم؟اهديد! ايمها را هرگز نديدهآن اثبات

بـه  ها تبـديل كنـيم و سـپس    اي مربوط به مجموعهرا به مسئله ابتدا مسئله ها، كافي است
    . مهاي قبل رجوع دهيهايي از فصلقضيه

  

  قضيه   6.2.11

  در اين صورت،. عدد اصلي باشند ، و  ،فرض كنيم              
            1-       .  

           2-      .  
           3- ( ) ( )         .  
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  اثبات
دو حكـم ديگـر،   اثبـات  بـراي  عدد اصلي كدام مجموعه است؟  نماد ! روشن است 1حكم 
  ז چطور است؟ 3.2.2ي قضيه

دقيقاً همان  نامتناهيدهد كه رفتار اعداد اصلي زير نشان ميبحث  :هشدار
  !مراقب باشيد !!نيسترفتار اعداد اصلي متناهي 

  

  بحث در كلاس   7.2.11

  .دهاي زير براي اعداد اصلي لزوماً درست نيستنهايي نشان دهيد كه گزارهي مثالبا ارائه
1-  . 0         

 نيست؟متناهي باشند، اين گزاره درست است،  و  البته اگر هر دو عدد اصلي      
بحـث  براي مثال، ! ها نامتناهي باشد، اين گزاره لزوماً درست نيستولي اگر حتي يكي از آن

 را ببينيد، يا مثال 5.2.11   5و  يدرا در نظر بگير!  

2- .                 

 ولي حتي اگر، بـراي مثـال،   . اين گزاره نيز براي اعداد اصلي متناهي درست است       
نامتناهي باشد و   چطور؟ .متناهي باشند، گزاره نادرست است  

  

  عمل ضرب
هاي آن كه پا به پاي هم تعريف عمل جمع اعداد اصلي را آموختيم و برخي از ويژگي حال 

     .    پردازيممي عمل ضربهاي را ديديم، به تعريف و ويژگي

هـاي  بـراي عـدد   نيـز دادن اين عمـل   انجام روشهمان طور كه قبلاً نيز گفتيم، با       

را،  عمـل ي ايـن  گونـه  رياضـي  تعريـف اصلي متناهي از دوران كودكي آشنا شديم، ولي 

خـواهيم ايـن   در اينجا مي  ديديم؟ !نديديم، هاي متناهيبراي مجموعه حتي
اي تعريف كنيم كه هـر دو حالـت متنـاهي و نامتنـاهي را     عمل را براي اعداد اصلي به گونه
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-يتـر م ـ دست آورديم، سريع ي لازم را بهاز آنجا كه در تعريف عمل جمع تجربه .دربرگيرد
   .از تعريف زير تعجب نخواهيد كرد. كنيمضرب را تعريف و مطالعه عمل توانيم 

  

  تعريف    8.2.11
 فرض كنيم                A Cardو  Card B.  در اين صورت  
يا( ضربحاصل               ( عدد اصلي را برابر با BA   
               يعني،. كنيمتعريف مي             

Card ( )A B   
        

   !كندهاي مرتب توجيه ميي جفتضرب را براي مجموعهي حاصلواژه ،اين تعريف
  

  بحث در كلاس   9.2.11
بـودن تعريـف عمـل ضـرب را       تعريـف خوش، مانند مورد جمع اعداد اصلي،  بايد حال

را به كـار   14.1.8قضيه  1بار بند  نرا ببينيد و اي 4.2.11بحث در كلاس !   بررسي كنيم
  .توانيد اثبات را كامل كنيديقيناً مي.  ببريد
             

  بحث در كلاس   10.2.11

ضرب حاصل ،حال   بحث در  2يا بند  9.1.8بحث در كلاس  1بند  .را تعيين كنيد
  . را ببينيد 16.1.8كلاس 

  
 مجـدداً،   .آوريـم اعداد اصلي را مـي  ضربعمل  هايويژگيي زير برخي از در قضيه      

كار و بدون هيچ نگراني به ايمپذيرفتهها را از زمان دبستان تاكنون درستي آن اگر چه
هـا  بـراي اثبـات آن  مطابق قبـل،   ؟ايمهديد! ايمها را هرگز نديدهآن اثباتايم، ولي برده

-ها تبديل كنيم و سپس به قضيهاي مربوط به مجموعهكافي است ابتدا مسئله را به مسئله

  .   هاي قبل رجوع دهيمهايي از فصل
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  قضيه   11.2.11

  در اين صورت،. عدد اصلي باشند ، و  ،فرض كنيم               
             1-     .  
            2-     .  
            3-  .  
            4- ( ) ( )   .  
           5- ( )      .  

  

  اثبات
  .كار ببريدرا به 13.1.8،  بحث در كلاس 4، و 3، 1هاي براي اثبات حكم

رجـوع   7.4.2ي قضيه  1به بند   5، و براي بند را ببينيد  5.4.2بحث در كلاس  2براي
  ז ؟ساده بود. كنيد

   
ي تا در جلسهسعي كنيد اثبات خود را يك بار به طور كامل بنويسيد 

  !!امتحان وقت كم نياوريد
 نامتناهيدهد كه رفتار اعداد اصلي مييك بار ديگر نشان بحث زير  :هشدار

  !مراقب باشيد!! نيستدقيقاً همان رفتار اعداد اصلي متناهي 
  

  بحث در كلاس   12.2.11

ي بـا ارائـه  . آمدنـد  7.2.11هايي هستند كه در بحث نآهمتاي ضربي اين احكام نادرست 
  . هاي زير براي اعداد اصلي لزوماً درست نيستندهايي نشان دهيد كه گزارهمثال

1 - 1     

باشند، اين گزاره درسـت اسـت،   ) ناصفر( متناهي و  البته اگر هر دو عدد اصلي 
! ها نامتناهي باشد، اين گزاره لزوماً درسـت نيسـت  ولي اگر حتي يكي از آن نيست؟
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 را ببينيد، يا مثال 10.2.11براي مثال، بحث    5و    را در نظـر بگيريـد! 
 .را نيز اثبات كنيدآمده در آن البته در اين صورت لازم است يكريختي 

2 -       با شرط ،  . 
ولـي حتـي اگـر، بـراي     . درست اسـت ) ناصفر(اين گزاره نيز براي اعداد اصلي متناهي 

نامتناهي باشد و  مثال،    چطور؟متناهي باشند، گزاره نادرست است   
  

  عمل توان

 ي بيشتري بهحال كه تجربه. كنيماعداد اصلي را معرفي و مطالعه مي تواندر پايان عمل 
حتماً توانستيد حدس بزنيـد كـه   . رويمبه سر اصل مطلب مي از قبل تردست آورديم، سريع

را به ياد بياوريد كـه در   1.2.8ابتدا تعريف . تعريف كنيم چطورعمل توان اعداد اصلي را 
f:تابع است f{ آن  B A{BA  .حال تعريف زير طبيعي است.  

  

  تعريف   13.2.11
Card A ) متناهي يا نامتناهي(براي اعداد اصلي                  و     Card B ،  

  شودتعريف ميبه صورت زير  اعداد اصلي توان               
Card  BA    

  

  بحث در كلاس   14.2.11
بـودن تعريـف عمـل     تعريفخوش، مانند مورد جمع و ضرب اعداد اصلي،  بايد حال -1

 5.2.8را ببينيد و اين بار بايد قضـيه   4.2.11بحث در كلاس !   توان  را نيز بررسي كنيم
  .توانيد اثبات را كامل كنيديقيناً مي. كار ببريدرا به

  اعداد متناهي است؟تعميم توان  13.2.11تعريف  توجيه مي كنيد كه چطور -2
  

  بحث در كلاس   15.2.11

2حال،   را ببينيد 4.2.8بحث در كلاس . را تعيين كنيد .  
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بـاز هـم    .آوريـم اعداد اصـلي را مـي   توانعمل  هايويژگيي زير برخي از در قضيه      

 دوره راهنمـايي از براي اعداد اصـلي متنـاهي   ها را درستي آن اگر چه كنيم كه، تكرار مي
! ايـم ها را هرگز نديدهآن اثبات ايم، وليكار بردهو بدون هيچ نگراني به پذيرفتهتاكنون 
اي مربـوط بـه   هـا ابتـدا مسـئله را بـه مسـئله     بـراي اثبـات آن  مطابق معمول،  يم؟اهديد

  .   دهيمميهاي قبل رجوع هايي از فصلكنيم و سپس به قضيهميها تبديل مجموعه
  

  قضيه   16.2.11
  در اين صورت،. عدد اصلي باشند ، و  ،فرض كنيم                
              1-  1 .             
             2-   1  
             3-       .  
             4- ( )     
             5- ( )    .  

  

  اثبات
هـاي  براي حكم .رجوع كنيد 2.2.8بحث در كلاس   5به بند  2و  1هاي حكمبراي اثبات 
هـا  ي مجموعهاي در بارهطور كه قبلاً نيز گفتيم، ابتدا مسئله را به مسئلههمان ديگر قضيه،

  ז  .را به كار ببريد 6.2.8ي قضيهتبديل كنيد و سپس 
  

ي تا در جلسهسعي كنيد اثبات خود را يك بار به طور كامل بنويسيد 
  !!امتحان وقت كم نياوريد

  
ي هاي جمع، ضرب، و توان اعداد اصلي بـا رابطـه  اين بخش را با بيان ارتباط بين عمل      

  . بريمترتيب كه در بخش قبل مطالعه شد، به پايان مي
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  قضيه   17.2.11
  در اين صورت،. عدد اصلي باشند ، و ،فرض كنيم                

              1- . ,              
             2-  . ,          
             3- . ,            

  

   اثبات
اثبـات  . شـوند اثبـات مـي   8.3.6و  5.3.6با استفاده از بحث در كلاس  )ب(و  1احكام 
  ז  .است 5.2.8ي مشابه اثبات قضيه 3حكم 

  

  بحث در كلاس   18.2.11

، نشان دهيد كه براي هر عدد اصلي  ൏   2 كـدام   همراه بـا  3.2.8ي قضيه   . 
   كند؟مسئله را حل مي ،14.1.11بند بحث در كلاس 

    

  2.11   تمرين

1 نامتناهي باشد، آنگاه كنيد كه اگر عدد اصلي  ثابت .1 .  
عددي طبيعي باشد، آنگاه  nنامتناهي و  كنيد كه اگر عدد اصلي  ثابت .2

n  . 
  .ثابت كنيد كه  .3
 :داريم Bو  Aي ثابت كنيد كه براي هر دو مجموعه .4

Card Card Card ( ) Card ( )A B A B A B      
) Card.نشان دهيد كه  .5 )    
n، داريم  nنشان دهيد كه براي هر عدد طبيعي  .6  . 
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 ثابت كنيد كه. عدد اصلي هستند و  فرض كنيد كه  .7

 )الف(        .  

1 )ب(  1 1  .  

  نشان دهيد كه. عددي طبيعي باشند nعددي اصلي و  فرض كنيد كه   .8
)n جمله  (n        

   .و  ثابت كنيد كه   .9

  .1 1م ، داريثابت كنيد كه براي هر عدد اصلي  .10

ثابت كنيد كه  .11 
.   

  .هاي زير را براي اعداد اصلي اثبات كنيدگزاره نادرستييا  درستي .12

 )الف(              . 

 )ب(         .  

 )پ(          .  

 )ت(          . 



 

 

 
 
 
 
 
 
 

 12فصل 
 
 

 لم زورنو  اصل انتخاب
 

  
-براي مثال رابطه. شوندكنيم كه براي طرح هر مفهومي شرايط و قوانيني معرفي مييادآوري مي

مـذكور   2 و 1تعدي معرفي و هر رابطه با شـرايط  و انعكاسي، پاد تقارني، با شرايط  ي ترتيبي
معـرف آن مفهـوم    اصول موضوعاين قوانين يا شـرايط را  . تابع ناميده شد ،1.1.6 در تعريف

متذكر شديم كه اگر اين اصول را تغيير دهيم، كم، يا زيـاد كنـيم مفهـوم ديگـري بـه      . ناميممي
را از اصول موضوع معرف تابع برداريم مفهوم ديگري حاصل  1شرط براي مثال، اگر. آيددست مي

اضافه كنيم مفهوم تـابع يـك بـه يـك بـه       2و  1هاي شرطگزيني را به شود، و اگر شرط تكمي
تعريف تابع است، بـه    2و  1هاي شرط گزيني مستقل ازروشن است كه شرط تك. آيددست مي

هـايي از تـابع    ، و در واقـع مثـال  نتيجـه گرفـت   2و  1هاي شرطتوان از اين معني كه آن را نمي
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 شـرط  ، و2و 1هـاي  شرط همچنين، شرط پوشايي مستقل از. گزين نيستند وجود دارند كه تك
براي مثال ديديم كه هر دو . البته ممكن است اصلي معادل با اصل ديگري باشد. گزيني استتك

ي قضـيه (راست داشتن معادل با اصل پوشايي تـابع هسـتند    پذيري از راست و واروناصل حذف
       ).را ببينيد 10.2.7

هـا را  كند، كه اگر آنكنيم نيز از اصولي پيروي ميهايي كه در آن كار ميي مجموعهنظريه      
تـاكنون   .ها به دست آيـد ي ديگري از مجموعهممكن است نظريه ،كم يا زياد كنيمتغيير دهيم، 

به كـار بـرديم، و در دروس   ) شكارآنه صريح و ( ضمنيكتاب اين اصول موضوع را به طوردر اين 
 ي دوره دبيرسـتان از ديگر رياضي نيز چنين خواهيم كـرد، همـان طـور كـه در دروس هندسـه     

  .كرديمميبه طور ضمني استفاده  ي اقليدساصول موضوع هندسه
  

  اصل انتخاب   1.12

ديگـري بـه    مفهومگزيني را اضافه كرديم و اصل مستقل تك ،تابعي طور كه به اصول اوليههمان
هـا  هـا را بـه آن  مجموعـه  معمـولي  يي نظريهدست آورديم، گاهي اصولي مستقل از اصول اوليه

  .آوريمها به دست ميي جديدي از مجموعهو نظريه كنيماضافه مي
  .نام دارد اصل انتخاب يكي از اين اصول موضوع،

  
رسـيد، تـا   اين اصل در ابتدا مستقل از اصول ديگر بـه نظـر نمـي    اش، ظاهر بديهي دليلبه       

بـه  ( دانـان برخي از رياضـي   گفتيمطور كه همان .دانان استقلال آن را اثبات كردنداينكه رياضي
به ويژه در علـوم  (دانان شوند، بسياري از رياضيتابع را قايل نمي 1شرط ) ويژه در علوم كامپيوتر

زيرا، خواهيم ديد كه اين  .پذيرندها نميي مجموعهدر نظريه را اصل انتخاب گاهي )كامپيوتر
 ـي را تضمين ميئشي وجوداصل صرفاً   ئالگـوريتمي بـراي پيـدا كـردن آن ش ـ     لزومـاً  يكند ول
 ،در ايـن صـورت  . !)هـاي كـامپيوتري نيسـت   مورد پسـند برنامـه   اين مطلب كه(كند معرفي نمي

البتـه در رياضـياتي كـه    . شـوند پذيرند كه بدون استفاده از اين اصل اثبات مـي ميهايي را قضيه
ي كارشناسي با آن سرو كار خواهيم داشت، اين اصل پذيرفته شده است، ولـي  كم در دورهدست

  .شودمي اشارهاي از اين اصل استفاده شود، به طور صريح معمولاً اگر در اثبات قضيه
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-مـي  اصل انتخـاب به بياني غير رسمي،  گويد؟اصل چه ميحال ببينيم اين        

داشـته  ) هـا مجموعـه (ها از جعبه  A چون) متناهي يا نامتناهي(اي ناتهي گويد كه اگر مجموعه
  است، آنگاه ئكم شامل يك شباشيم، كه هر يك دست
  كرد و انتخابئ توان از هر جعبه يك شمي

  !دست آوردبه از اين اشيا Cچون ايمجموعه
  

كاري كه ! ها متناهي باشد،  اين كار هميشه امكانپذير استكه اگر تعداد جعبهبديهي است       
ي دوم، و به داريم، سپس از جعبهاول يك ميوه بر ميي از جعبه: دهيمدر ميوه فروشي انجام مي

-متناهي است، اين كار بـه سـرانجام مـي   ها از آنجا كه تعداد جعبه. دهيمادامه مي صورتهمين 

، اسـت  روشـن ! رويمو به خوبي و خوشي به منزل مي آيددست مي به Cي رسد و مجموعه
كـار مـورد نظـر برنامـه را بـه       ،دير يا زود صورت،هاي كامپيوتري نيز به همين برنامه !نيست؟

  .رسانندسرانجام مي
 مثـال، فـرض   بـراي . است نيز اين كار شدني اسـت هايي كه نامتناهي براي برخي از حالت       
ي از آنجا كـه هـر زيرمجموعـه   . تشكيل شده باشد هاي ناتهيزيرمجموعه ياز همه Aكنيم 
خواهيم  كهاست، ترتيبيخوشاصل  اين همان(رين عضو است تداراي كوچك ناتهي
ترين كوچك ، ممكن است بگوييم كه ايـن )اصل انتخاب است معادل با تر آنصورت كليديد 
 ! سـازيم را مـي  Cي كنـيم و مجموعـه  انتخاب مـي  A ي)هاجعبه(ها را از هر يك از عضو عضو

تخـاب عضـو از   بـراي ان  ايـن مـورد  شود كه حتي دستورالعملي مانند مشكل وقتي بهتر ديده مي
-توانيم مجموعهمي چطوردر اين صورت . در دست نباشد A ي متعلق به)هامجموعه( هاجعبه

شده باشد، تشكيل هاي ناتهيي زيرمجموعهاز همه A دهيم؟ براي مثال، اگررا تشكيل  Cي 
مسئله  اين كنيم كهمشاهده مي. را بسازيم C يابزار و تضميني وجود ندارد كه بتوانيم مجموعه

دانـان بـراي اسـتقلال يـا عـدم      ساده دارد و همين موضوع جدالي بـين رياضـي   صورتي به ظاهر
  .استقلالش از اصول ديگر به وجود آورده بود

،  Axiom of Choice، حـروف اول  ACبـا  كـه آن را  (  اصل انتخاببه زبان رياضي،      
  .شودي زير بيان ميبه صورت ساده) دهندمي نشان
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   )AC(اصل انتخاب 
  چون تابعي، ناتهي هاياز مجموعه Aي ناتهي  براي هر مجموعه         

:f A A  
  . با ويژگي زير وجود دارد تابع انتخاببه نام          

   A f A A  A  

ImCروشن است كه           f انتخاب شده توسطي عضوهاي مجموعهfاست. 

  

ار داشـتيم كـه دامنـه و    ك ـو  بـا تـوابعي سـر    اغلـب  دهيم كـه تـاكنون   هشدارلازم است       
شوند كه در اين فصل اغلب توابعي مطرح مي بودند، ولي بسيط هاييها مجموعهي آنهمدامنه

شـود  همين امر باعث مـي . هستند هااي از مجموعهمجموعه )يا هر دو(دامنه يا همدامنه 
هاي بسياري كـه تـاكنون   ها ظاهري نابسيط داشته باشند، در حالي كه به واقع از اثباتاثباتكه 

چشم بيناتر و توجه بيشتري از شما در اين فصل پاياني . هستند تردر اين كتاب ديديم سرراست
 كـلاس دوم آميز ايـن درس بـه   به هر حال، قرار است پس از گذراندن موفقيت . انتظار داريم

  !!! برويم

پذيري از راست و وارونپذيري از راست اسـت،   طور كه اصل پوشايي تابع معادل با حذفهمان     
پيدا شده است كه برخي صرفاً بياني مشابه بـا تعريـف بـالا دارنـد ولـي       ACبراي معادل  هاده

در ايـن بخـش تعـدادي از    . برخي ديگر ظاهرشان بسيار متفاوت با صـورت اصـل انتخـاب اسـت    
كنـيم تـا ببينيـد كـه     برخي را اثبـات مـي  . آوريمبا اصل انتخاب را مي معادل معروفهاي صورت

اثبات كردن برخي را به عنوان تمـرين   لذتشود و مي استفاده )AC( تابع انتخاب چطور از
دسـت   بـه  fتا درك بهتري از تـابع  شركت كنيدابتدا در بحث زير . كنيمبه شما واگذار مي

 . آوريد
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  بحث در كلاس   1.1.12
هاي ناتهي ي زيرمجموعهي همهمجموعه Aفرض كنيد  , ,X a b c در جدول زير، . باشد

 يك تابع انتخاب ديگر، علاوه بر fكه داده شده است، تعريف كنيد.  
  

{ } { } { } { , } { , } { , } { , , }

( )

( ) ? ? ? ? ?

A a b c a b a c b c a b c

f A a b c a a b a

g A a b

 

  
  براي مثال، . يك تابع انتخاب است fكنيد كهبه روشني مشاهده مي

         , , ,f a a a f b c b b c     

ها اي از مجموعههستند، فقط چون مجموعهسرراست ها قضيهطور كه گفتيم، اثبات همان      
  .دبا حوصله توجه كني. شوندها پيچيده ميشود، نمادگذاري مطرح مي

  قضيه   2.1.12
  اصل انتخاب معادل است با                

  ،دو مجزادو به  ناتهي هاياز مجموعه Bي ناتهي چون براي هر مجموعه  (*)       
BB ،Cوجود دارد به طوري كه به ازاي هر Cچون  ايمجموعه                  B  

  .است تك عضوي              

   اثبات
 AC  از ايـن رو . اسـت   ACدر تعريـف  A يخاص مجموعه حالت B يروشن است كه مجموعه

  .دهدرا نتيجه مي(*) حكم 
كـه اعضـاي آن دو بـه دو مجـزا      B هـر  كند كه تابع انتخاب برايبيان مي(*) ، برعكس      

هـايي  از مجموعه A  ي دلخواهحال بايد وجود تابع انتخاب را براي مجموعه. برقرار است ،هستند
بـه صـورت زيـر     ، براي مثـال، ولي قبلاً آموختيم كه. ثابت كنيم ،كه لزوماً دو به دو مجزا نيستند

  :را با عضوهاي دو به دو مجزا جايگزين كنيم Aتوانيم اعضاي مي
  A A A =B A  
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كـه بـه ازاي هـر    دارد بـا ايـن ويژگـي وجـود     Cاي چـون  قضيه، مجموعهفرض  بنابر ،حال      
 B A A  ،C B براي مثال،  .است تك عضوي ( , ) ( { })Ax x C A A    كه در

Axآن  A.  حال تابع  
:

A

f

A x





A A
 

   זاين طور نيست؟است،  Aيك تابع انتخاب براي  

  .آوريممي ACصورت معادل ديگري را از  اكنون،      
  

  قضيه   3.1.12
  اصل انتخاب معادل است با               

   ، يك تابع انتخابXي ناتهي چون براي هر مجموعه  (*)       

   * *:g X X X P P  

كه (وجود دارد                g A A(.  در اينجا     * \X X P P.  
  

  اثبات 
  .شودنتيجه مي AC از(*) روشن است كه 

برقـرار  ) بـدون (هـاي تـواني   كند كه تابع انتخاب براي مجموعهبيان مي(*) ، برعكس      
 براي اسـتفاده از . هاي ناتهي استاي ناتهي از مجموعهمجموعه Aكنيم كه حال فرض مي. است
به طوري كه بـا اسـتفاده از    مطرح شده پيدا كنيم(*) كه در  Xاي چون ، ابتدا بايد مجموعه(*)

 بـا نگـاهي بـه آنچـه داريـم، روشـن اسـت كـه        . بيـابيم  A يك تابع انتخاب براي g تابع انتخاب
X  Aبا توجه به تعريف اجتمـاع، روشـن اسـت كـه      .د خوبي استنامز XA P 

  تابع انتخاب  ،(*)بنابر ) چطور؟(
    *:g X X g A A P  

  تابع مورد نظر در اصل انتخاب، يعني  gبا استفاده از . وجود دارد
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:f X A A  
چون  !روشن استكنيد؟ تعريف مي چطوررا  *g، XA P  را برA كنيممي ديدحت!  

  ז .كنيمحال معادل جالب ديگري از اصل انتخاب را معرفي مي     

  

 قضيه   4.1.12
  اصل انتخاب معادل است با               

ي ناتهي براي هر مجموعه  (*)        i i I
A


A ضربهاي ناتهي، حاصلاز مجموعه  

              i
i I

A

 ناتهي است.  

  

 اثبات

واقع فرض كنيمدر . بيان روشني از اصل انتخاب است(*) حكم  i i I
A


A اي مجموعه

  ، تابع انتخاب زير وجود داردACبنابر  .هاي ناتهي استناتهي از مجموعه
: i

i I i

f A


A  

به طوري كه  i if A A .حال با يادآوري تعريفi
i I

A

  معرفي ، تابع زير را  7.2.8در

  .كنيممي

   

: i
i I

i i i

g I A

g i a f A A





  


  

i در نتيجهو  
i I

g A


  و ، i
i I

A


 .  

اي ناتهي از              مجموعه Aكنيم  حال فرض. باشدبرقرار (*) كنيم  ، فرضبرعكس         
به صورت  A =I  خود را با A مطابق معمول،. باشد ACهاي ناتهي مذكور در تعريف مجموعه

  . كنيمانديسدار ميزير 
  A A A  AA  



 

 

 مباني علوم رياضي 248

، (*)بنابر   
A

A A


  
A

، دست كم يك تابع 7.2.8 ضرب در، و بنابر تعريف حاصل

  .به صورت زير وجود دارد
  :

A

g I A A


  
A

A  

به طوري كه    g A A A  براي مثال، ؛   ,Ag A x A . حال تابع انتخاب  

:f A A  

اوضاع  اگر يك بار ديگر اثبات را بخوانيد،. ديها وحشت نكناز نمادگذاري. معرفي كنيدرا 
  ז !شودبهتر مي

ما . برندكار مي پذيرند و بهدانان اصل انتخاب را ميطور كه گفتيم، بسياري از رياضيهمان      
  .ي زير را ببينيدبراي مثال، قضيه. ايميز قبلاً از آن استفاده كردهن

 قضيه   5.1.12
  اصل انتخاب معادل است با               
  .هر تابع پوشا وارون راست دارد  (*)        

 اثبات 

هر تابع پوشا وارون  ي ضمني از اصل انتخاب اثبات كرديم كهبا استفاده ،9.2.7ي قضيهدر ،قبلاً
  .كنيماثبات مي ACي صريح از يك بار ديگر در اينجا آن را با استفاده. راست دارد

f:فرض كنيم تابع        A Bبراي استفاده از . پوشا استACي آشناي زير را در ، مجموعه
  .گيريمنظر مي

  1f y y B A  

yپوشا است، براي هر fچون B، يمجموعه     1f y x A f x y   ناتهي 

  .،  تابع انتخاب زير وجود داردACبنابر پس، . است
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:h A

h X X

 



A A
  

يعني     1 1h f y f y A   .حال وارون راستf  كنيمبه صورت زير تعريف ميرا.  
  

    1

:g B A

g y h f y A



 
  

  
  نيز تابع است و  gتابع است،  hون چ

      1f g y f h f y  
  y        )بررسي كنيد(  

         
g:، فــرض ايــن اســت كــه هــر تــابع پوشــاعكسبــر       X Y  وارونــي راســت چــون

:f Y Xدارد   g f y y .   بـه ايـن   . بايد درستي اصل انتخـاب را نتيجـه بگيـريم
هاي نـاتهي اسـت و بـه دنبـال تـابع      اي ناتهي از مجموعهمجموعه A كه  كنيممنظور، فرض مي

f:انتخاب  A A  ت مطلب، مي توانيم فرض كنيم بدون از دست دادن كلي. گرديممي
 Yو  Xبايـد  (*) روشن است كه براي استفاده از ) چرا؟(دو به دو مجزا هستند  Aكه اعضاي 

g:و X Y يعني موجودي اي از تنها مجموعهرا به گونهA حدس بزنيد. بسازيم !  
  

  A    X 

  

            g  

  

  

 . . . 
 . . . 
 . . . 

. 

. 

. 

. . .    A 
 . . .     B 
 . . .      C 

. 

. 

.
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Xدهيم درست است، قرار مي  A ،Y  A به اينكه هر هو با توجx X  متعلق بهA 
xاگر( كنيم كهتعريف مياست،   Aاي از  A (  

:

( )

g X Y

g x A




  

حـال، وارون راسـت   . نگاردمي ،است Aكه عضوي از  Aي را به مجموعه Aتمام اعضاي  gيعني 
g ז  )چطور؟( .همان تابع انتخاب است   

  لم زورن    2.12   

ها را در طور كه گفتيم و ديديم، اصل انتخاب با احكام بسياري معادل است كه برخي از آنهمان
دارند، در اين بخش               ACبرخي ديگر را، كه صورتي كاملاً متفاوت با . بخش قبل آورديم

به دفعات به كار  اين احكام معادل با اصل انتخاب را در بسياري از دروس علوم رياضي. آوريممي
اصل  معادل با(، ولي به توضيح صورت اين احكام نمي آوريم ها را اثبات اين قضيه. خواهيم برد

ها را در دروس ديگر علوم رياضي ايم توجه كنيد تا بتوانيد آنكه در زير هر قضيه آورده) انتخاب
 .به كار ببريد

  

 قضيه   1.2.12
  اصل انتخاب معادل است با               

فرض كنيم :زورن لم        ,A    ئي باشد به طوري كه هرزاي مرتب جمجموعه  
  .باشد Aآن داراي كران بالا در  )زنجير( ي كاملاً مرتبزير مجموعه               
   .است داراي عضو ماكسيمال  Aدر اين صورت                
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 معروف شده است و آن را بسـيار  زورن لمبه  ،معادل با اصل انتخاب اصل موضوعاين       
براي مثال وجـود  ( رودهايي كه لم زورن به كار ميدر اثبات بسياري از قضيه. به كار خواهيد برد
ي مرتب، مجموعه)برداري يپايه براي هر فضا ,A      پـس   .به طـور صـريح داده نشـده اسـت

  .براي استفاده از لم زورن بايد مراحل زير را طي كنيم

مرتب چوناي مجموعه - 1 ,A كنيم كه مناسـب اثبـات حكـم مـورد نظـر      معرفي مي
 .باشد

Cنشان دهيم كه هر زنجير  - 2 A دارد دست كم يك كران بالا. 

،بنابر لم زورنگوييم كه سپس مي - 3 ,A  دارد ماكسيمالكم يك عضو دست. 

اگر  ,A        را درست انتخاب كرده باشيم، وجود اين عضـو ماكسـيمال حكـم مـورد نظـر
 عجيب است، اين طور نيست؟! كندقضيه را اثبات مي

 
ترتيبياصل موضوع خوش       ,ي نـاتهي از اعـداد   كنـد هـر زيرمجموعـه   مـي  ، كه بيان

  .معادل با اصل انتخاب است تري دارد كهرت كليداراي كوچك ترين عضو است، صو طبيعي

  

 قضيه   3.2.12
  اصل انتخاب معادل است با                

  .دترتيب كرتوان خوشمجموعه را ميهر  :كليخوشترتيبي اصل       
  

  
بـه  ) جزئـي (اي ترتيبـي  توان رابطـه مي) متناهي يا نامتناهي(  Aي يعني روي هر مجموعه      
-ي تعريف شده داراي كوچكي ناتهي آن نسبت به رابطهاي تعريف كرد كه هر زيرمجموعهگونه

. ترتيـب نيسـت  اش خـوش ي ترتيبي معموليهمراه با رابطه توجه كنيد كه . ترين عضو باشد
)1( يبازهزيرا، براي مثال،  ,معـادل بـا اصـل انتخـاب    (ترين عضو ندارد، ولي اين اصل كوچك (
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معرفـي كـرد كـه نسـبت بـه آن هـر        در ديگريي ترتيبـي  توان رابطهكه مي كندمي بيان
   !!، داراي كوچكترين عضو باشد),1( ، از جملهي ناتهيزيرمجموعه

رود، كه بيشتر  در دروس آناليز و توپولوژي بـه كـار مـي    اصل ماكسيمال هاسدورف      
  .صورت معادل ديگري از اصل انتخاب است

 قضيه   4.2.12
  اصل انتخاب معادل است با               
چون )جزئي( ي مرتبهر مجموعه :ماكسيمال هاسدورف اصل             ,A   

  .دست كم يك زنجير ماكسيمال دارد              

       

متعلـق بـه   ي زنجيرهايي همهمجموعهدر  يعني  ,A     زنجيـري چـونC     وجـود دارد بـه
  :روداين اصل به صورت زير نيز به كار مي. شودطوري كه زنجير ديگري آن را شامل نمي

  :ماكسيمال هاسدورف اصل

فرض كنيم         ,A در اين صورت براي هر زنجير چون. است) جزئي(اي مرتب مجموعهB   
CBوجود دارد به طوري كه Aدر  C، زنجيري ماكسيمال چون Aدر         .  

  
  

اي مرتب اصل بايد مانند لم زورن ابتدا مجموعهلازم به توضيح است كه براي استفاده از اين       
چـون  ) جزئي( ,A          بنـابر اصـل   مناسـب موضـوع معرفـي كنـيم، سـپس بگـوييم كـه

معمولاً وجـود چنـين   . وجود دارد Aدر  Cزنجيري ماكسيمال چون  ماكسيمال هاسدورف
  . كندحل مي مسئله را زنجير ماكسيمال

   .بريمبه پايان مي ،بيان اصل ديگري كه معادل با اصل انتخاب استبا اين بخش را      
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 قضيه   5.2.12
  اصل انتخاب معادل است با                

 ،و عدد اصلي براي هر دو   (*)            يا  .   

اي كه ي ترتيبيرابطههمراه با ) متناهي يا نامتناهي(ي اعداد اصلي به عبارت ديگر مجموعه      
  پس داريم . تعريف شد، زنجير است 11فصلدر 

0 1 ...  1<2 < 3... <  

 !الي در ذهن شما بودؤس اين حتماً
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منابع          
تر دانشجويان علوم رياضي ي بيشهاي به زبان فارسي را كه براي مطالعهفهرستي از كتاب

.آوريممناسب  هستند، در زير مي  

ي محمد مهدي ابراهيمي، ، ترجمهمباني رياضيات: استيوارت، ايان  و تال، ديويد - 1
 . انتشارات مركز نشر دانشگاهي

 .انتشارات ققنوس، مباني رياضيات:  ابراهيمي، محمد مهدي و محمودي، مژگان - 2

  .منطق رياضي، انتشارات هرمس: اردشير، محمد - 3
 ي محمد مهدي ابراهيمي،، ترجمههامنطق، اثبات و مجموعه.: ل.بيتينگر، م -4

  .انتشارات پيام نور 
ي عبدالحميد داداله، انتشارات ها، ترجمهي طبيعي مجموعهنظريه.: ر.پ هالموس، - 5

 .مركز نشر دانشگاهي
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 فهرست راهنما

هاي داوران و ويراستار، فهرست زير مرتب و شماره عد از انجام پيشنهادب
  . شوندها تايپ ميي صفحه

1.1 

 

 منطق رياضي

 تعريف

 گزاره

 ي فرماآخرين قضيه

  هاتركيب گزاره
  نقيض گزاره

  تركيب عطفي 
  تركيب فصلي 
  تركيب شرطي

 تركيب دوشرطي

 قضيه

  هاي سوردارگزاره
 گزاره نما

 سور عمومي هر
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 سور وجودي

 هاي سوردارنقيض گزاره

 هميشه درست

 هميشه نادرست

 خودتواني

 تعويضپذيري

 شركتپذيري

 Fويژگي

 Tويژگي

 هاي جذبويژگي

 پذيريهاي توزيعويژگي

2.1 

 اثبات رياضي

 روش اثبات مستقيم

 روش عكس نقيض

 روش برهان خلف

 روش اثبات وجود

 هاروش حالت اثبات به
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 اثبات به روش استقرا

1.2 

 مجموعه

 عضو

 ي تهيمجموعه

 هانمايش مجموعه

 نمايش تفصيلي يا فهرستي

 نمايش توصيفي يا شرطي

 هاتساوي مجموعه

 يزيرمجموعه

 شامل

 مشمول

 ي سرهزيرمجموعه

 ي توانيمجموعه

 هااي از مجموعهمجموعه

 ي توانيمجموعه

 كندحفظ مي

 سازگار

 اشتراك
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 هاي جذبويژگي

 پذيريهاي توزيعويژگي

 تعميم اجتماع و اشتراك

3.2  
 تفاضل 

 متمم مجموعه

 متمم نسبي

 متمم مطلق 

 قوانين دمورگان

 تفاضل متقارن

4.2 

 زوج، جفت، يا دوتايي مرتب 

 كوراتوفسكي

 )دكارتي(ضرب حاصل

nتايي مرتب 

 متناهيي نادنباله

Iتايي 

 اجتماع مجزاي
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1.3 

 )دوتايي(اي رابطه

 همنهشتي

 يا قطري تساوي،هماني، 

 انعكاسي يا بازتابي

 تقارني يا متقارن

 پادمتقارنپادتقارني يا 

 متعدي يا ترايا

 خطي يا زنجيري

2.3   
 ي ترتيبي جزئيرابطه 

 انـدقابل مقايسه

 اي مرتبمجموعه

 خطي

 زنجير

 پوشش

 تالي

 مقدم بر
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 نمودار ترتيبي

 اجتماع ترتيبي

 مجموع ترتيبي

 ايقاموسي يا لغتنامه

 دوگان

3. 3 
 ترينبزرگ

 ترينكوچك

 )يا بيشين(عضو ماكسيمال 

 )كمين(عضو مينيمال 

 ترتيبخوش

 كران بالا

 سوپريمم

 ترين كران بالايكوچك

 )پايين بزرگترين كران(كران پايين، اينفييم 

 مشبكه

 كامل

 )ي پايينييا زيرمجموعه(ايدآل ترتيبي 

 )ي بالايييا زيرمجموعه(فيلتر ترتيبي 
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1.4 

 مشبكه

 توزيع پذيري

 جبر بول

 متمم

2.4 

 مدارهاي الكتريكي

1.5 

 افراز

 ارزيي همرابطه

 انتفاي مقدم به

 خانه بودنهم

 رده

 ي خارج قسمتمجموعه

1.6 

 تابع
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 مقداري تابع چند

 نگاره

 نگارهپيش

 دامنه

 ورودي

 همدامنه

 برد، تصوير يا خروجي

 تعريفيخوش

 تساوي توابع

 تابع تهي

 تابع تحديد

 ناوردا يا بسته

 تابع هماني

 تابع شمول

 اي نامتناهيدنباله

 متناهياي دنباله

 ي فيبوناچيدنباله

 يتابع مشخصه

 متغير nتابعي با 
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 عمل دوتايي

 تايي  nعمل 

 صفرتايي

 نگاره

 يپيش نگاره ي معكوسنگاره

3.6    

 تركيب

 پذير  نمودار تعويض

 توابع تصوير

 ويژگي جهاني ضرب

 تابع طبيعي شمولي

 جهاني همضربويژگي 

 لم چسب

1.7    

 يك به يك  يا تك گزين

 پوشا

 سويي دو
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2.7 

 وارون

 پذيروارون

 وارون چپ

 وارون راست

 تناظر يك به يك

1.8 

 كانتور

 )هم ارز يا همعدد(يكريخت 

 برنشتاين -شرودر

 

2.8 

 هاتوان مجموعه

 ضرب دكارتي خانوادهحاصل

1.9      
 ي اساسي توابعقضيه

 هسته
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 ي اساسي توابعتعميم قضيه

1.10        

 و شمارايي  تناهي

 متناهيي مجموعه

 ي نامتناهيمجموعه

2.10 

 پذيرشمارشيا ( شمارا يمجموعه

 ناشمارا يمجموعه

 اي شماراخانواده

1.11 

 عدد اصلي

 تعداد عضو

 كاردينال

 همعدد

 عدد اصلي متناهي

  فرامتناهي  عدد اصلي نامتناهي يا
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  ترتيب اعداداصلي

2.11    

  عمل جمع

  ضربحاصل

  توان اعداد اصلي

1.12    
 اصل انتخاب

 تابع انتخاب 

 لم زورن

 كلياصل خوشترتيبي

 اصل ماكسيمال هاسدورف

 

 

 

  


