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ماتریس و دترمینان بر ای مقدمه
آن های ویژگی و دترمینان

شناور حسین

علوم دانشکده فیزیک، گروه
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ایمیل آدرس به را محاسباتی یا و مفهومی نوشتاری، اشتباه هرگونه خواهشمندم
شوند: اعمال لازم تصحیحات بعدی های ویرایش در تا کنید ارسال من

h.shenavar@gmail.com

حمایت ها، همفکری برای هرمزگان، دانشگاه در محترم دانشجویان و همکاران از
سپاسگزارم. مفید نکات نمودن گوشزد و ها

است. شده استفاده Camtasia افزار نرم از ها درس این ضبط برای
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آن های ویژگی و دترمینان ١

لازم تعاریف برخی و دترمینان
دترمینان های ویژگی

کهاد از استفاده با دترمینان بسط لاپلاس: روش
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ماتریس و دترمینان عناصر) ) های درایه

کنیم: یادآوری را مفاهیم و تعاریف برخی که است لازم دترمینان، مبحث به شدن وارد از پیش

اُم n سطر در موجود ( درایه ) عنصر و نویسیم می را زیر مانند بعدی دو موجودات برخی ما ١

ستون و اول سطر در موجود درایه a١٢ مثلا دهیم. می نشان n m اندیس با را اُم m ستون و
همین به و است دترمینان سوم ستون و پنجم سطر در موجود درایه a۵٣ است، دترمینان دوم
همچنین، است. سطر شماره دهنده نشان اول عدد قراردادی صورت به که کنید توجه ترتیب.

کرد. خواهیم رعایت نیز ها ماتریس برای را قرارداد همین

است. اسکالر یک دترمینان حاصل ٢
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جایگشت

در تغییر هرگونه بگیرید. نظر در را ( ١, ٢, ٣, · · · , n ) مشخص ترتیب با شیئ n تعداد ٣

جایگشت کل تعداد نامند. می ( permutation ) جایگشت یک را شیئ n این قرارگیری ترتیب
ببینید. را زیر شکل .n! با است برابر شیئ n این از متمایز ممکن های

متوالی تعویض از استفاده با و اولیه ترتیب از توان می را عضوی n مجموعه یک از جایگشت هر ۴

ساخت: زیر صورت به توان می را ١٢٣۴ → ۴١٣٢ جایگشت مثلا آورد. دست به ها جفت
١٢٣۴ → ١۴٣٢ → ۴١٣٢

ها جفت تعویض تعداد ولی دارد. وجود نهایی ترکیب به رسیدن برای نیز دیگری های راه البته
یا و ( even ) زوج یا همیشه ( اولیه مرجع حالت یک از ) مشخص حالت یک به رسیدن برای

مثلا بود. خواهد ( odd ) فرد
١٢٣۴ → ١٢۴٣ → ١۴٢٣ → ۴١٢٣ → ۴١٣٢

) پاریته با جایگشتی ها، جفت تعویض تعداد به توجه با را جایگشت یک توانیم می بنابراین
زوجینگی). زوجیت، ریاضی: ) بنامیم فرد یا و زوج ( parity
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ϵ ijk لوی-چیویتا نماد

سه شکل شود. می ظاهر فیزیکی و ریاضیاتی موضوعات از بسیاری در ϵ ijk لوی-چیویتا نماد ۵

شود: می تعریف زیر صورت به فرد و زوج های جایگشت از استفاده با نماد این اندیسی

دارد. وجود زیر رابطه کرونکر دلتای و لوی-چیویتا نماد بین

دیگر: مهم رابطه دو
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دلخواه اندیس تعداد با ϵ ij... لوی-چیویتا نماد

باشیم، داشته را ها آرایه از زوج جایگشت اگر دلخواه: اندیس تعداد با ϵ ij... لوی-چیویتا نماد ۵

مقدار باشیم، داشته را ها آرایه از فرد جایگشت اگر ولی است. +١ برابر چویتا لوی نماد مقدار
چویتا لوی نماد مقدار باشند، تکراری ها اندیس اگر همچنین است. −١ برابر چویتا لوی نماد

خلاصه صورت به است. ٠ برابر
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دترمینان تعریف

و اعداد از n × n مربعی آرایه یک صورت به را n مرتبه دترمینان یک حال دترمینان: تعریف
با معمولا ها آرایه این کنیم. می تعریف ( آنها مشتقات و توابع (مانند ریاضیاتی اشیاء دیگر یا

زیر مثال مانند شوند، می نوشته ( قدرمطلق مانند ) عمودی خط دو

از اعداد در سطر هر از عدد هر که صورتی به است، ضربی جمله n! تعداد شامل دترمینان مقدار
شود. می ضرب ( سطر آن غیر و ) دیگر های ستون

داده نسبت شده ضرب اعداد پاریته به توجه با ± علامت یک ها حاصلضرب این از کدام هر به
شود. می

ببینید. را زیر مثال شوند. می جمع هم با خود به مخصوص علامت با حاصلضربی جملات همه
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دترمینان تعریف

زیر دترمینان دیگر عبارت به

آورد: دست به زیر صورت به توان می را
Dn =

∑
i

∑
j

∑
k

∑
···

ϵijk··· a١i a٢j a٣k · · ·

تضمین لوی-چویتا نماد هرچند نیست؛ اعداد های جایگشت روی لزوما بالا بندی جمع توجه:
شوند. ظاهر نهایی نتیجه در اعداد های جایگشت فقط که کند می
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٢× ٢ دترمینان

که کنیم می دقت بالا فرمول از استفاده با ٢× ٢ دترمینان محاسبه برای

D٢ =

∣∣∣∣a١١ a١٢
a٢١ a٢٢

∣∣∣∣ =
٢∑

i=١

٢∑
j=١

ϵij a١i a٢j =
∑
i

( ϵi١ a١i a٢١ + ϵi٢ a١i a٢٢)

D٢ =

∣∣∣∣a١١ a١٢
a٢١ a٢٢

∣∣∣∣ = ϵ١١ a١١ a٢١ + ϵ١٢ a١١ a٢٢ + ϵ٢١ a١٢ a٢١ + ϵ٢٢ a١٢ a٢٢

می بنابراین .ϵ٢١ = − ١ و ϵ١٢ = + ١ که حالی در ϵ٢٢ = ٠ و ϵ١١ = ٠ همچنین
نوشت: توان

D٢ =

∣∣∣∣a١١ a١٢
a٢١ a٢٢

∣∣∣∣ = a١١ a٢٢ − a١٢ a٢١

دیده معادلات حل در را دترمینانی چنین قبلا دارد. جمله ٢! = ٢ دترمینان این که کنید دقت
ایم:

ماتریس و دترمینان بر ای مقدمه شناور حسین
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٣× ٣ دترمینان

که کنیم می دقت بالا فرمول از استفاده با ٣× ٣ دترمینان محاسبه برای

D٣ =

∣∣∣∣∣∣
a١١ a١٢ a١٣
a٢١ a٢٢ a٢٣
a٣١ a٣٢ a٣٣

∣∣∣∣∣∣ =

٣∑
i=١

٣∑
j=١

٣∑
k=١

ϵijk a١i a٢j a٣k

D٣ =
∑
i

∑
j

( ϵij١ a١i a٢j a٣١ + ϵij٢ a١i a٢j a٣٢ + ϵij٣ a١i a٢j a٣٣ )

D٣ =
∑
i

( ϵi١١ a١i a٢١ a٣١ + ϵi١٢ a١i a٢١ a٣٢ + ϵi١٣ a١i a٢١ a٣٣

+ ϵi٢١ a١i a٢٢ a٣١ + ϵi٢٢ a١i a٢٢ a٣٢ + ϵi٢٣ a١i a٢٢ a٣٣
+ ϵi٣١ a١i a٢٣ a٣١ + ϵi٣٢ a١i a٢٣ a٣٢ + ϵi٣٣ a١i a٢٣ a٣٣ )

جمله ٢٧ مجموعا که نوشت را سری سه این جملات همه صورت همین به توان می توجه: توجه،
اندیس با جملات توان می که است آن امر این دلیل نیست. هوشمندانه چندان اینکار ولی است.

کرد. آسانتر مراتب به را محاسبه بنابراین و کرد حذف ابتدا همین در را تکراری
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٣× ٣ دترمینان

٣× ٣ دترمینان در جملات کامل شکل
D٣ =

∣∣∣∣∣∣
a١١ a١٢ a١٣
a٢١ a٢٢ a٢٣
a٣١ a٣٢ a٣٣

∣∣∣∣∣∣ =

٣∑
i=١

٣∑
j=١

٣∑
k=١

ϵijk a١i a٢j a٣k

D٣ =
∑
i

∑
j

( ϵij١ a١i a٢j a٣١ + ϵij٢ a١i a٢j a٣٢ + ϵij٣ a١i a٢j a٣٣ )

D٣ =
∑
i

( ϵi١١ a١i a٢١ a٣١ + ϵi١٢ a١i a٢١ a٣٢ + ϵi١٣ a١i a٢١ a٣٣

+ ϵi٢١ a١i a٢٢ a٣١ + ϵi٢٢ a١i a٢٢ a٣٢ + ϵi٢٣ a١i a٢٢ a٣٣
+ ϵi٣١ a١i a٢٣ a٣١ + ϵi٣٢ a١i a٢٣ a٣٢ + ϵi٣٣ a١i a٢٣ a٣٣ )

D٣ = ϵ١١١ a١١ a٢١ a٣١+ ϵ١١٢ a١١ a٢١ a٣٢+ ϵ١١٣ a١١ a٢١ a٣٣+ ϵ١٢١ a١١ a٢٢ a٣١
+ ϵ١٢٢ a١١ a٢٢ a٣٢ + ϵ١٢٣ a١١ a٢٢ a٣٣ + ϵ١٣١ a١١ a٢٣ a٣١ + ϵ١٣٢ a١١ a٢٣ a٣٢
+ ϵ١٣٣ a١١ a٢٣ a٣٣ + ϵ٢١١ a١٢ a٢١ a٣١ + ϵ٢١٢ a١٢ a٢١ a٣٢ + ϵ٢١٣ a١٢ a٢١ a٣٣
+ ϵ٢٢١ a١٢ a٢٢ a٣١ + ϵ٢٢٢ a١٢ a٢٢ a٣٢ + ϵ٢٢٣ a١٢ a٢٢ a٣٣ + ϵ٢٣١ a١٢ a٢٣ a٣١
+ ϵ٢٣٢ a١٢ a٢٣ a٣٢ + ϵ٢٣٣ a١٢ a٢٣ a٣٣ + ϵ٣١١ a١٣ a٢١ a٣١ + ϵ٣١٢ a١٣ a٢١ a٣٢
+ ϵ٣١٣ a١٣ a٢١ a٣٣ + ϵ٣٢١ a١٣ a٢٢ a٣١ + ϵ٣٢٢ a١٣ a٢٢ a٣٢ + ϵ٣٢٣ a١٣ a٢٢ a٣٣

+ϵ٣٣١ a١٣ a٢٣ a٣١ + ϵ٣٣٢ a١٣ a٢٣ a٣٢ + ϵ٣٣٣ a١٣ a٢٣ a٣٣
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٣× ٣ دترمینان

که کنیم می دقت ٣× ٣ دترمینان محاسبه برای هوشمندانه: روش
ϵ١٢٣ = ϵ٢٣١ = ϵ٣١٢ = +١, ϵ٢١٣ = ϵ٣٢١ = ϵ١٣٢ = −١

نوشت: توان می بنابراین هستند. صفر ( تکراری های اندیس دلیل به ) دیگر های اپسیلون همه و

دارد. جمله ٣! = ۶ دترمینان این که کنید دقت
داریم: همچنین ٣× ٣ دترمینان برای
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ساروس روش

ممکن کاملا بنابراین شوند. می وارد منفی علامت با دترمینان جملات از نیمی که کنید دقت
مثال: شود! کوچک عددی بسیاربزرگ اعدادی دترمینان که است

باشید: داشته خاطر به را دترمینان محاسبه برای ساروس روش
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دترمینان های ویژگی

خصوصیات سری یک نیز ها دترمینان که شود می باعث لوی-چویتا نماد تقارنی های ویژگی
٣ مرتبه دترمینان یک برای را ها ویژگی این درستی ما سادگی برای دهند. بروز خود از متقارن

هستند. کلی کاملا نامبرده های ویژگی هرچند داد؛ خواهیم بحث

دترمینان سطر دو تعویض معنی به لوی-چویتا نماد در اندیس دو تعویض دترمینان، محاسبه در
یعنی دهد، می علامت تغییر اندیس دو تعویض با چویتا لوی نماد اینکه به توجه با حال است.

ϵ···l···m··· = − ϵ···m···l···

در دترمینان مقدار نیز دترمینان در ستون دو یا و سطر دو تعویض با که دید راحتی به توان می
شد. خواهد ضرب منفی یک

شده عوض آن های ستون و سطرها جای که است دترمینانی aij مانند دترمینان یک ترانهاده
شد. نخواهد دترمینان مقدار در تغییر باعث کار این .bij = aji است:

دهید. نشان ٣× ٣ دترمینان برای را اخیر گزاره دو درستی تمرین:

کرد. خواهیم بیان را ها دترمینان های ویژگی ادامه در
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دترمینان اصلی های ویژگی

شود. می دترمینان علامت تغییر باعث ستون دو یا و سطر دو تعویض ١

دترمینان. مقدار با است برابر ترانهاده دترمینان مقدار ٢

که شود می باعث k مانند ثابت عدد یک در دترمینان از ستون یک یا و سطر یک عناصر ضرب ٣

شود. برابر k دترمینان مقدار

زیر مثال ) باشند عناصر از گروه دو مجموع برابر دترمینانی ستون یک یا و سطر یک عناصر اگر ۴

نوشت: زیر شکل به دترمینان دو مجموع صورت به توان می را دترمینان آن آنگاه ،(

دترمینان برای نیز را دیگر خصوصیات سری یک که شوند می باعث بالا در شده ذکر های ویژگی
کنیم. پیدا ها
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ها دترمینان برای دیگر ویژگی چند

داشت. خواهد صفر برابر مقداری برابر ( ستون دو یا و ) سطر دو با دترمینان هر ١

است. صفر دترمینان مقدار باشند، یکدیگر از مضربی دترمینان ستون دو یا و سطر دو اگر ٢

تغییری دترمینان مقدار کنیم، اضافه دیگر سطر به ستون به ستون را سطر یک از مضربی اگر ٣

مقدار کنیم، اضافه دیگر ستون به سطر به سطر را ستون یک از مضربی اگر همچنین کند. نمی
کند. نمی تغییری دترمینان

است. صفر دترمینان مقدار باشند، صفر ستون یک یا و سطر یک عناصر همه اگر ۴

کنید. اثبات را بالا های گزاره تمرین:
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ها دترمینان بسط برای لاپلاس روش

رسد. می جمله n! به ها تقارن اعمال از پس و دارد جمله nn ابتدا در دترمینان که کنید توجه
برای را هایی روش است بهتر و باشد زیاد بسیار تواند می ذاتا دترمینان جملات تعداد بنابراین

بیابیم. آن مقدار تعیین و موثر بسط

است. دترمینان ( minors ) کهادهای از استفاده ( ها! روش بهترین از یکی ) روش یک
Mij با را دترمینان این کهاد بگیرید. نظر در را است n مرتبه از که را aij مانند دترمینان یک
و i شماره سطر حذف با را آن و است n − ١ مرتبه از کهاد این دهیم. می نشان Mij(a) یا و

آوریم. می دست به aij دترمینان از j شماره ستون

می استفاده (−١)i+j های عامل از که کنید توجه کهادها از استفاده با دترمینان بسط هنگام در
باشد. می Mij(−١)i+j بسط در شده وارد عامل واقع در کنیم.

اصلی دترمینان ستون یا و سطر هر اساس بر توان می را کهادها از استفاده با دترمینان بسط
نوشت.

می نوشته زیر صورت به کهادها از استفاده با دترمینان بسط ها: دترمینان برای لاپلاس بسط
شود:

Dn =

n∑
j=١

aijMij(−١)i+j

ایم. داده بسط i شماره سطر اساس بر را دترمینان آن در که
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مثال

ببینید. را ٣ مرتبه دترمینان برای لاپلاس بسط

کنید. دقت ۵ و ۴ ،٣ های مرتبه دترمینان برای لاپلاس بسط در جملات از کدام هر علامت به

 + − +
− + −
+ − +




+ − + −
− + − +
+ − + −
− + − +




+ − + − +
− + − + −
+ − + − +
− + − + −
+ − + − +


کنید. محاسبه را زیر ماتریس دترمینان تمرین:
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مثال

کنید. محاسبه را زیر زیر ماتریس دترمینان تمرین:

ببینید: اول سطر بسط اساس بر را پاسخ

ببینید: دوم ستون بسط اساس بر را پاسخ
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مثال

کنید. محاسبه را زیر زیر ماتریس دترمینان ∣∣∣∣∣∣تمرین:
٢ −٣ −١
٣ ٢ ٠
−١ −١ −٢

∣∣∣∣∣∣
ببینید: اول سطر بسط اساس بر را پاسخ

است. −٢۵ آن جواب که
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مثال

بیابید. را آن مقدار شود. می ظاهر دیراک نسبیتی نظریه در زیر دترمینان

این عناصر از یکی فقط که کنید دقت دهیم. می بسط سطر بالاترین اساس بر را دترمینان این
ماند. می باقی کهادها از یکی فقط بنابراین و است صفر سطر

از یکی هم باز که کنید دقت دهیم. می بسط آن دوم سطر اساس بر نیز را باقیمانده کهاد حال
ماند. می باقی کهادها

اند؟ یکسان جواب دو هر آیا دهید. بسط سوم ستون اساس بر را بالا دترمینان تمرین:
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درس این مهم نکات
می انتظار ویژه به دهید. توضیح درستی به را آنها کاربرد و نتایج ترین مهم و آن های ویژگی دترمینان، بتوانید شما درس این انتهای در که است این انتظار

دهید: پاسخ را زیر های پرسش بتوانید که رود

چیست؟ دترمینان در درایه از منظور چیست؟ دترمینان از منظور ١
دهید. توضیح را جایگشت مفهوم ٢

چیست؟ فرد و زوج پاریته با جایگشت از منظور ٣

چیست؟ ها اندیس به توجه با لوی-چویتا نماد عمل ۴
بنویسید. چویتا - لوی نماد از استفاده با را n مرتبه دترمینان یک تعریف ۵

شود؟ می تعیین چگونه ها دنرمینان این علامت دارد؟ جمله چند n مرتبه دترمینان هر ۶

آورید. دست به را دلخواه ٣ × ٣ دترمینان یک مقدار آورید. دست به را دلخواه ٢ × ٢ دترمینان یک مقدار ٧
کنید. بیان را ها دترمینان محاسبه برای ساروس روش ٨

کنید. بیان را ها دترمینان اصلی ویژگی چهار ٩
چیست؟ دترمینان کهاد از منظور ١٠

بنویسید. را دترمینان مقدار تعیین برای لاپلاس بسط ١١

کنید. مرور دیگر بار یک را درس لطفا کنید، می احساس مشکلی بالا شده یاد مفاهیم از هرکدام درباره اگر

های دانسته کنید سعی دلیل همین به است. مساله حل فیزیک، و ریاضی مفاهیم سازی” درونی ” و درک برای راه بهترین که نکنیم فراموش
شوند. می ارائه درس هر انتهای در ها مساله این کنید. تقویت و زده محک سوالات حل با را خود

⇓⇓⇓⇓⇓
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تمرین

دهید. پاسخ را درس متن در موجود های تمرین
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خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش بعدی: مبحث

کرد. خواهیم بحث خطی معادلات دستگاه حل برای کرامر روش درباره بعد جلسه در
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