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کوانتومی مکانیک بنیادی مفاهیم
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کوانتومی مکانیک ریاضیاتی فرمولبندی بر ای مقدمه ١

برا و کت کوانتومی: سیستم حالت فضای
عملگرها
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برا و کت کوانتومی: سیستم حالت فضای
عملگرها کوانتومی مکانیک ریاضیاتی فرمولبندی بر ای مقدمه
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آن نتایج و اشترن-گرلاخ آزمایش گذشت: آنچه

بردار یک توسط سیستم کوانتومی حالت فهمیدیم اشترن-گرلاخ آزمایش کمک به قبل جلسه در
می آزمایش این کمک به همچنین شود. می توصیف است شده تعریف مختلط فضای روی بر که

کرد: درک حدودی تا را زیر موارد توان

.( اسپین ) ذرات ذاتی ای زاویه تکانه وجود ١

اسپین. کوانتش ٢

گیری. اندازه روش و موج تابع رمبش ٣

قطعیت. عدم اصل ۴

کوانتومی. برهمنهی ۵

هیلبرت. فضای ۶

آشکارسازی دنبال به ابتدا در گرلاخ و اشترن

( L⃗ یعنی ) هسته دور به ها الکترون دوران
یافتند! را ( S⃗ یعنی ) اسپین آنها ولی بودند؛
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برا و کت کوانتومی: سیستم حالت فضای
عملگرها کوانتومی مکانیک ریاضیاتی فرمولبندی بر ای مقدمه
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جلسه این اهداف

به کنیم. بررسی مقدماتی صورت به را کوانتومی مکانیک ریاضیات خواهیم می جلسه این در
همچنین دهند. می نشان را سیستم یک حالت که شد خواهیم آشنا براها و ها کت مفهوم با ویژه
خواهیم آشنا هیلبرت فضای در مختلف های ضرب با و کرده بحث کوانتومی عملگرهای درباره
فضای توصیف برای (براکت) دیراک نمادگذاری از آینده های درس و درس این سرتاسر در شد.
ریاضی توسط دیراک از پیش ما نظر مورد برداری فضای جبر البته کرد. خواهیم استفاده برداری

بود. شده داده توضیح دانان

شد. خواهیم آشنا بعد جلسه در عملگرها و براکت ماتریسی نمایش با
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شود؟ می توصیف چطور کوانتومی سیستم حالت

نیروهای دانستن و اولیه موقعیت و سرعت از استفاده با توان می عملا کلاسیک مکانیک در
کرد: تعیین دلخواه دقت با را ذره حرکت مسیر ذره، بر وارده

a = ١/m
∑

F integrate−−−−→ v integrate−−−−→ x

دقت با را ذره تکانه و موقعیت توان نمی و نیست درست چیزی چنین کوانتومی مکانیک در
می نیز انتها در و کنیم می صحبت سیستم کوانتومی حالت از ما عوض در کرد. مشخص نامحدود
کنیم. صحبت مشخص” زمان یک از پس مشخص حالت یک در ذره وجود ”احتمال از توانیم
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شود؟ می توصیف چطور کوانتومی سیستم حالت

موقعیت، پارامترهای شامل سیستم، فیزیک به بسته تواند، می سیستم کننده توصیف حالت تابع
سیستم کوانتومی حالت توصیف بنابراین، باشد. اینها همه یا و ... و ای زاویه تکانه اسپین،
جبر همان که ) خاصی ریاضیات که داد نشان توان می ولی نیست. ساده چندان کلی حالت در

کند. توصیف خوبی به را کوانتومی های حالت تواند می ( است هیلبرت فضای خطی
موضوعه اصل یک عنوان به نامیم. می سیستم ketکت را سیستم کننده توصیف کوانتومی حالت
در است. نظر مورد کوانتومی” سیستم دار معنی اطلاعات تمام ”شامل سیستم کت که پذیریم می

داد. خواهیم توضیح را ها کت ریاضیاتی های ویژگی ادامه

های ماتریس صورت به را ها برا و ستونی های ماتریس صورت به را ها کت توانید می فعلا
کنید. تصور سطری
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کت های ویژگی

بود: خواهد کت یک نیز نتیجه و کرد جمع هم با توان می را کت دو
|γ⟩ = |α⟩+ |β⟩

ضریب که کند نمی فرقی همچنین است. کت یک نیز مختلط عدد یک و کت یک حاصلضرب
گیرد: قرار کت پشت یا و جلو در c ∈ C

c |α⟩ = |α⟩ c

شد. خواهد تولید ( null صفر ) تهی کت یک آنگاه باشد صفر c ضریب اگر
شرط به ) c |α⟩ و |α⟩ های کت که است این کوانتومی مکانیک دیگر موضوعه اصل یک
در کنند. می توصیف را یکسانی فیزیکی های حالت کت دو این یعنی هستند؛ ارز هم ( c ̸= ٠

دارد. اهمیت ( آن اندازه نه و ) کت جهت که گوییم می حالت این

کوانتومی مکانیک بنیادی مفاهیم شناور حسین



برا و کت کوانتومی: سیستم حالت فضای
عملگرها کوانتومی مکانیک ریاضیاتی فرمولبندی بر ای مقدمه
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پذیرها مشاهده

موقعیت، مانند ) پذیرها مشاهده کوانتومی مکانیک در
بر که A مانند عملگرهایی با را ( ... و اسپین تکانه،
حالت در دهند. می نشان کنند می عمل حالت فضای روی
کنند می عمل ها کت روی بر چپ سمت از عملگرها کلی،

بود: خواهد کت یک نیز حاصل و
A.(|α⟩) = A|α⟩

بیشتر ادامه در آن های ویژگی و ضرب این ذات درباره
دید. خواهیم

داد؛ خواهد ما به کلی کت یک A|α⟩ حاصلضرب عموما،
A|α⟩ آنها برای که دارند وجود مشخصی های کت هرچند،
این بود. خواهد |α⟩ در ثابت عدد یک حاصلضرب برابر
برای و نامند می ( eigenkets ) کت ویژه را ها کت نوع

داریم: آنها
A|a′⟩ = a′ |a′⟩, A|a′′⟩ = a′′ |a′′⟩, ...

) مقدار ویژه را آنها و هستند عدد a′, a′′, ... اینجا در
دهنده نشان |a′⟩, |a′′⟩ هرچند نامند می ( eigenvalues

اند. کت ویژه

کوانتومی مکانیک بنیادی مفاهیم شناور حسین



برا و کت کوانتومی: سیستم حالت فضای
عملگرها کوانتومی مکانیک ریاضیاتی فرمولبندی بر ای مقدمه
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ها حالت ویژه

روی بر اسپین عملگر اگر مثلا نامند. می حالت ویژه را کت ویژه یک با متناظر فیزیکی حالت
±ℏ/٢ مقادیر که ( اشترن-گرلاخ آزمایش به بنا ) داریم انتظار کند، اثر اسپینی های حالت ویژه

یعنی کنیم. دریافت مقدار ویژه عنوان به را

Sz |Sz; +⟩ = +
ℏ
٢ |Sz; +⟩ Sz |Sz;−⟩ = −

ℏ
٢ |Sz;−⟩

همچنین Sxو |Sx;±⟩ = ±
ℏ
٢ |Sx;±⟩ Sy |Sy;±⟩ = ±

ℏ
٢ |Sy;±⟩

داد: بسط ها کت ویژه از استفاده با توان می را دلخواه کت هر که کرد اثبات توان می
|α⟩ =

∑
a′

ca′ |a′⟩

شد. خواهیم وارد بعدا بسط این بودن کامل و یکتایی موضوع به
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برا فضای یا و دوگان فضای

هستند. اسکالر تعدادی و احتمالاتی های کمیت تعدادی ما های گیری اندازه نتایج انتها در
برای ساخت. اسکالر تعدادی کت بردارهای از توان می چطور که بفهمیم است بهتر بنابراین،
نامیم. می براها فضای را فضا این کنیم. معرفی را کت فضای ( dual ) دوگان فضای باید اینکار

bra برا را آن که دارد وجود ⟨α| مانند آن دوگان یک |α⟩ مانند کت هر ازای به که پذیریم می
داد: بسط زیر مانند توان می نیز را بردار این نامیم. می
⟨α| =

∑
a′

ca′⟨a′|

دارد( وجود برا فضای و کت فضای در بردارها بین یک به یک تناظر یک که کنید دقت
:( dual correspondence|α⟩ DC←→ ⟨α|

|a′⟩, |a′′⟩, ... DC←→ ⟨a′|, ⟨a′′|, ...

|α⟩+ |β⟩ DC←→ ⟨α|+ ⟨β|

شود: می نوشته زیر صورت به کت دو برهمنهی دوگان همچنین
cα|α⟩+ cβ |β⟩ DC←→ c∗α⟨α|+ c∗β⟨β|
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برا و کت کوانتومی: سیستم حالت فضای
عملگرها کوانتومی مکانیک ریاضیاتی فرمولبندی بر ای مقدمه
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کت و برا داخلی ضرب

است: اسکالر یک آن خروجی که کرد تعریف را کت و برا بین داخلی ضرب توان می حالا
⟨β |α⟩ = (⟨β|).(|α⟩)

تشکیل برای که کنید توجه است. مختلط کمیت یک کلی حالت در ضربی چنین نتیجه البته
آید. می برا فضای از دیگری و کت فضای از ها حالت از یکی همیشه داخلی، ضرب

مختلط مزدوج ⟨α |β⟩ و ⟨β |α⟩ های کمیت که است این داخلی ضرب مهم بسیار ویژگی یک
هستند: β⟩همدیگر |α⟩ = ⟨α |β⟩∗

است. حقیقی کمیت یک ⟨α |α⟩ که کنید اثبات تمرین:
درست تهی های کت برای ⟨α |α⟩ = ٠ حالت .⟨α |α⟩ ≥ ٠ که است این دیگر مهم فرض
است. الزامی کوانتومی های سیستم از خودسازگار احتمالی تفسیر برای شرطی چنین وجود است.

گوییم می آنگاه ،⟨α |β⟩ = ⟨β |α⟩ = ٠ باشیم داشته کت دو برای اگر متعامد: های حالت
عمودند. هم بر |β⟩ و |α⟩ کت دو

می همیشه دارد، اهمیت برداری فضای در کت جهت فقط اینکه به توجه با ها: کت سازی نرمال
|α̃⟩ = ١√

⟨α |α⟩
|α⟩ کرد: استفاده |α⟩ کت جای به |α̃⟩ شده نرمال کت از توان

.⟨α̃ | α̃⟩ = ١ کنید ثابت تمرین:
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آنها جبر و عملگرها

مشاهده های کمیت دهنده نشان که عملگرهایی و Y و X با را کلی حالت در عملگرها ادامه در ما
داد. خواهیم نشان B و A با را هستند فیزیکی پذیر

کند: می عمل برا روی بر راست سمت از و کت روی بر چپ سمت از عملگر یک
X.(|α⟩) = X|α⟩ (⟨α|).X = ⟨α|X

است. دیگر کت یا و برا یک حاصله نتیجه البته که
باشیم داشته |α⟩ کت هر برای اگر فقط و اگر هستند برابر هم با Y و X عملگر دو گوییم می

X|α⟩ = Y|α⟩ ⇔ X = Y

باشیم داشته |α⟩ کت هر برای اگر است ( null ) تهی عملگر یک X عملگر گوییم می همچنین
X|α⟩ = ٠

دارد: پذیری شرکت و جابجایی خاصیت عملگرها جمع
X+ Y = Y+ X X+ (Y+ Z) = (X+ Y) + Z

یعنی هستند خطی گیریم می نظر در کوانتومی مکانیک در ما که عملگرهایی اکثر
X(cα|α⟩+ cβ |β⟩) = cαX|α⟩+ cβX|β⟩

پیشرفته های بخش در عملگر این با نیست. خطی ( time reversal ) زمانی وارون عملگر ولی
کرد. خواهیم برخورد تر
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هرمیتی عملگرهای

هرمیتی مزدوج ما عوض در نیستند. هم دوگان کلی حالت در ⟨α|X و X|α⟩ مانند موجوداتی
کنیم: می تعریف زیر صورت به را آن و داده نشان X† با را X مانند عملگر یک

X|α⟩ DC←→ ⟨α|X†

پذیرهای مشاهده همه .X = X† اگر است هرمیتی عملگر یک گوییم می هرمیتی: عملگر
مقادیر ویژه که کند می تضمین عملگر بودن هرمیتی زیرا هستند هرمیتی عملگرهایی کوانتومی
بینید. می را کوانتومی پذیرهای مشاهده از هایی مثال زیر در باشند. حقیقی اعداد آن خروجی
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عملگرها ضرب

دارد: پذیری شرکت خاصیت ولی ندارد جابجایی خاصیت کلی حالت در عملگرها ضرب
XY ̸= YX X(YZ) = (XY)Z = XYZ

نوشت: توان می همچنین
X(Y|α⟩) = (XY)|α⟩ = XY|α⟩ (⟨β|X)Y = ⟨β|(XY) = ⟨β|XY

زیرا (XY)† = Y†X† نوشت توان می البته و
XY|α⟩ = X(Y|α⟩) DC←→ (⟨α|Y†)X† = ⟨α|Y†X†

|β⟩⟨α| صورت به برا یک و کت یک خارجی ضرب :( outer product ) خارجی ضرب
است. عملگر یک که شود می تعریف

است. عملگر |β⟩⟨α| ولی است عدد یک ⟨α |β⟩ مانند موجودی توجه:
هستند. معنی بی X⟨α| و |α⟩X مانند هایی ضرب مجاز: غیر های ضرب

دهید؟ توضیح را ها ضرب این بودن معنی بی توانید می ماتریسی نمایش با آیا پرسش:

ضرب باشند، ( تکانه فضای مانند ) مشابهی فضای به مربوط |β⟩ و |α⟩موجودات اگر همچنین
باشند متفاوتی فضاهای به مربوط دو این اگر ولی بود. خواهند معنی بی |α⟩|β⟩ مانند هایی
به است بهتر هرچند است؛ دار معنی کاملا |α⟩|β⟩ حاصلضرب آنگاه ( اسپین و تکانه مانند )

شود. نوشته |α⟩ ⊗ |β⟩ شکل
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پذیری شرکت اصل مهم بسیار کاربردهای

بود فردی اولین دیراک بگیرید. نظر در را X(YZ) = (XY)Z = XYZ پذیری شرکت اصل
|β⟩⟨α| خارجی ضرب مثلا داد. تشخیص را کوانتومی محاسبات در اصل این بنیادین اهمیت که
شرکت اصل به توجه با البته .(|β⟩⟨α|).|γ⟩ کند می عمل |γ⟩کت روی بر که بگیرید نظر در را

نوشت: توان می ضرب پذیری
(|β⟩⟨α|).|γ⟩ = |β⟩ (⟨α | γ⟩)

حاصلضرب عملا |β⟩ (⟨α | γ⟩) موجود بنابراین است. اسکالر یک ⟨α | γ⟩ کمیت آن در که
است. بردار یک در اسکالر یک

پس است. دیگر کت یک عملا نتیجه کند، می عمل کت یک روی بر خارجی ضرب وقتی نکته:
روی بر وقتی عملگرها چون بگیریم نظر در عملگر یک عنوان به را |β⟩⟨α| موجود هستیم مجاز

دادند. می تشکیل جدید کت یک کردند، می اثر ها کت
های درس در کرد. خواهد تصویر |β⟩ کت جهت در را |γ⟩ کت |β⟩⟨α| عملگر که کنید توجه
ما به تواند می نکته این زیرا داد خواهیم تعمیم و کرده بررسی ممکن سرحد تا را نکته این بعدی

کند. کمک فضا های پایه تغییر و گیری اندازه اصل فهم در

.X† = |α⟩⟨β| آنگاه X = |β⟩⟨α| اگر که کنید ثابت تمرین:
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پذیری شرکت اصل مهم بسیار کاربردهای

برای بگیرید. نظر در را ⟨β|X|α⟩ موجود برا: یک و کت یک بین عملگر یک سازی فشرده
سمت از را آن سپس و کرد محاسبه را X|α⟩ کمیت اول توان می موجود این مقدار محاسبه

کرد: ضرب ⟨β| برا در راست
⟨β|X|α⟩ = (⟨β|) . (X|α⟩)

⟨β|X|α⟩ = (⟨β|X) . (|α⟩) است: ممکن هم دیگر روشی البته
⟨β|X|α⟩ = (⟨β|) . (X|α⟩) = (⟨β|X) . (|α⟩) است: یکسان نتیجه و

کنید دقت زیر محاسبه به هرمیتی: عملگرهای اساسی ویژگی
⟨β|X|α⟩ = (⟨β|) . (X|α⟩)

نویسیم: می و کرده استفاده X|α⟩ DC←→ ⟨α|X† و ⟨α |β⟩ = ⟨β |α⟩∗ ویژگی دو از حال

⟨β|X|α⟩ = (⟨β|) . (X|α⟩) =
{
(⟨α|X†) . |β⟩

}∗
= ⟨α|X†|β⟩∗

پس A؛ = A† داریم هرمیتی عملگر هر برای هرچند است. درست عملگری هر برای رابطه این
⟨β|A|α⟩ = ⟨α|A|β⟩∗

جلسه در نباشید. نگران ولی است؛ ترسناک حدی تا و مجرد کاملا نظر به برا و کت نمادگذاری
می آسانتر برا و کت نمادگذاری فهم و شد خواهیم آشنا نمادگذاری این ماتریسی نمایش با بعد

شود.
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درس این مهم نکات
انتظار ویژه به دهید. توضیح درستی به را آن نتایج ترین مهم و کوانتومی مکانیک ریاضیاتی فرمولبندی بتوانید شما درس این انتهای در که است این انتظار

دهید: پاسخ را زیر های پرسش بتوانید که رود می

دارد؟ هایی ویژگی چه عملگری جمع ١

دارد؟ هایی ویژگی چه عملگری ضرب ٢

چرا؟ شوند؟ می توصیف عملگرهایی چه با کوانتومی مکانیک در پذیرها مشاهده ٣

هستند؟ عملگرهایی نوع چه هرمیتی عملگرهای ۴

کرد؟ تصویر دیگر کت جهت در را کت یک توان می چطور ۵

چیست؟ تهی کت از منظور ۶

داریم؟ نیاز همزمان صورت به برا و کت فضاهای به چرا ٧

چیست؟ مقدار ویژه و حالت ویژه از منظور ٨

کنید. مرور دیگر بار یک را درس لطفا کنید، می احساس مشکلی بالا شده یاد مفاهیم از هرکدام درباره اگر

های دانسته کنید سعی دلیل همین به است. مساله حل فیزیک، و ریاضی مفاهیم سازی” درونی ” و درک برای راه بهترین که نکنیم فراموش
کنید. تقویت و زده محک زیر سوالات حل با را خود

⇓⇓⇓⇓⇓
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ها تمرین

دهید. پاسخ را درس متن در موجود های تمرین و ها پرسش لطفا
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عملگرها و حالت فضای ماتریسی نمایش بعدی: مبحث
که آموزیم می بعد جلسه در است. کلی کاملا کردیم بنا جلسه این در که ریاضیاتی مجرد ساختار
تصور بهتر عملگرها و ها حالت ماتریسی نمایش وسیله به را مجرد ساختار این توان می چطور

کرد. خواهیم بررسی را پایه های کت و ها کت ویژه ابتدا در البته کرد.
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شما توجه از سپاس با
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