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فیزیکی علوم در ریاضی های روش مقدمه
نامتناهی های سری روی بر جبری اعمال

شناور حسین

علوم دانشکده فیزیک، گروه
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ایمیل آدرس به را محاسباتی یا و مفهومی نوشتاری، اشتباه هرگونه خواهشمندم
شوند: اعمال لازم تصحیحات بعدی های ویرایش در تا کنید ارسال من

h.shenavar@gmail.com

حمایت ها، همفکری برای هرمزگان، دانشگاه در محترم دانشجویان و همکاران از
سپاسگزارم. مفید نکات نمودن گوشزد و ها

است. شده استفاده Camtasia افزار نرم از ها درس این ضبط برای
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نامتناهی های سری روی بر جبری اعمال ١

ها سری روی بر جبری اعمال
نامتناهی های سری همگرایی بهبود
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جبری اعمال

شویم. آشنا نامتناهی های سری روی بر جبری اعمال با خواهیم می اینجا در

آشنای قوانین از استفاده با توان می را مطلق-همگرا سری یک جملات که کرد اثبات توان می
های گزاره به دارد. اساسی اهمیت اینجا در مطلق-همگرایی شرط نتیجه در کرد. بازنویسی جبر

کنید: دقت زیر
کردن جمع ترتیب از مستقل سری مجموع مقدار باشد، مطلق-همگرا نامتناهی سری یک اگر

است. یکدیگر با جملات
کرد کم هم از کرد، جمع هم با جمله به جمله توان می را مطلق-همگرا نامتناهی سری دو جملات

بود. خواهد مطلق-همگرا نیز حاصل سری و کرد ضرب هم در یا و

است برابر سری دو این حاصلضرب حد کنیم، ضرب هم در را مطلق-همگرا سری دو کلیت اگر
می ( double series ) دوگانه سری یک که حاصلضرب سری سری. دو آن حد حاصلضرب با

مطلق-همگراست. سری یک نیز باشد
ها سری از یکی اگر هرچند نیستند؛ برقرار شرطی-همگرا سری دو برای بالا نتایج که کنید دقت

بود. خواهند درست نتایج این از برخی ،( مطلق-همگرا دیگری و ) باشد شرطی-همگرا
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کوشی شوک

می مثلا کند!!! تغییر آن مقدار سری، یک آرایش تغییر با است ممکن شد متوجه که بود کسی اولین کوشی
کرد: اثبات توان

شود. می ١ از کمتر عددی آن حاصل که
شود. می نزدیک ln ٢ مقدار به بالا سری که دهید نشان تمرین:

متفاوتی نتیجه به زیر صورت به تناوبی هارمونیک سری جملات ترتیب بازنویسی با که دهید نشان تمرین:
رسیم. می

می ٣
٢ مقدار به زیر صورت به تناوبی هارمونیک سری جملات ترتیب بازنویسی با که دهید نشان تمرین:

رسیم.
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کوشی شوک

نویسیم می زیر صورت به را سری جملات وقتی واقع در

دید: زیر صورت به توان می را جملات مجموع

عدد به دهد، می نشان زیر شکل که همانطور مجموع، این رفتار
این جملات جابجایی با توان می واقع در شود! می همگرا ١٫۵
حتی یا و شده نزدیک عددی هر به آن مقدار که کرد کاری سری

شود! واگرا
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ریمان قضیه

سری جملات ترتیب در تغییر با توان می را شرطی-همگرا سری یک مقدار داد، نشان بالا نتیجه که همانطور
اوقات گاهی را نتیجه این شود! واگرا حتی یا و شده همگرا عددی هر به مقدار این که صورتی به داد، تغییر

نامند. می ریمان قضیه
دهد. می نشان خوبی به را شرطی-همگرا های سری ضرب خطر بعدی مثال
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شود! واگرا تواند می شرطی-همگرا سری یک مجذور

سری شود! واگرا تواند می شرطی-همگرا سری یک مجذور که داد خواهیم نشان مثال این در

یعنی آن، مجذور ولی همگراست. لایبنیتس معیار به توجه با
∑∞

n=١
(−١)n−١

√
n

چرا؟ نیست! همگرا

داریم: سری دو واقع در بالا عبارت در که کنید )دقت ∞∑
n=١

(−١)n−١
√
n

)٢

=
∞∑
n=١

(−١)n−١
√
n

∞∑
m=١

(−١)m−١
√
m

=
∞∑
n=١

∞∑
m=١

(−١)m+n−٢
√
mn

جملات بازآرایش با نامند. می دوگانه سری را ها سری نوع این شد، گفته پیش جلسه در که همانطور تمرین:
دهید. نشان را بالا عبارت درستی دوگانه، سری
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پاسخ

سری پاسخ:
S =

∞∑
n=١

∞∑
m=١

(−١)m+n−٢
√
mn

متغیرهای تغییر از استفاده با mرا = q, n = p− q

شوند می تعریف زیر های بازه در که
q ∈ ( ١, p ), p ∈ ( ١, ∞ )

نوشت: زیر صورت به توان می

S =
∞∑
p=١

p∑
q=١

(−١)q+p−q−٢√
q(p− q)

=
∞∑
p=١

(−١)p
 p∑

q=١

١√
q(p− q)


داریم: (...) پرانتز داخل سری نوشتن با حال

S =
∞∑
p=١

(−١)p
(

١√
١× (p− ١)

+
١√

٢× (p− ٢)
+ . . . +

١√
(p− ١)× ١

)
ادعاست. مورد نتیجه همان که
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شود! واگرا تواند می شرطی-همگرا سری یک مجذور

کنیم. تبدیل زیر صورت به را اولیه سری توانستیم بنابراین

واگراست. سری این که دهید نشان خواهیم می حال

١√
n−١ × ١√

n−١ از آنها همگی که باشد می جمله n− ١ شامل بالا سری در عمومی جمله واگرایی: اثبات
عمومی جمله پس هستند. بزرگتر n−١

n−١ مقدار از [...] در موجود جملات کلیه بنابراین باشند. می بزرگتر
واگراست. سری بنابراین و کند نمی میل صفر سمت به سری

) ها سری این روی بر جبری اعمال باشیم. شرطی-واگرا های سری مراقب ها: مثال این اخلاقی نتیجه
شود. منجر اشتباهی کاملا نتایج به است ممکن ( دقیق های بررسی بدون
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نامتناهی های سری همگرایی بهبود

همگرا سری یک اگر حتی ولی ایم. کرده صحبت نامتناهی های سری واگرایی یا و همگرایی درباره تاکنون
کاربردی). لحاظ از ) باشد مهم بسیار تواند می نیز آن همگرایی آهنگ باشد،

جواب اگر ولی است. دیفرانسیل معادلات جواب یافتن برای روش ترین کلی عملا ها سری روش واقع در
بود. نخواهد مفیدی جواب عملا نشود، همگرا کافی سرعت با معادله سری

بگیرید: نظر در را جسمی سه مساله مثلا
بینید. می زیر در را معادلات دستگاه این عددی های جواب
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نشده! حل مساله ترین قدیمی

ریاضیات در نشده حل مساله ترین قدیمی مساله این که شود می گفته
) ساندمان ١٩١٢ تا ١٩٠٧ های سال در هرچند، است. فیزیک و
به را معادله دستگاه این کلی های جواب ( Karl F. Sundman
شوند می همگرا کُند حدی به ها جواب این ولی یافت! سری صورت
را سری از جمله ١٠٨٠٠٠٠٠٠ باید نجوم در عملی مساله هر برای که
جسمی سه مساله بنابراین است. غیرعملی کاری چنین کنیم. محاسبه

شود. می فرض تحلیلی” جواب ”بدون همچنان
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نامتناهی های سری همگرایی بهبود

آهنگ توان می ها آن از استفاده با که دارند وجود هایی روش البته
صورت به ها سری از بنابراین و داد افزایش را ها سری همگرایی

کرد. استفاده تری کاربردی
با سری یک روش، این در کنیم. می معرفی را کومر روش اینجا در ما
معلوم مقادیر با هایی سری از خطی ترکیب صورت به را کند همگرایی
را ١٬۵٬٣ تمرین ) مقابل های سری از استفاده ویژه به نویسیم. می
با ریمان زتای توابع حسب بر ها سری نوشتن همچنین و ( ببینید

است. مرسوم مشخص مقادیر

داد. خواهیم توضیح مثال دو با ادامه در را روش این
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ζ(٣) مقدار تعیین مثال:

را ζ(٣) =
∑∞

n=١ n−٣ مقدار خواهیم می مثال اولین عنوان به
کنیم. تعیین

α٢ سری مقابل، های سری تعریف در که کنیم می توجه اینکار برای
توانیم می بنابراین باشد. می n−٣ با متناسب n بزرگ مقادیر برای

بنویسیم:

شده اضافه اصلی معادله طرف دو به ثابت مقدار یک که کنید دقت
نکرده استفاده α١ از معادله این در ما که کنیم دقت همچنین است.
از کندتر یعنی هستند؛ n−٢ حدی رفتار با جملات شامل α١ زیرا ایم

شوند. می همگرا ζ(٣)
و کنیم ترکیب هم با را چپ سمت جمله دو اگر که دهید نشان تمرین:

داریم: کنیم، محاسبه را جملات مشترک مخرج

صورت در پیشرو جمله a = −١ انتخاب با که کنیم می توجه حال
بیشتری بسیار سرعت با نظر مورد سری نتیجه در و شده حذف بالا کسر

شود: می همگرا
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ζ(٣) مقدار تعیین مثال:

را ζ(٣) =
∑∞

n=١ n−٣ مقدار خواهیم می مثال اولین عنوان به
کنیم. تعیین

ζ(٣) برای آمده دست به عبارت

می همگرا n−۴ صورت به سری این ولی آید نمی زیبا نظر به چندان
توان با را سری توان می که دید خواهیم ١٬١٬١۶ تمرین در حتی شود.

کرد. همگرا n−۵

اول جمله چهار از استفاده با را ζ(٣) =
∑∞

n=١ n−٣ مقدار الف)
کنید. مقایسه مقابل جدول از ζ(٣) مقدار با و بیابید سری

مقدار ب)

جدول از ζ(٣) مقدار با و بیابید آن اول چهارجمله از استفاده با را
کنید. مقایسه مقابل

است؟ دقیقتر روش کدام پ)

بالا روش از استفاده با را ζ(۵) و ζ(۴) های سری مقادیر الف)
شوند. همگرا سریعتر که صورتی به کرده بازنویسی

مقایسه مقابل جدول مقادیر با و یافته را ζ(۵) و ζ(۴) مقادیر ب)
کنید.
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ها سری همگرایی بهبود از دیگر مثال یک

کنیم. تعیین را S =
∑∞

n=١ ١)/١+ n٢) مقدار خواهیم می
اینکه به توجه با اینکار برای پاسخ:

١
١+ n٢

=
n−٢

١+ n−٢

”تقسیم یا و چکشی” ”تقسیم روش دو به توان می را اینکار دهیم. انجام را ١+ n−٢ بر n−٢ تقسیم باید
ببینید. را زیر های درس توانید می نیستید، مسلط ها روش این از یکی به اگر داد. انجام ترکیبی”
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ها سری همگرایی بهبود از دیگر مثال یک

کنیم. تعیین را S =
∑∞

n=١ ١)/١+ n٢) مقدار خواهیم می
دهیم: می انجام چکشی تقسیم از استفاده با را ١+ n−٢ بر ١ تقسیم ما پاسخ:

١ ١+ n−٢

١− n−٢ + n−۴−(١+ n−٢)

−n−٢

−(−n−٢ − n−۴)

n−۴

−(n−۴ + n−۶)

−n−۶

نوشت: توان می بنابراین

نوشت: توان می جملات این روی بر جمعبندی با یا و

کند. می پیدا کاهش شود، می همگرا n−٨ صورت به که سری یک و معلوم مقدار سه به اولیه سری نتیجه در
گیرید؟ می ای نتیجه چه کنید. تعیین را راست سمت در موجود سری اول جمله سه تمرین:
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درس این مهم نکات
درستی به را آنها کاربرد و نتایج ترین مهم و همگرایی سرعت افزایش ها، سری روی بر جبری اعمال بتوانید شما درس این انتهای در که است این انتظار

دهید: پاسخ را زیر های پرسش بتوانید که رود می انتظار ویژه به دهید. توضیح

کنید. بیان خلاصه صورت به را مطلق-همگرا های سری جبر بر موجود قوانین ١

شود. عوض سری جملات ترتیب تغییر با تواند می همگرا شرطی سری یک جملات مجموع که دهید توضیح مثال یک ذکر با ٢

کنید. بیان را ها سری در ریمان قضیه ٣

است؟ لازم نامتناهی های سری همگرایی سرعت افزایش اوقات گاهی چرا ۴

دهید. توضیح خلاصه صورت به را ها سری همگرایی بهبود در کومر روش ۵

دهید. توضیح خلاصه صورت به را چکشی تقسیم اساس ۶

دهید. توضیح خلاصه صورت به را ترکیبی تقسیم اساس ٧

کنید. مرور دیگر بار یک را درس لطفا کنید، می احساس مشکلی بالا شده یاد مفاهیم از هرکدام درباره اگر

های دانسته کنید سعی دلیل همین به است. مساله حل فیزیک، و ریاضی مفاهیم سازی” درونی ” و درک برای راه بهترین که نکنیم فراموش
شوند. می ارائه درس هر انتهای در ها مساله این کنید. تقویت و زده محک سوالات حل با را خود

⇓⇓⇓⇓⇓
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ها تمرین

دهید. پاسخ را درس متن در موجود تمرینات

دهید. پاسخ را هفتم ویرایش از ٢١ و ٢٠ صفحات در موجود تمرینات
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توابع سری بعدی: مبحث

به شمارنده یک بر علاوه که هستند توابعی اینها شد. خواهیم آشنا توابع سری با بعد جلسه در
بود. خواهد مهم بسیار ها سری این همگرایی بحث دارند. بستگی نیز پیوسته متغیر یک
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شما توجه از سپاس با
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