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گذشت! آنچه

تواند می الکتریکی نیروی طرفی از است. جاذبه همیشه گرانش نیروی
باشد. دافعه یا و جاذبه

در ولی برابر، دقیقا دوم جسم به اول جسم از شده وارد گرانش نیروی
است. اول جسم به دوم جسم از شده وارد گرانش نیروی مخالف، جهت

از بزرگتر بسیار جسم دو از یکی اگر هستند، برابر هم با نیرو دو چون
کوچک جسم و ماند می باقی ثابت عملا بزرگ جسم باشد، دیگر جسم

کند. می حرکت آن سمت به

آنجا از ولی کنند. می وارد برابر نیرویی همدیگر به زمین و سیب مثلا
زمین ولی کند می حرکت سیب است، زمین از تر سبک بسیار سیب که

ماند. می باقی ثابت تقریبا
حرف ) بینید می زیر در را نیوتن گرانش قانون ریاضیاتی دقیق شکل

.( است. نیوتن ثابت دهنده نشان G
F١٢ = − Gm١m٢

r٢ r̂١٢ F٢١ = − Gm١m٢

r٢ r̂٢١

پدیده همه خوبی حد تا نیوتن حرکت قانون سه و نیوتن گرانش قانون
کنند. می توصیف را آن، از فراتر و شمسی، منظومه در گرانشی های

نیوتنی گرانش مبانی شناور حسین
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گسترده اجرام گرانش

گرانش بنابراین و هستند ای نقطه گرانش مساله در ما نظر مورد اجسام که ایم کرده فرض تاکنون
ساده روابط از آنها

F١٢ = − Gm١m٢

r٢ r̂١٢ F٢١ = − Gm١m٢

r٢ r̂٢١

آید. می دست به است، ای نقطه اجسام گرانش نیروی به مربوط که

آشنا برهمنهی اصل با باید اینکار برای شویم. آشنا گسترده اجرام گرانش با خواهیم می حالا ولی
میدان برداری جمع با است برابر گسترده جسم یک گرانش میدان که دید خواهیم عمل در شویم.

گسترده. جسم آن اجزای تک تک

کهکشان مانند گرانشی های سیستم ساختار مد، و جزر جمله از گرانشی، های پدیده از بسیاری
است. مهم موضوع این دقیق شناخت بنابراین هستند. گسترده اجسام گرانش نتیجه ، ... و ها
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برهمنهی اصل

x

y

z

mi
r⃗١ − r⃗i

r⃗i
r⃗١

m١

نظر در را mn تا m٢ ،m١ های جرم با ای نقطه ذرات
این از یکی به وارده کل گرانشی نیروی خواهیم می بگیرید.

بیابیم. را ،m١ ذره مثلا ذرات،

سیستم یک در ذره یک به وارده کل نیروی برهمنهی: اصل
به شده وارد نیروهای برداری مجموع با است برابر ذرات

دیگر: ذرات همه طرف از ذره آن
F⃗١,net = F⃗١,٢ + F⃗١,٣ + · · · + F⃗١,n

F⃗١,net =

n∑
i=٢

F⃗١,i = −Gm١

n∑
i=٢

mi (⃗r١ − r⃗i)
|⃗r١ − r⃗i|٣

با است برابر r⃗١ نقطه در گرانشی میدان و

g⃗١,net =

n∑
i=٢

g⃗١,i = −G
n∑

i=٢

mi (⃗r١ − r⃗i)
|⃗r١ − r⃗i|٣

به فیزیکی، مختلف های پدیده در برهمنهی اصل درستی
شده تایید ضعیف، های میدان و خطی های سیستم ویژه
های سیستم در اصل این درستی وجود این با است.

است. تردید مورد قوی های میدان و غیرخطی
نیوتنی گرانش مبانی شناور حسین
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مثال

حرکت حال در سیارکی کمربند در که بگیرید نظر در را ma = ١٠۵ kg کل جرم با فضانورد یک
و m١ = ٣۴۶ kg های جرم به جسم دو نزدیکی در فضانورد زمان، از لحظه یک در است.
و r١ = ٢١۵ m ترتیب به فضانورد تا جرم دو این فاصله است. گرفته قرار m٢ = ١٨۴ kg
ساند. می ١٢٠◦ زاویه فضانورد به جرم دو این کننده متصل اضلاع و باشد می r٢ = ١۴٢ m
بر وارده کل نیروی جهت و اندازه هستند. ای نقطه اجرام جسم، دو و فضانورد که کنید فرض

بیابید. را لحظه این در جرم دو طرف از فضانورد

می دست به زیر صورت به جرم دو از هرکدام توسط وارده گرانشی نیروی اندازه پاسخ: از بخشی
آید.

برابر کل نیروی اندازه که دهید نشان ( دلخواه روش هر یا و ) ها کسینوس قانون از استفاده با
.ϕ = ۶٩٫٧◦ با است برابر نیرو این جهت و Fa = ۵٫٨٠× ١١−١٠ N = ۵٨٫٩ pN با است

نیوتنی گرانش مبانی شناور حسین
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پیوسته جرم توزیع یک گرانش

وارده نیروی کردن پیدا برای بگیرید. نظر در را مقابل پیوسته جرم توزیع
به را جرم توزیع توانیم می ،m ای نقطه جرم به جرم توزیع این طرف از
از سپس کنیم. می تجزیه ∆Mi ( جرم های المان ) کوچک بسیار اجرام
یابیم: می را کل نیروی جمعبندی با و کنیم می استفاده برهمنهی اصل

F⃗ =

n∑
i=١

∆⃗Fi = −Gm
n∑

i=١

∆Mi (⃗r− r⃗i)
|⃗r− r⃗i|٣

= −Gm
n∑

i=١

∆Mi

|D⃗|٢
D̂

جرم و المان بین واصل بردار دهنده نشان D⃗ = r⃗− r⃗i آن در که

باشد. می آن جهت در یکه بردار دهنده نشان D̂ = r⃗−⃗ri
|⃗r−⃗ri|

و ای نقطه

سری برای شده پیدا مقدار باشند، کوچکتر جرم های المان هرچقدر البته
،∆Mi → ٠ حدی حالت در بود. خواهد نزدیکتر واقعی مقدار به بالا

شود: می انتگرال به تبدیل جمعبندی این

F⃗ = − Gm
∫

dM (⃗r− r⃗ ′)

|⃗r− r⃗′|٣ = − Gm
∫

dM
|D⃗|٢

D̂

.D̂ = r⃗−⃗r ′

|⃗r−⃗r ′| و D⃗ = r⃗− r⃗ ′ آن در که

نیوتنی گرانش مبانی شناور حسین
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ها المان روش

یا و سطحی خطی، جرم المان یک تواند می dM المان که کنید دقت
dM = λ dl line element باشد: حجمی
dM = σ dA surface element

dM = ρ dV volume element

حل آنگاه باشد، نداشته تقارن کافی” اندازه ”به ما نظر مورد مساله اگر
انتگرال

F⃗ = − Gm
∫

dM (⃗r− r⃗ ′)

|⃗r− r⃗′|٣ = − Gm
∫

dM
|D⃗|٢

D̂

می را هایی انتگرال چنین هرچند، باشد؛ برانگیز چالش بسیار تواند می
کرد. حل عددی صورت به حداقل همیشه توان

هوشمندانه استفاده با آنگاه باشد، داشته تقارن کافی اندازه به مساله اگر ولی
کنیم. حل تر ساده مراتب به را مساله توانیم می ها المان روش از

حل در که است روشی به شبیه کاملا ببریم، کار به باید اینجا در که روشی
کار به الکترومغناطیس و ( مغناطیس و الکتریسیته ) ٢ فیزیک مسائل

برد. خواهیم

نیوتنی گرانش مبانی شناور حسین
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اول مثال

جرم تا میله این چپ سمت لبه فاصله بگیرید. نظر در را L طول و M جرم به همگن میله یک
بیابید. را ای نقطه جرم به میله طرف از شده وارد کل نیروی باشد. می h برابر m

از استفاده با کنیم. می تجزیه dM دیفرانسیلی جرم و dx طول به هایی المان به را میله پاسخ:
بر المان این از ناشی گرانشی نیروی اندازه حالا .dM = M dx/L یافت: توان می تناسب

یابیم: می را m جرم
dF =

G m dM
|⃗r− r⃗′|٢ =

GmM
L

dx
x٢

توان می برهمنهی اصل به توجه با حالا چرا؟! باشد. می −î بردار جهت در نیز نیرو این جهت
حدود به شود. پیدا کل نیروی تا ( گیری انتگرال ) بست جمع هم با را نیرو های المان همه

کنید. دقت انتگرال

است. شده تعیین کند، می فراهم را گرانش که ای ماده موقعیت به توجه با انتگرال حدود توجه:

نیوتنی گرانش مبانی شناور حسین



برهمنهی اصل و گرانش
پیوسته های جرم توزیع گرانش

پوسته های قضیه
پوسته های قضیه و گسترده اجرام گرانش

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

دوم مثال

بیابید. را حلقه مرکز از z فاصله در a شعاع و M جرم به همگن حلقه یک گرانشی میدان
ها المان این همه فاصله کنیم. می تجزیه dM دیفرانسیلی جرم با هایی المان به را میله پاسخ:

داریم: بنابراین ؛
√
a٢ + z٢ با است برابر P مشاهده نقطه تا

dg =
G dM
|⃗r− r⃗′|٢ =

G dM
a٢ + z٢

با حال، هر در کند. می تغییر جرم المان موقعیت تغییر با گرانشی میدان های المان جهت ولی
المان که حالی در کنند می خنثی را همدیگر dg sin θ افقی های المان مساله، تقارن به توجه

کنند. می تقویت را همدیگر dg cos θ عمودی های
با است برابر کل میدان نتیجه در

g =

∫
dg =

∫
G dM
a٢ + z٢ cos θ

بنابراین: .cos θ = z/
√
a٢ + z٢ آن در که

g =
G

a٢ + z٢ cos θ
∫ M

٠
dM =

G M z
(a٢ + z٢)

٣
٢

است. حلقه مرکز سمت به عمود محور راستای در میدان

نیوتنی گرانش مبانی شناور حسین
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سوم مثال

A شعاع و M جرم به همگن قرص یک طرف از گرانشی نیروی
شود، می وارد قرص مرکز از h فاصله در m ای نقطه جرم به که

بیابید. را
فرمول از استفاده با مساله این حل برای پاسخ:

F⃗ = −Gm
∫

dM (⃗r− r⃗ ′)

|⃗r− r⃗′|٣ = − Gm
∫

dM
D٢ D̂

تقارن به توجه هوشمندانه حل راه ولی کنیم. حل را سرراست نسبتا دوگانه انتگرال سه باید
می حال یافتیم. را حلقه یک میدان قبل، مثال در هاست. المان روش از استفاده و مساله
معلوم میدان با و dr ضخامت ،r شعاع ،dm جرم به حلقه زیادی بسیار تعداد به را قرص توانیم
است. پایین سمت به و عمودی ها المان این تک تک میدان کنیم. تجزیه dg = G dm h

(r٢+h٢)
٣
٢

با است برابر کل میدان برهمنهی اصل به بنا gبنابراین، =

∫
dg =

∫
G dm h

(r٢ + h٢)
٣
٢

تبدیل دیگری به را متغیرها از یکی سادگی برای است. متغیر دو با یگانه انتگرال یک بالا عبارت
کنیم: می

dm = M٢πrdr
πA٢ = M٢rdr

A٢
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ادامه – سوم مثال

A شعاع و M جرم به همگن قرص یک طرف از گرانشی نیروی
شود، می وارد قرص مرکز از h فاصله در m ای نقطه جرم به که

بیابید. را
داریم: بالا متغیر تغییر جایگذاری با پاسخ: ادامه

g =

∫ G ٢Mdr
A٢ h

(r٢ + h٢)
٣
٢
=

GMh
A٢

∫ A

٠

٢r dr
(r٢ + h٢)

٣
٢

است. شده تعیین کند، می فراهم را گرانش که ای ماده موقعیت به توجه با انتگرال حدود توجه:
کرد: تر ساده زیر متغیر تغییر از استفاده با توان می را بالا انتگرال

u = r٢ + h٢ ⇒ du
dr = ٢r ⇒ du = ٢r dr

داریم: بالا متغیر تغییر از استفاده با

g =
GMh
A٢

∫ A

٠

du
u

٣
٢
=

GMh
A٢

[
u−

٣
١+٢

− ٣
٢ + ١

]
= −٢GMh

A٢

[
١√

r٢ + h٢

]A
٠

آیند: می دست به زیر صورت به نیرو و میدان نتیجه در

g = −٢GMh
A٢

(
١√

A٢ + h٢
− ١

h

)
⇒ F = mg =

٢GMm
A٢

(
١− h√

A٢ + h٢

)
نیوتنی گرانش مبانی شناور حسین
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نیوتن پوسته های قضیه

های چالش اولین از گسترده های جرم توزیع گرانش مساله
با نیوتن واقع در و بود گرانش نظریه درک در ریاضیاتی بزرگ
شود. پیروز چالش این بر توانست انتگرال” حساب ”ابداع
رود، می کار به اینجا در که روشی با نیوتن اثبات شیوه البته
بررسی اساس بر و تر هندسی نیوتن اثبات ) دارد هایی تفاوت

.( است. دیفرانسیلی های المان
پوسته یک طرف از وارده گرانشی نیروی پوسته: اول قضیه
است برابر پوسته آن خارج ای نقطه جرم یک بر کروی همگن
متمرکز آن مرکز در کروی جسم جرم کل که صورتی در نیرو با

باشد.
پوسته یک طرف از گرانشی نیروی هیچ پوسته: دوم قضیه
نخواهد وارد پوسته آن داخل ای نقطه یکجرم بر کروی همگن

شد.
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پوسته اول قضیه اثبات

ای نقطه جرم یک بر کروی همگن پوسته یک طرف از وارده گرانشی نیروی پوسته: اول قضیه
باشد. متمرکز آن مرکز در جسم جرم کل که صورتی در نیرو با است برابر پوسته آن خارج

خواهیم می بگیرید. نظر در را t ضخامت و ρ چگالی ،R شعاع به کروی پوسته یک اثبات:
پوسته مرکز از r فاصله در که m جرم به ای نقطه جسم یک بر پوسته این طرف از وارده نیروی
dM جرم و R sin θ شعاع به متوالی های حلقه به را پوسته اینکار برای بیابیم. را دارد، قرار
است. گرفته قرار ای نقطه جرم از PQ = r−R cos θ فاصله در حلقه این مرکز کنیم. می تجزیه

با است برابر ای نقطه جرم به حلقه طرف از وارده نیروی بنابراین،

dF =
G m dM

x٢ cosα

هستند. ای نقطه جرم از x فاصله به المان این اجزای همه چون

cosα = r−R cos θ
x که کنید توجه همچنین
با است برابر ای حلقه المان حجم

dV = t(Rdθ)(٢πR sin θ)

با است برابر حلقه جرم بنابراین
dM = ρdV = ٢πtρR٢ sin θdθ

نیوتنی گرانش مبانی شناور حسین
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پوسته اول قضیه اثبات

ای نقطه جرم یک بر کروی همگن پوسته یک طرف از وارده گرانشی نیروی پوسته: اول قضیه
باشد. متمرکز آن مرکز در جسم جرم کل که صورتی در نیرو با است برابر پوسته آن خارج

متغیر یک به تبدیل باید که داریم θ و α ،x متغیر سه فعلا که کنید توجه طرفی از اثبات: ادامه
کسینوس قانون از استفاده با مثلا نیستند. مستقل متغیر سه این چون است ممکن کار این شوند.

داریم: △AOP مثلث در ها

x٢ = r٢ + R٢ − ٢rR cos θ ⇒ R cos θ =
r٢ + R٢ − x٢

٢r ∗

آورد: دست به را cosα مقدار توان می اینجا از

cosα =
r− R cos θ

x =
r− r٢+R٢−x٢

٢r
x =

r٢ − R٢ + x٢

٢rx
شود: می بازنویسی زیر صورت به نیرو المان نتیجه در

dF =
G m dM

x٢ × r٢ − R٢ + x٢

٢rx
داریم را sin θ و x متغیر دو همچنان که کنید توجه
∗ رابطه از استفاده با توانیم می .( dM در دومی )

٢xdx = ٢rR sin θdθ کنیم: حذف نیز را θ زاویه

نیوتنی گرانش مبانی شناور حسین
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پوسته اول قضیه اثبات

ای نقطه جرم یک بر کروی همگن پوسته یک طرف از وارده گرانشی نیروی پوسته: اول قضیه
باشد. متمرکز آن مرکز در جسم جرم کل که صورتی در نیرو با است برابر پوسته آن خارج

شود: می نوشته زیر صورت به نیروی المان نهایت در اثبات: ادامه

dF =
G m (٢πtρR٢ sin θdθ)

x٢
r٢ − R٢ + x٢

٢rx =
πGtρmR

r٢ (
r٢ − R٢

x٢ + ١) dx

نوشت: توان می ( x درست حدود جایگذاری و ) گیری انتگرال با سپس

dF =
πGtρmR

r٢

∫ r+R

r−R
(
r٢ − R٢

x٢ + ١) dx =
πGtρmR

r٢ × ۴R =
GMm
r٢

اثبات. پایان ایم. کرده استفاده M = ۴πR٢tρ رابطه از اینجا در

نیوتنی گرانش مبانی شناور حسین
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پوسته دوم قضیه اثبات

ای نقطه جرم یک بر کروی همگن پوسته یک طرف از گرانشی نیروی هیچ پوسته: دوم قضیه
شد. نخواهد وارد پوسته آن داخل

است؛ اول قضیه به شبیه بسیار اثبات روش است. زیر شکل اساس بر پوسته دوم قضیه اثبات
باشد. می R− r با برابر انتگرال پایین حد اینجا در هرچند

dF =
πGtρmR

r٢

∫ r+R

R−r
(
r٢ − R٢

x٢ + ١) dx =
πGtρmR

r٢ × ٠ = ٠

اثبات. پایان
عکس نیروهای برای فقط پوسته های قضیه درستی که کنید توجه

نیروهای است. برقرار ( کولن نیروی دیگر: مثال ) مجذوری
ندارند. ویژگی چنین دیگر

گوس قانون از استفاده با راحتی به توان می را پوسته های قضیه
گرانش ∮در

g⃗.dA⃗ = −۴πGMin

کرد. اثبات الکتریسیته در گوس قانون یا و

نیوتنی گرانش مبانی شناور حسین
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توپر های کره برای پوسته های قضیه نتایج

هستند. توپر داریم کار و سر آنها با معمولا که هایی کره
شده وارد نیروی تکلیف پوسته های قضیه خوشبختانه
هرچند، کنند. می تعیین هم را توپر های کره طرف از

باشد. شده رعایت جرم توزیع کروی تقارن باید

نظر در را جرم توزیع کروی تقارن با توپر کره یک -١
جرم یک به کره این طرف از وارده کل نیروی بگیرید.
صورتی در نیرو با است برابر کره خارج در ای نقطه

باشد. متمرکز آن مرکز در کروی جسم جرم کل که

نظر در را جرم توزیع کروی تقارن با توپر کره یک -١
فقط توپر کره داخل در ای نقطه جرم یک به بگیرید.
قرار ای نقطه جرم از کمتر شعاع در که هایی لایه آن
در تاثیری بیرونی های لایه کنند. می وارد نیرو دارند

ندارند. ای نقطه جرم به وارده گرانش نیروی

داریم. بالا شکل به توجه با خلاصه، صورت به
⇐⇐
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مثال

حفر زمین در قطری صورت به تونلی ما و باشد می ثابت چگالی با توپر ای کره زمین کنید فرض
فاصله در وقتی ذره به وارده نیروی کنیم، رها تونل این در را m جرم به ای ذره اگر الف) ایم. کرده

است؟ چگونه ذره این حرکت ب) است؟ چقدر است، گرفته قرار زمین مرکز از r
قضیه نتیجه به توجه با حال کنیم. می تجزیه dM جرم به هایی پوسته به را زمین کره الف) پاسخ
ولی کرد. نخواهد وارد نیرو نظر مورد ذره به r شعاع از خارج پوسته هر که دانیم می پوسته های
می وارد ذره به dF = GmdM/r٢ با برابر دیفرانسیلی نیروی یک r شعاع داخل های پوسته

با است برابر ذره بر وارده کل نیروی کنند.

F =

∫
dF =

Gm
r٢

∫ M′

٠
dM =

GmM′

r٢
با است برابر r شعاع داخل جرم که دید سادگی به توان می تناسب از

M′

ME
=

۴
٣πr

٣

۴
٣πR

٣
E

⇒ M′ = ME
r٣

R٣
E

است: گرفته قرار زمین مرکز از r فاصله در وقتی ذره به وارده نیروی و

F =
GmM′

r٢ =
GmME

R٣
E

r

فنر نیروی به شبیه نیرو این است. زمین مرکز سمت به و فاصله با متناسب بالا نیروی ب) پاسخ
بود. خواهد نوسانی ذره حرکت بنابراین است.
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درس این مهم نکات
ویژه به دهید. توضیح درستی به را پوسته های قضیه مفهوم و گسترده اجسام گرانش محاسبه روش بتوانید شما درس این انتهای در که است این انتظار

دهید: پاسخ را زیر های پرسش بتوانید که رود می انتظار

دهید. توضیح را برهمنهی اصل ١

شود؟ می نوشته چگونه پیوسته و گسسته های سیستم برای برهمنهی اصل ٢

یافت؟ را گسسته بار توزیع یک گرانشی میدان توان می چطور ٣

یافت؟ را پیوسته بار توزیع یک گرانشی میدان توان می چطور ۴

کرد؟ استفاده پیوسته بارهای توزیع گرانش یافتن برای ها المان روش از توان می حالتی چه در ۵

دهید. توضیح را پوسته دوم و اول های قضیه مفهوم ۶

یافت؟ توان می چطور را کروی جرم تقارن با توپر جسم یک گرانش ٧

کنید. مرور دیگر بار یک را درس لطفا کنید، می احساس مشکلی بالا شده یاد مفاهیم از هرکدام درباره اگر

های دانسته کنید سعی دلیل همین به است. مساله حل فیزیک، و ریاضی مفاهیم سازی” درونی ” و درک برای راه بهترین که نکنیم فراموش
کنید. تقویت و زده محک زیر سوالات حل با را خود

⇓⇓⇓⇓⇓
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تمرین

نسبت گرانشی نیروی چه دارند، قرار هم از d فاصله در که L طول و m جرم به همگن میله دو
کنند؟ می وارد هم به

وارد دایره مرکز در m ای نقطه جرم یک به نیرویی چه R شعاع و M جرم به دایره نیم کمان یک
کند؟ می

m٢ جرم به کروی پوسته یک درون m١ جرم به همگن کره یک
b ،a های شعاع به نقاط در گرانشی میدان است. گرفته قرار

بیابید. را کره مرکز به نسبت c و
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تمرین

شود می رها زمین قطر به چاهی درون که ای ذره تناوب دوره
بالا. شکل است؟ چقدر

از دلخواه نقطه دو بین چاهی درون که ای ذره تناوب دوره
پایین. شکل است؟ چقدر شود می رها زمین
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گرانشی پتانسیل انرژی بعدی: مبحث
را گرانش مساله برداری دیدگاه اساس بر تاکنون
به اسکالر دیدگاه با بعد جلسه در ایم. کرده بررسی
دوباره باید اینکار برای کرد. خواهیم نگاه مساله این

کنیم. وارسی را گرانشی پتانسیل انرژی مفهوم
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شما توجه از سپاس با

نیوتنی گرانش مبانی شناور حسین


	گرانش اجرام گسترده و قضیه های پوسته 
	گرانش و اصل برهمنهی
	گرانش توزیع جرم های پیوسته
	قضیه های پوسته

	 

