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فیزیکی علوم در ریاضی های روش مقدمه
ها سری همگرایی برای کوشی انتگرال آزمون
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ها سری همگرایی برای کوشی انتگرال آزمون ١

کوشی انتگرال آزمون
دیگر حساس های آزمون
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ها سری همگرایی برای کوشی انتگرال آزمون

در کنیم. می مقایسه انتگرال یک با را نظر مورد سری ما ها سری همگرایی برای کوشی انتگرال آزمون در
) منحنی زیر کل مساحت با را ( واحد پهنای با ) سری یک نمودار زیر مساحت هندسی، لحاظ از واقع
همگراست نیز ما نظر مورد سری داشت، مشخصی مقدار نظر مورد انتگرال اگر کنیم. می مقایسه ( انتگرال

واگراست. سری وگرنه
اینصورت در .f(n) = an و است نزولی یکنوا و پیوسته تابع یک f(x) > ٠ که کنید فرض قضیه:
اگر واگراست و باشد داشته محدود مقدار یک

∫∞
١ f(x)dx انتگرال اگر بود خواهد همگرا

∑
n f(n) سری

شود. بینهایت نظر مورد انتگرال
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ها سری همگرایی برای کوشی انتگرال آزمون اثبات

اینصورت در .f(n) = an و است نزولی یکنوا و پیوسته تابع یک f(x) > ٠ که کنید فرض قضیه:
اگر واگراست و باشد داشته محدود مقدار یک

∫∞
١ f(x)dx انتگرال اگر بود خواهد همگرا

∑
n f(n) سری

شود. بینهایت نظر مورد انتگرال

یکنوا f(x) تابع که آنجا از حال بگیرید. نظر در را si =
∑i

n=١ an =
∑i

n=١ f(n) جزئی سری اثبات:
راست سمت شکل به توجه با همچنین .si ≥

∫ i+١
١ f(x)dx داریم چپ سمت شکل به توجه با است، نزولی

داریم شود بینهایت سری جملات تعداد وقتی بنابراین .si − a١ ≤
∫ i
١ f(x)dx ∫داریم ∞

١
f(x)dx ≤

∞∑
n=١

f(n) ≤
∫ ∞

١
f(x)dx+ a١

محدود انتگرال مقدار اگر است: وابسته انتگرال مقدار به کاملا نظر مورد نامتناهی سری همگرایی نتیجه در
واگراست. سری شد، بینهایت انتگرال اگر همگراست. سری شد،

فیزیکی علوم در ریاضی های روش مقدمه شناور حسین
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ها سری همگرایی برای کوشی انتگرال آزمون هندسی معنی

زیرا است، زیر شکل در سبزرنگ ناحیه برابر عملا سری این مقدار بگیرید. نظر در را
∞∑
n=١

١
n سری

A ≈
(
١
١

)
(١) +

(
١
٢

)
(١) +

(
١
٣

)
(١) +

(
١
۴

)
(١) +

(
١
۵

)
(١) + · · ·

A ≈
١
١
+

١
٢
+

١
٣
+

١
۴
+

١
۵
+ · · · =

∞∑
n=١

١
n

سبزرنگ ناحیه مساحت از کوچکتر f(x) = ١/x تابع نمودار زیر مساحت که بینیم می پایین شکل از حال
بود. خواهد واگرا نیز سری مقدار شود، واگرا

∫∞
١ dx/x انتگرال اگر بنابراین، ∫است. ∞

١

dx
x

= ∞

واگراست. نظر مورد سری پس
بعدی: مثال و مثال این منبع

https://tutorial.math.lamar.edu/classes/calcii/IntegralTest.aspx

فیزیکی علوم در ریاضی های روش مقدمه شناور حسین
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ها سری همگرایی برای کوشی انتگرال آزمون هندسی معنی

زیرا است، زیر شکل در سبزرنگ ناحیه برابر عملا سری این مقدار بگیرید. نظر در را
∞∑
n=١

١
n٢ سری

A ≈
(

١
٢٢

)
(١) +

(
١
٣٢

)
(١) +

(
١
۴٢

)
(١) +

(
١
۵٢

)
(١) + · · ·

A ≈
١
٢٢

+
١
٣٢

+
١
۴٢

+
١
۵٢

+ · · ·

سبزرنگ ناحیه مساحت از بزرگتر f(x) = ١/x٢ تابع نمودار زیر مساحت که بینیم می پایین شکل از حال
بود. خواهد همگرا نیز سری مقدار شود، همگرا

∫∞
١ dx/x٢ انتگرال اگر بنابراین، ∫است. ∞

١

dx
x٢

= ١

که کنید دقت همگراست. نظر مورد سری پس
∞∑
n=١

١
n٢

=
١
١٢

+
١
٢٢

+
١
٣٢

+
١
۴٢

+
١
۵٢

+ · · ·︸ ︷︷ ︸
Area Estimation

< ١+

∫ ∞

١

١
x٢

dx = ١+ ١ = ٢

توجه:
∞∑
n=١

١
n٢

=
π٢

۶
= ١٫۶۴۴٩٣۴... < ٢

فیزیکی علوم در ریاضی های روش مقدمه شناور حسین
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انتگرال آزمون کاربرد

”باقیمانده پایین و بالا حد تعیین برای آن از توان می که است این انتگرال آزمون کاربردهای مهمترین از یکی
داریم: اینصورت در بندیم. می جمع N جمله تا را نامتناهی سری یک که کنید فرض کرد. استفاده ها” سری

∞∑
n=١

an =
N∑

n=١
an +

∞∑
n=N+١

an

ولی دهیم؛ می بسط ( ... و توانی فوریه، ) ها سری از استفاده با را پیچیده توابع از بسیاری ما واقع در
یک تا را سری جملات بنابراین بنویسیم. بینهایت تا را بسط جملات ( توانیم! نمی و ) خواهیم نمی طبیعتا
محاسبات خطای عنوان به را (

∑∞
n=N+١ an یعنی ) جملات مابقی و نویسیم می N مانند مشخص جمله

استفاده مورد بسط آنگاه باشد، محدود
∑∞

n=N+١ an یعنی شده حذف جملات مقدار اگر کنیم. می گزارش
کنیم. استفاده بهتری بسط از باید اینصورت غیر در است. مناسب ما

محاسبات در خطا مقدار پایین و بالا حد
یافت: زیر رابطه از استفاده با توان می ∫را ∞

N+١
f(x)dx ≤

∞∑
n=N+١

an ≤
∫ ∞

N+١
f(x)dx+ aN+١

باشد، نزولی یکنوا f(x) < ٠ اگر که دهید نشان تمرین:
شوند. می واگرا دو هر انتگرال و سری آنگاه

فیزیکی علوم در ریاضی های روش مقدمه شناور حسین
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قضیه شرایط تعمیم

نزولی یکنوا و مثبت لزوما نظر مورد تابع که صورتی به دهیم تغییر حدی تا را بالا قضیه شرایط توانیم می
درست زیر رابطه باشد، داشته ای پیوسته مشتق که f(x) تابع هر برای که داد نشان توان می واقع در نباشد.

∑N٢است:
n=N١+١

f(n) =
∫ N٢

N١

f(x)dx+

∫ N٢

N١
(x− [x])f′(x)dx

توابع رفتار به .( x عدد مساوی یا و کوچکتر صحیح عدد بزرگترین ) است x عدد صحیح جزء [x] آن در که
کنید. دقت x− [x] و [x]

توجه:
همگراست. سری باشند، محدود انتگرال دو هر اگر -١
بینهایت دیگری و محدود ها انتگرال از یکی اگر -٢

واگراست. سری باشد،
نتیجه بی آزمون شوند، بینهایت انتگرال دو هر اگر -٣

∞−∞ مبهم حالت اگر صورت این در است.
شود! همگرا سری است ممکن دهد، رخ

تمرین عنوان به که دیگری نتیجه و نتیجه این توجه:
همگرایی بررسی برای ویژه به است، آمده بعد اسلاید در

مفیدند. تناوبی های سری

فیزیکی علوم در ریاضی های روش مقدمه شناور حسین
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بالا نتیجه اثبات

رابطه ∑N٢اثبات
n=N١+١

f(n) =
∫ N٢

N١

f(x)dx+

∫ N٢

N١
(x− [x])f′(x)dx

نوشت: توان می جزء به جزء انتگرال از استفاده با -١∫ N٢

N١
xf′(x)dx = [ xf(x) ]N٢

N١ −
∫ N٢

N١
f(x)dx = N٢f(N٢)−N١f(N١)−

∫ N٢

N١
f(x)dx

داریم همچنین -٢∫ N٢

N١
[x] f′(x)dx =

N١−٢∑
n=N١

n
∫ n+١

n
f′(x)dx =

N١−٢∑
n=N١

n
∫ n+١

n
df =

N١−٢∑
n=N١

n (f(n+ ١)− f(n))

= N٢f(N٢)− N١f(N١)−
N٢∑

n=N١+١
f(n)

برسیم: دلخواه نتیجه به توانیم می اول بخش از ٢ بخش نتیجه کردن کم با حال
N٢∑

n=N١+١
f(n) =

∫ N٢

N١

f(x)dx+

∫ N٢

N١
(x− [x])f′(x)dx

کنید: اثبات نیز را زیر نتیجه تمرین:
N٢∑

n=N١+١
f(n) =

∫ N٢

N١

f(x)dx+

∫ N٢

N١
(x− [x]−

١
٢
)f′(x)dx+

١
٢
(f(N٢)− f(N١))

فیزیکی علوم در ریاضی های روش مقدمه شناور حسین
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ریمان زتای تابع همگرایی

چه در تابع این شود. می تعریف ζ(p) =
∑∞

n=١ n
−p صورت به ریمان زتای تابع مثال:

همگراست؟ شرایطی
نوشت: توان می صورت این در کنید. فرض را f(x) = x−p تابع پاسخ:

برای و واگرا p ≤ ١ مقادیر برای ( ریمان زتای سری بنابراین و ) انتگرال این که است واضح
است. تعریف خوش p > ١ مقادیر برای ریمان زتای تابع بنابراین همگراست. p > ١ مقادیر

به سری این است. ( p = ١ ) هارمونیک سری واگرایی بر دیگری اثبات واقع در بالا روش
سری این اول جمله میلیون یک مجموع واقع در شود. می واگرا ( آرام بسیار ) لگاریتمی صورت

شود. می ١۴٫٣٩٢٧٢ حدودا

دهید. نشان را نتیجه این و بنویسید کد یک (اختیاری): تمرین

فیزیکی علوم در ریاضی های روش مقدمه شناور حسین
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اویلر-ماشرونی ثابت

به ثابت یک به و کرد کم آن از را هارمونیک سری واگرای جمله توان می اویلر-ماشرونی: ثابت
رسید: اویلر-ماشرونی ثابت نام

γ = lim
n→∞

( n∑
i=١

١
i − ln n

)
≈ ٠٫۵٧٧١٢

کرد! پیدا نیز مقابل کسر از توان می را اویلر-ماشرونی ثابت

زیر مساحت رنگ بنفش ناحیه زیر، شکل در تمرین:
ثابت چرا که دهید توضیح است. ١/x نمودار

است. رنگ آبی ناحیه مساحت برابر اویلر-ماشرونی

فیزیکی علوم در ریاضی های روش مقدمه شناور حسین
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دیگر مثال یک

همگراست؟ S =
∑∞

n=٢
١

n ln n سری آیا

بگیرید: نظر در را زیر انتگرال خیر! ∫پاسخ: ∞

٢

dx
x ln x =

∫ ∞

٢

d ln x
ln x = [ ln ln x ]∞٢

افتد! می اتفاق آرام بسیار بسیار واگرایی این هرچند واگراست. سری این دهد می نشان که

شود. می واگرا هارمونیک سری از آرامتر بسیار سری این چرا که دهید توضیح تمرین:
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کومر قضیه

( Kummer ) کومر قضیه نتیجه معمولا ها سری همگرایی بررسی برای تر حساس های آزمون
دو و شود می بیان ( un و an ) متناهی و مثبت جملات با سری دو درباره قضیه این هستند.

است: بخش
اگر همگراست

∑
n un سری -١

lim
n→∞

(
an

un
un+١

− an+١

)
≥ C > ٠

عملا اخیر گزاره آنگاه شود، همگرا
∑

n a
−١
n سری اگر البته است. مثبت ثابت یک C آن در که

بالا آزمون آنگاه شود، واگرا
∑

n a
−١
n سری اگر ولی بود. خواهد مقایسه آزمون از استفاده مانند

کومر آزمون برود، واگرایی سمت به آرامتر
∑

n a
−١
n سری هرچقدر واقع در است. موثر بسیار

بود. خواهد موثرتر
شرط و شود واگرا

∑
n a

−١
n سری اگر -٢

lim
n→∞

(
an

un
un+١

− an+١

)
≤ ٠

بود. خواهد واگرا
∑

n un سری آنگاه باشد، برقرار

کنید. اثبات مقایسه آزمون از استفاده با را کومر قضیه دوم بخش تمرین:

ببینید. را بعد اسلاید اول بخش اثبات برای
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کومر قضیه اول بخش اثبات

قضیه شرط به مربوط جملات کومر، قضیه اول بخش اثبات برای

lim
n→∞

(
an

un
un+١

− an+١

)
≥ C > ٠

نویسیم: می بعد به n = N+ ١ برای را

داریم: بالا جملات کردن اضافه با حال

این بنابراین دارند؛ محدودی مجموع
∑

n un سری انتهایی جملات که است آن نتیجه این معنی
.( قضیه شرط درستی فرض با ) همگراست سری
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گائوس آزمون

آزمون از ای نتیجه عنوان به توان می واقع در را ها سری همگرایی برای گائوس مشهور آزمون
میل ١ سمت به متوالی جملات نسبت که شرطی به آورد؛ دست به un > ٠ های سری برای کومر
تعیین در دیگر های آزمون ) دهند گزارش را نامعینی نتیجه پیشین های آزمون نتیجه و و کند

.( باشند ناموفق همگرایی

باشیم داشته n بزرگ مقادیر برای اگر گائوس: آزمون
un
un+١

= ١ +
h
n +

B(n)
n٢

آزمون به بنا آنگاه )؛ شود نمی بینهایت ) است محدود n بزرگ مقادیر برای B(n) تابع آن در که
سری ،h ≤ ١ باشیم داشته اگر و شود، می همگرا

∑
n un سری h > ١ باشیم داشته اگر گائوس

شود. می واگرا
∑

n un
بسیار آزمون این ندارد. وجود آن در نامعینی حالت که دارد اهمیت جهت این از گائوس آزمون

جوابگوست! فیزیکی مسائل همه تقریبا برای و است دقیق

) کنید اثبات an = n ln n انتخاب با و کومر قضیه از استفاده با را گائوس آزمون تمرین:
.( کتاب متن
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لژاندر معادله سری جواب همگرایی مثال:

آن با دیفرانسیل معادلات مبحث در که ) لژاندر معادله سری جواب در متوالی جملات نسبت
شود: می نوشته زیر صورت به ( کنیم می برخورد

a٢j+٢

a٢j
=

٢j(٢j+ ١)− λ

(٢j+ ٢)(١j+ ٢)

است. سری جواب در ٢j شماره جمله a٢j و است لژاندر معادله در موجود ثابت یک λ اینجا در
بنابراین و uj = a٢j کنیم می فرض

uj
uj+١

=
(٢j+ ٢)(١j+ ٢)
٢j(٢j+ ١)− λ

است: زیر صورت به بالا نسبت رفتار j بزرگ بسیار مقادیر حد در

) کنترل بزرگ شمارنده با جملات فیزیکی دلایل به بنا اینکه مگر واگراست نظر مورد سری پس
شوند. ( صفر
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درس این مهم نکات
توضیح درستی به را آنها کاربرد و نتایج ترین مهم و گائوس آزمون کومر، قضیه کوشی، انتگرال آزمون بتوانید شما درس این انتهای در که است این انتظار

دهید: پاسخ را زیر های پرسش بتوانید که رود می انتظار ویژه به دهید.

دهید. توضیح مثال یک ذکر با را کوشی انتگرال آزمون ١

دهید. توضیح مثال یک ذکر با را کومر قضیه ٢

دهید. توضیح مثال یک ذکر با را گائوس آزمون ٣

کنید. مرور دیگر بار یک را درس لطفا کنید، می احساس مشکلی بالا شده یاد مفاهیم از هرکدام درباره اگر

های دانسته کنید سعی دلیل همین به است. مساله حل فیزیک، و ریاضی مفاهیم سازی” درونی ” و درک برای راه بهترین که نکنیم فراموش
شوند. می ارائه درس هر انتهای در ها مساله این کنید. تقویت و زده محک سوالات حل با را خود

⇓⇓⇓⇓⇓
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ها تمرین

دهید. پاسخ را درس متن در موجود تمرینات

دهید. پاسخ را هفتم ویرایش از ١١ و ١٠ صفحات در موجود تمرینات
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متناوب های سری بعدی: مبحث

کرد. خواهیم بررسی را متناوب های سری همگرایی بعد جلسه در
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شما توجه از سپاس با
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